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2D signály - zákl. pojmy (1/3)

• 2D diskrétne signály (diskrétne v priestore, 
spojité v hodnotách)

• x(n1,n2) - SRVWXSQRV �KRGQ{W�GHILQRYDQi�pre 
YãHWN\�FHORþtVHOQp�KRGQRW\�n1 a n2 (pre 
QHFHORþtVHOQp�KRGQRW\�n1 a n2 nie je nulová, ale 
je nedefinovaná)

• x(n1,n2) - funkcia, resp. IXQNþQi�KRGQRWD
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2D signály - zákl. pojmy (2/3)
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2D signály - zákl. pojmy (3/3)

Významné postupnosti, resp. triedy postupností

• jednotkový (Kroneckerov) impulz

• jednotkový skok

• VHSDURYDWH Qp�postupnosti

• periodické postupnosti
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2D Kroneckerov impulz (1/3)
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2D Kroneckerov impulz (2/3)

3RXåLWLH

• impulzová charakteristika h(n1,n2)

• x(n1,n2) - lineárna kombinácia posunutých
Kroneckerových impulzov
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2D Kroneckerov impulz (3/3)

Riadkové impulzy - nie je ekvivalent pre 1D
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2D jednotkový skok (1/3)

( ) { 0,1
0

, 21
21

≥
=

nnpre
inak

nns



9

2D jednotkový skok (2/3)

9] DK medzi jednotkovým skokom a 
Kroneckerovým impulzom
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2D jednotkový skok (3/3)

Špecifické jednotkové skoky - nie je ekv. pre 1D
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6HSDURYDWH Qp�SRVWXSQRVWL (1/2)

• f(n1) - 1D SRVWXSQRV ; fcia len n1

• g(n2) - 1D SRVWXSQRV ; fcia len n2

• Kroneckerov impulz a jednotkový skok -
VHSDURYDWH Qp�SRVWXSQRVWL
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6HSDURYDWH Qp�SRVWXSQRVWL�(2/2)
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Periodické postupnosti (1/3)

• x(n1, n2) - periodická SRVWXSQRV s periódou
N1xN2 (N1 a N2 - FHOp�þtVOD)

Príklad:

( ) ( ) ( ) ( )2122121121 ,,,, nnpreNnnxnNnxnnx ∀+=+=

( )( ) 422/cos 21 xperiodann ⋅+⋅ ππ
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Periodické postupnosti (2/3)

n
1

n
2

x(n ,n )
1 2

(4) (5) (-1)

(7) (2)(3)

(4) (5) (-1)

(7) (2)(3)

(4) (5) (-1)

(7) (2)(3)

(4) (5) (-1)

(7) (2)(3)

(4) (5) (-1)

(7) (2)(3)

(4) (5) (-1)

(7) (2)(3)

(4) (5) (-1)

(7) (2)(3)

(4) (5) (-1)

(7) (2)(3)

(4) (5) (-1)

(7) (2)(3)

. . .

. .
 .

. .
 .

. . .



15

Periodické postupnosti (3/3)
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2D sústavy

• LSI systémy - Linear Shift-Invariance -
lineárny systém, invariantný proti posuvu
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( ) ( )[ ]2121 ,, nnxTnny =
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Linearita

Princíp superpozície a proporcionality

( ) ( )[ ] ( ) ( )212211212211 ,,,, nnybnnyannxbnnxaT ⋅+⋅=⋅+⋅

( ) ( )212211 ,,, nnxnnx - vstupné signály

( ) ( )212211 ,,, nnynny - výstupné signály
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,QYDULDQWQRV �SURWL�SRVXYX

Príklady
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Impulzová charakteristika (1/2)

Predpoklady
• lineárny systém

• systém invariantný proti posuvu
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Impulzová charakteristika (2/2)

LSI systém je úplne charakterizovaný 
LPSXO]RYRX�RGSRYH RX�h(n1,n2)
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2D konvolúcia (1/10)

Vlastnosti 2D konvolúcie:

• .RPXWDWtYQRV
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( ) ( ) ( ) ( )21212121 ,,,, nnxnnynnynnx ∗=∗

• $VRFLDWtYQRV
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )212121212121 ,,,,,, nnznnynnxnnznnynnx ∗∗=∗∗



22

2D konvolúcia (2/10)

Vlastnosti 2D konvolúcie (SRNUDþRYDQLH):

• 'LVWULEXWtYQRV
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )21212121212121 ,,,,,,, nnznnxnnynnxnnznnynnx ∗+∗=+∗

• Konvolúcia s posunutým Kroneckerovým 
impulzom

( ) ( ) ( )2211221121 ,,, mnmnxmnmnunnx −−=−−∗
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2D konvolúcia - graficky (3/10)
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2D konvolúcia (4/10)

Grafický postup pri YêSRþWH 2D konvolúcie:
• zámena n1, n2 v h(n1,n2) a x(n1,n2) za k1, k2

• zrkadlenie h(k1,k2) SURWL�]DþLDWNX�V~UDGQLFRYHM�V~VWDY\
• posuv h(-k1,-k2) o n1 a n2 bodov (XUþXM~�PLHVWR, v 

NWRURP�VD�SRþtWD�NRQYRO~FLD) v kladnom smere osí k1 a 
k2

• V~þLQ�SUHNUêYDM~FLFK�VD�ERGRY�SRVWXSQRVWt�x(k1,k2) a 
h(n1-k1, n2-k2) a V~þHW�]tVNDQêFK�V~þLQRY; výsledkom je 
hodnota výstupnej postupnosti y(n1,n2) v bode (n1,n2)
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2D konvolúcia (5/10)

• Separovate Qê�/6,�V\VWpP - h(n1,n2) je 
VHSDURYDWH Qi�SRVWXSQRV

• ]QtåHQLH�YêSRþWRYHM�QiURþQRVWL�SUL�YêSRþWH�
konvolúcie

• x(n1,n2) - YVWXSQi�SRVWXSQRV �UR]PHUX�1[1

• h(n1,n2) - LPS��RGSRYH �UR]PHUX�0[0
( )
( ) 10100,

10100,

2121

2121

−≤≤−≤≤=
−≤≤−≤≤=

MnMnmimonnh

NnNnmimonnx
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2D konvolúcia (6/10)

• y(n1,n2) - YêVWXSQi�SRVWXSQRV �UR]PHUX�
(N+M-1)x(N+M-1)

• SRþHW�DULWPHWLFNêFK�RSHUiFLt�- (N+M-1)2M2

(1 aritmetická operácia - 1 násobenie a 1 
VþtWDQLH�
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k k

knknhkkxnnhnnxnny
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2D konvolúcia (7/10)
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2D konvolúcia (8/10)

• h(n1,n2) - VHSDURYDWH Qi
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2D konvolúcia (9/10)

( ) ( ) ( )∑
∞

−∞=

−=
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2111121 ,,
k

nkfknhnny - 1D konvolúcia pre pevné n2

3RþHW�DULWPHWLFNêFK�RSHUiFLt

• NM(N+M-1)+M(N+M-1)2

• Úspora:
( )

( ) ( )2

22

11

1

−++−+
−+=

MNMMNNM

MMN
K



30

2D konvolúcia (10/10)

NxN MxM Nesep. Separ. K

256x256 3x3 599076 397836 1.51

256x256 5x5 1690000 670800 2.52

256x256 7x7 3363556 950012 3.54



31

DiferenþQi�URYQLFD

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

∑∑∑∑
∈∈

−−=−−
ab RkkRkk

knknxkkaknknykkb
2121 ,

221121
,

221121 ,,,,

( ) ( )2121 ,,, kkbkka - reálne postupnosti s NRQHþQêP�SRþWRP
nenulových hodnôt

ba RR , - REODV (k1,k2), kde je a(k1,k2), resp. b(k1,k2)
nenulové
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Fourierova transformácia (1/8)

• Dopredná FT:

( ) ( )∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=

Ω−Ω−=ΩΩ
1 2

2211
212121 ,,

n n

njnj eennxX

• Inverzná (spätná) FT:

( )
( )

( ) 212121221
2211

1 2

,
2

1
, ΩΩ⋅ΩΩ= ΩΩ

−=Ω −=Ω
∫ ∫ ddeeXnnx njnj
π

π

π

ππ

Spektrum analyzovanej
postupnosti

( ) ( )2121 ,, ΩΩ↔ Hnnh )UHNYHQþQi�char. LSI sústavy
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Fourierova transformácia (2/8)

• x(n1,n2) - fcia (reálna) diskr. prem. n1, n2

• X(Ω1, Ω2) - fcia (komplexná) spoj. prem. Ω1, Ω2

Spektrum diskrétnej postupnosti je spojité.
Spektrum diskrétnej postupnosti je periodickés 

periódou 2S�x 2S.

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2121
,

2121 ,,,, 21 ΩΩ+ΩΩ=ΩΩ=ΩΩ ΩΩΘ
IR

j jXXeXX X

( ) ( ) ( )ππ 2,,2, 212121 +ΩΩ=Ω+Ω=ΩΩ XXX



34

Fourierova transformácia (3/8)

Základné vlastnosti:

• Linearita

( ){ } ( ) ( ){ } ( )21212121 ,,,, ΩΩ=ΩΩ= YnnyFaXnnxF

( ) ( ) ( ) ( )21212121 ,,,, ΩΩ⋅+ΩΩ⋅↔⋅+⋅ YbXannybnnxa

• Konvolúcia
( ) ( ) ( ) ( )21212121 ,,,, ΩΩ⋅ΩΩ↔∗ YXnnynnx

• Násobenie
( ) ( ) ( ) ( )21212121 ,,,, ΩΩ∗ΩΩ↔⋅ YXnnynnx
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Fourierova transformácia (4/8)

Základné vlastnosti (SRNUDþRYDQLH):

• 6HSDURYDWH QRV
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )221121221121 ,, ΩΩ=ΩΩ↔= XXXnxnxnnx

• Veta o posunutí
( ) ( )

( ) ( )221121

212211

,,

,,

2211

2211

Ψ−ΩΨ−Ω↔

ΩΩ↔−−
Ψ−Ψ−

Ω−Ω−

Xnnxee

eeXmnmnx
njnj

mjmj

• Parsevalova teoréma

( ) ( )
( )

( ) ( ) 21212122121

1 1 22

,,
2

1
,, ΩΩΩΩΩΩ=∑ ∫ ∫∑

∞

−∞= −=Ω −=Ω

∞

−∞=
ddYXnnynnx

n n

π

π

π

ππ
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Fourierova transformácia (5/8)

Základné vlastnosti (SRNUDþRYDQLH):

• Parsevalova teoréma (pokr.)

• Symetria
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )2121

2121

2121

2121

,,

,,

,,

,,

Ω−Ω−↔

Ω−Ω−↔−−
Ω−Ω↔−
ΩΩ−↔−

Xnnx

Xnnx

Xnnx

Xnnx

( )
( )

( ) 21
2

212
2

21

1 1 22

,
2

1
, ΩΩΩΩ=∑ ∫ ∫∑

∞

−∞= −=Ω −=Ω

∞

−∞=
ddXnnx

n n

π

π

π

ππ
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Fourierova transformácia (6/8)

Základné vlastnosti (SRNUDþRYDQLH):

• Symetria (pokr.)

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) nepárneimag.,:,nepárne,reálne:,

párnereálne,:,párne,reálne:,

symetrickénepárne,,,

symetricképárne,,,

,,:,

2121

2121

2121

2121

212121

ΩΩ↔
ΩΩ↔

−ΩΩΘΩΩ
−ΩΩΩΩ

Ω−Ω−=ΩΩ↔

Xnnx

Xnnx

X

XX

XXrealnnx

XI

R
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Fourierova transformácia (7/8)

Príklad:
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1,1,,1,1

6

1
,

3

1
, 212121212121 −+++−+++= nnunnunnunnunnunnx

n
1

n
2

x(n ,n )
1 2

(1/6)

(1/6)

(1/6)

(1/6)

(1/3)

( ) 2121 cos
3

1
cos

3

1

3

1
, Ω+Ω+=ΩΩX
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Fourierova transformácia (8/8)

Ω
1

Ω
2

| (Ω,Ω)|; �

2
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2D Z-transformácia (1/3)

Ak r1= r2= 1, tak

( ) ( )∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=

−−=
1 2

21
212121 ,,

n n

nn zznnxzzX
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erz

erz
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1 2
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2D Z-transformácia (2/3)

Základné vlastnosti:

• Linearita

( ){ } ( ) ( ){ } ( )21212121 ,,,, zzYnnyZazzXnnxZ ==

( ) ( ) ( ) ( )21212121 ,,,, zzYbzzXannybnnxa ⋅+⋅↔⋅+⋅

• Konvolúcia
( ) ( ) ( ) ( )21212121 ,,,, zzYzzXnnynnx ⋅↔∗
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2D Z-transformácia (3/3)

Základné vlastnosti (SRNUDþRYDQLH):

• 6HSDURYDWH Qp�postupnosti
( ) ( ) ( ) ( )22112211 zXzXnxnx ⋅↔⋅

• Posuv postupnosti
( ) ( ) 21

21212211 ,, mm zzzzXmnmnx −− ⋅⋅↔−−

• Symetria
( ) ( )1

2
1

121 ,, −−↔−− zzXnnx
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Prenosová funkcia (1/8)
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Prenosová funkcia (2/8)
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charakteristikou
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Prenosová funkcia (3/8)

( ) ( )21,21 ,, 2
2

1
1

ΩΩ=ΩΩ == HzzH jj ezez

)UHNYHQþQi�FKDUDNWHULVWLND�LSI sústav

2

2
2

1

1
1 2,2

VZVZ f

f

f

f ππ =Ω=Ω Normované kruhové frekvencie

21, VZVZ ff Vzorkovacie frekvencie
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Prenosová funkcia (4/8)
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Prenosová funkcia (5/8)
Pomocou inverznej Z-transformácie

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )212121212121 ,12,2,
8

1
1,

4

1
,1

2

1
, nnxnnxnnynnynnynny −+=−+−+−−

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

���� ����� 
	

�������� ��������� 
	
21

21
,

2121

,

21212121 ,12,2,
8

1
1,

4

1
,1

2

1
,

nni
nno

nnxnnxnnynnynnynny −++−−−−−=

( ) ( ) ( ) ( )2,
8

1
1,

4

1
,1

2

1
, 21212121 −−−−−= nnynnynnynno

Vplyv výstupného
signálu

( ) ( ) ( )212121 ,12,, nnxnnxnni −+= Vplyv vstupného signálu

( ) ( ) ( )212121 ,,, nninnonny +=
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Prenosová funkcia (6/8)
Výstupná a vstupná maska

Výstupná maska Vstupná maska

n
1

n
2

(2) (1)

n
1

n
2

(1/2)

(-1/4)

(-1/8)
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Prenosová funkcia (7/8)

a) Výstupná maska v bode (3,2)

F��3ULQFtS�YêSRþWX�KRGQRW\�YêVWXSQpKR�VLJQiOX�Y�ERGH������

b) Vstupná maska v bode (3,2)

n
1

n
2

(2) (1)

n
1

n
2

(1/2)

(-1/4)

(-1/8)

n
1

n
2

(2)
(1)

n
1

n
2

y(n ,n )
1 2

x(n ,n )
1 2

(1/2) (-1/4)

(-1/8)
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Prenosová funkcia (8/8)

n
1

n
2

y(n ,n )
1 2

(2.5)

(3.5)

(0.75)

(1)

(3.06)
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(2.78)

(-1.59)

(2.44)

(4.38)

(2.23)

(-1.66)

. . .

. . 
.

. .
 .

(2.28)(0.69)
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Výstupná maska Vstupná maska
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(2) (1)
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n
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(-1/4)

(-1/8)
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LSI sústavy - súhrn

• 2D konvolúcia

• 'LIHUHQþQi�URYQLFD

• Prenosová funkcia
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