[image: image1.png]1) Baza, ramce, mnozina expanznych funkcii:
a) (3B) Aky je zakladny rozdiel medzi: Bazou, ramcom a mnozinou expanznych funkeii.

b) (2B) co z horeuvedeneho maju Waveletove rady a preco
¢) (3B) co je to vzorkovacia mriezka a co znamena kriticke vzorkovanie v kontexte uvedenych pojmov?

d) (3B) napiste vzorce pre vypocet SWT a WR zo signalu. vysvetlite jednotlive symboly




A)
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[image: image4.png]Expanzné funkcie ¥,(t) st definované zo zikladného waveletu ¥(t) pomocou parametrov zmeny
mierky a posunu a, b nasledovne:

¥(ne L (R)





B)

[image: image5.png]Ak sme nadbytocnost’ WF vhodnym vzorkovanim tuplne odstranill, t. J. {t,,,} ne-
tvori ramec ale bazu v L2(R), hovorime o waveletovgch radoch (WR).




C) vzorkovaciamriežka
Fáza digitalizácie, prekladá sa cez dáta(obrázok)

D)
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[image: image9.png]FO=3 Y dnntbmn () +

= () ¥mn(t)) mneZ.



[image: image10.png]WR(m,1) = s




[image: image11.png]2) Zakladne vlastnosti waveletov
a) (3B) Co musi splnat funkcia x(t), aby sme ju mohli prehlasit za wavelet?
¢) (4B) Co je Gasovofrekvenéné okno zakladneho waveletu psi(t) a
¢osa deje s Casovofrekvenénum oknom, pri posune a zmene mierky zakladneho waveletu?
d) (4B) Regularita, pocet nulovych momentov, nosic — co to je a preco su dolezite.




A)
B)[image: image12.emf]signalu v case a frekvencii

TF okno nám hovorí o tom aké drobné detaily sme schopní v signále sledovať. 

Hranice okna sú definované “štatisticky”, t.j. neznamená to, že mimo okna má signal nulové hodnoty 

[image: image13.png]Expanzné funkcie ¥y, (t) s definované zo zakladného waveletu ¥(t) pomocou pa-
rametrov zmeny mierky a posunu a. b takto:
1 t—b

t)=—=v(— t) e L*(R). 1.8]

v (0= 7= (52) w0 < 22(R) a8

Vidime. Ze reprezentacia signalu pomocou spektralnych koeficientov SWT je znacne

nadbytoéna — parametre a aj b st spojité. V zavislosti od parametra a SWT poskytuje

pruzné casovo-frekvencné rozlisenie. Ak casovo-frekvencéné okno 1(t) ma rozmery

0,0 a stred v bode Sy, = (to,wo). potom pri wavelete ¢, ;(t) nastantt zmeny

oy = aoy 0, = ou/a (to,wo) = (ato + b,wo/a) . (1.9)




D)

[image: image14.png]o Existencia nosi¢a . Uzavrety interval (a,b) nazyvame kompaktny nosi¢ funkcie
(waveletu). ak dany wavelet ma nenulové funkéné hodnoty len na danom in-
tervale. Pre wavelety bez kompaktného nosi¢a sa zvykne uvadzat funkcia zhora
ohranicujtca funkéné hodnoty (t. j. charakterizujtica rychlost ich klesania). Pri-
padne sa uvadza tzv. efektivny nosié (a,b). mimo ktorého ma funkcia iba za-
nedbatelne malé funkéné hodnoty.1®

o Poéet nulovych momentov. K -ty moment %(t) definujeme ako m (k) = [ t*4 (t)
Plati, ze ak ¥(t) je K krat diferencovatelna a pre t — +oc klesa dostatoéne rychlo
potom prvych K — 1 momentov bude nulovych. Potom ak f(t) je na nejakom
intervale polynomom max. K —1 stupna, pre wavelety ¥, () s nosicom na tomto
intervale budu prislusné waveletové koeficienty SWTy (a,b) nuloveé.!?

o Regularita (Daubechieova 1988) poskytuje mieru hladkosti funkcie f(t). Ak de-
finujeme regularitu vo frekvenénej oblasti [17]. potom je to také maximalne ¢islo
r. pre ktoré existuje také koneéné ¢ € R, Ze plati:

IF @) < e/ (1+wl™). (1.19)




[image: image15.png]3) Navrh waveletov

a) (3B) v com spociva metoda navrhu pomocou parametrizacie koeficientov mierky ? Vhody, nevyhody, vlastnosti.
b) (4B) K-regularny filter. Ak je H(z) K-regularny ake ekvivalentne tvrdenia platia ?

b) (4B) Spektralna faktorizacia: co tato metoda umoznuje, zakladny princip a postup




A)[image: image16.png]Parametrizacia koeficientov mierky
Jednoduchym vyuzitim stupnov vol'nosti v > i()h(n — 2k ) = 5(k) mozeme navrhovat® zakladne
"
ortonormalne wavelety. Splnime nutne podmienky na ortonormalitu a zvysok mozeme
parametrizovat’
- System 0. radu — dizka h(n) je 2. Nema ziadne stupne vol'nosti.

Podmienky su: 7(0)+ h(1)=+2  h(0)* + (1) =1
Riesem je: 7(77)= {\/2/2.\/2/2}
- radu R — dizka h(n) je 2R + 2. ma R stupnov vol'nosti
‘Parametrizaciou ziskane riesenia maju zarucenu iba minimalnu regularitu. Vhodnou vol’bou parametrov
vsak mozeme dosiahnut’zlepsenie vlastnost, pripadne ekvivalenciu (pri danej dizke h(n)) s I'ubovol’nym
inym ortogonalnym waveletovym systemom.




B)

[image: image17.png]- pouzitim DDK waveletu mozeme spol”ahlivo detekovat” nespojitosti v prvych K - 1 derivaciach.
Wavelety mozu sluzit' aj ako viacurovnovy derivator
Nech h(n) j - filter. generujuci o(t) a (t). Potom waveletove koeficienty zodpovedaju
K-tej derivacii vyhladenej verzie analyzovaneho signalu:
- K
V(io)

() wl(x=u)) =05y = £Yu) kde T(w)=w *





[image: image18.png]- Dolezity koncept. ktory spaja momentove vlastnosti. diferencovatel'nost’. regularitu a vlastnosti
dilatacnych koeficientov. je koncept tzv. K-regula rnych filtrov. KIO filter s impulzovou odpoved’ou



[image: image19.png]D(n). ktora splna podmienky v tabul'ke 2.1 a generuje funkeiu mierky o(t) sa nazyva K-regula rmy vtedy.
ak platia nasledovne ekvivalentne tvrdeni
1. H(e) ma K-nasobmu nulu v o =1
2. prvych K diskretnych aj spojitych waveletovych momentov sa rovna nule, t. j.:
my(k) =0, py(k) =0 pre k=0, 1, ... (K- 1)
3. polynomicke postupnosti stupna < (K - 1) mozu byt’ vyjadrene linearnou kombinaciou
posunov h(n)
4. polynomy stupna < (K - 1) mozu byt* vyjadrene lincarnou kembinaciou posunov ¢.
AK N je dizka filtra h(n). potom polynom H(z) ma stupen N-1 a L(2) stupen N-1-K. Aby L(z) zabezpecilo
splnenie nutnych N/2 podmienck pre ortogonalitu, must mat” aspon stupen N/2-1.
Potom K<N/2. <-max reg.





C)
[image: image20.png]Spektralna faktorizacia
Metody navihu waveletov s K nulovymi momentmi vyuzivaju koncept K-regulamych filtrov. Metoda na

vypocet koeficientov mierky. ktore generuju ortogonalne waveletove systemy s K nulovymi momentmi
waveletov.
Nech H(€), DTFT postupnosti h() s dizkou N ma K nulv Q=n ajev tvare:

iQ
H(Q)= ﬁ[l +; }L(Q) potom H(®) splna podmientku |L(Q) +|H(Q + 7)” =2 viedyalen

veedy, ak: |L(Q) = 0lsin®(€/2))
Ak siuz(ﬂ/z):—l:Jrlfl:’l
472 4




[image: image21.png]potom musime najst [ (= | = O()
Riesenie vzt'ahu nie je jednoznacne. L(z) ziskame tzv. spektralnou faktorizaciou




[image: image22.png]4) dvojpasmova Banka filtrov
a) (3B) nakreslit a popisat jednotlive casti
b) (4B) Co to je, a ake musia byt aliasing Ra(z) a prenos R_p(z) v banke filtrov s uplnou rekonstrukciou?
¢) (4B) Co je to polpasmovy filter a ako s nim suvisia H(z) a H_tilde(z)




A)

[image: image23.png]Idedlny DP: Q=n/2

Idedlny HP: Q=n/2

Idedlny DP: Q=n/2

Idealny HP: Q =n/2





Realizaciapomocouidealnychfiltrov
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Realizaciapomocourealnychfiltrov

B)[image: image25.png]Pokusme sa vyjadrit celkovy prenos signalu bankou filtrov. Popisom signalov v oboch
vetvach BF podla obr. 8.7 s vyuzitim vztahov (3.11), (3.13) dostavame:

Xp(x)=X () H () Xe()=X(2)G) (3.30)
C(z)= % [XH (z%) + Xy (—z%)] D(z) = % [Xg (z%) + X¢ (75)] (8.31)
Yi (2) = C (zz) H(z) Ya(2)=D (ZZ) G(2) (3.32)
X()=Yg(2)+Ya(2)=...= % [Ry(2) X (2) + Ry (2) X (—2)] , (8.33)

kde R,(z) charakterizuje celkovy prenos sustavou a R,(z) aliasing a st v tvare:
Ry(2)=H(2)H(2) + G (2)C(2) Rq(z)=H(-2)H(2)+C(~2)C(2). (3.34)

Postacujuice podmienky na tplnt rekonstrukciu (resp. neskresleny prenos) [21]. [17]
st




[image: image26.png]« allasing musi byt eliminovany

Ry(z)=0 3.35)
« prenos je konstantny, pricom je povolené oneskorente signalu
Ry(z)=2"1 leZ. (3.36)

Riesenim podmienky eliminacie aliastngu (3.35) dostaneme riesente v tvare:
H(2)=%c2"G(—2) G(2)=Fe"H(-2), 3.37)

t. J. podmienky platia pre pary filtrov .do kriza*. Hladajme teraz riesente podmienky
na prenos (3.36). Oznacme Py () = H (z) H (2) a pomocou riesenta (3.37) vyfadrime
podmienku (3.36) v zavislosti od Py (2):

Py (2) = Py (=2) (-)" =227 (3.38)
Normovanim (centrovanim) Pj(z) pomocou P (z) = 2Py (2) dostavame vysledny tvar
podmienky na celkovy prenos sustavou:

P)+P (=) (- =2, (3.39)
kde

PR)=HEHE) P2 =:C()C6) . 3.40)

Vztah (3.39) umoznuje formulovat' podmienku na uplni rekonstruketu pomocou kon-
ceptu polpasmovych filtrov (pozrt vztah 3.26) nasledovne:

Ak normovany stctn prenosovych funketi DP filtrov v dvojpasmovef
BF tvort prenosovt: funketu polpasmového filtra a stcet m+1 je
neparny, potom BF dosahuje tplnt rekonstrukcius.

Ako vyuzit ziskany vysledok pri navrhu bank filtrov Je vysvetlené v casti 3.5. Zakla-
dom Je ziskat vhodny polpasmovy filter. Pre danii P(2) a pre zelané celkove oneskorente
1 Tahko vypocitame potrebny posun m. Ak napriklad pozadujeme ststavu s nulovym
oneskorenim [ = 0, musi byt' posun m medz1 filtrami pre analzyzu a syntézu neparny.

'V nasledujucej casti uvedieme najznamejste riesenta dvojpasmovych bank filtrov.
'Vsimnite si, ako je osetrené spinente podmienky (3.39).




C)

[image: image27.png]Pri dvojpasmovych bankach filtrov ma dolezitti ilohu tzv. polpasmovy filter. Je to
taky KIO filter s impulzovou charakteristikou p(n) a prenosovou funkciou P(z). pre
ktory platia nasledovné ekvivalentné podmienky [22]:

e V z-rovine

P()=P (fl) P(2)+P(-2)=2 (3.25)
e vo frekvencii
P (eJ”) -P (eﬁﬂ) P (eJ”) +P (eﬂf”")) =2 (3.26)
e Vv case
p(n)=p(-n) pn)+(-1)"p(n)=25(n). (3.27)

T.j. P (e]n) je realna parna funkcia 2 s neparnou symetriou okolo bodu /2. Zodpo-
vedajica impulzova charakteristika p(n) je symetricka a plati pre nu:

1 n=0
p(n) = { 0 n je parne an # 0 (3.28)
p(n)€R  njeneparne .




