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Hilbertove priestory a rozklady signálov 
Čo je to (nevyžadujem presné matematické formulácie): 

 

Veľkosť vektora, skriptá str. 118 

 
 

 

Priama suma podpiestorov, skriptá str. 118 

 
 

 

Ortogonálny doplnok, skriptá str. 118 

 
 

 

Priestor l2(Z), skriptá str. 119 

 
 

Priestor L2(R), skriptá str. 119 

 
 

Ortonormálna báza 
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Čo sú biortogonálne resp.  duálne bázy, skriptá str. 119 – 120 

 

 
 

 

Ortogonálna projekcia (priemet) vektora x do vektora s, skriptá str. 120 

 
 

 

Vlastnosť postupnej aproximácie, skriptá str. 121 
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Rámec, tesný rámec, skriptá str. 123, 124 
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Časovo - frekvenčná analýza a waveletová transformácia 
 
Vlastnosti waveletov oproti Fourierovej transformácii z hľadiska časovo-frekvenčnej analýzy, skriptá str. 8 – 11; 

prednáška 1 (pred1.doc) ; prednáška 2 (02_pred2.doc) 

Reprezentácia signálov: 

 poznáte reprezentáciu signálov v čase, vo frekvencii (FT) 

 wavelety umožňujú flexibilnú a cielenú reprezentáciu niekde medzi. 

 
 

Fourier t.: 
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Čo je časovo - frekvenčná rovina, a časovo frekvenčné okno, skriptá str. 8; prednáška 1 

 

 

 TF okno nám hovorí o tom aké drobné detaily sme schopní v signále sledovať. 

 Hranice okna sú definované “štatisticky”, t.j. neznamená to, že mimo okna má signál 

nulové hodnoty 
 

 

Principialne - ako vyrátame stred a veľkosti strán časovo - frekvenčneho okna ľubovoľnej funkcie a o čom nám 

to vypovedá 
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Čo je princíp neurčitosti, o čom hovorí, skriptá str. 11 

 

 
 

 

Čo je to SWT?. Ako ju vypočítame(vzorce), skriptá str. 12  

 

Spojitá waveletová transformácia (SWT) funkcie f (t)   L
2
 (R) je definovaná ako zobrazenie 

L
2
 (R) → L

2
 (R) vzťahom: 






 )t(),t(fdt)t()t(f)b,a(SWT b,a

*

b,af  aR
+
, bR 

 

Expanzné funkcie  Ψa,b(t) sú definované zo základného waveletu Ψ(t) pomocou parametrov 

zmeny mierky a posunu a, b nasledovne: 

)
a

bt
(

a

1
)t(b,a


   Ψ(t)  L

2
 (R) 

Vidíme, že reprezentácia signálu pomocou spektrálnych koeficientov SWT je značne 

nadbytočná – parametre a aj b sú spojité. V zá vislosti od parametra a SWT poskytuje pružné 

časovo-frekvenčné rozlíšenie. 
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Pomocou akých dvoch operácií su formované bazove funkcie(+vzorce) pri SWT? Ako a prečo bazove funkcie  

normalizujeme? 

 
 

 

 
 

 
Vlastnosti SWT – redundancia, obsah časovo-frekvenčného okna, prednáška 2 str. 13 

Linearita:    

Vyplýva priamo z linearity skalárneho súčinu 

Posun v čase:    

   0btftg   

    0,, bbaSWTbaSWT fg    

Zmena mierky: 

   









s

t
f

s
tg

1
 

   









s

b

s

a
SWTbaSWT fg ,,   

Zachovanie energie, 

Detekcia singularít. 

 

Reprezentácia signálu pomocou spektrálnych koeficientov SWT je značne nadbytočná – 

parametre a aj b sú spojité. Dá sa odstrániť vzorkovaním a, b. V zá vislosti od parametra a –

SWT poskytuje pružné časovo-frekvenčné rozlíšenie. 

 

Ak časovo - frekvenčné okno Ψ(t) má rozmery σt, σω a stred v bode S = (t0, ω0) potom 

σabt=a.σt  σabω=σω/a  Sab = (at0 + b, ω0/a) 

 

Z hore uvedeného vzťahu je zrejmá dôležitá vlastnosť waveletov, že obsah TF okna zostáva 

konštantne 4 σtσω nezávisle od parametrov a a b. 
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Základné charakteristiky waveletov – kompaktná podpora, nulové momenty, regularita, skriptá str. 15 

 

Existencia nosiča. Uzavretý interval  ba,  nazývame kompaktný nosič funkcie (waveletu) ak 

daný wavelet má nenulové funkčné hodnoty len na danom intervale. Pre wavelety bez 

kompaktného nosiča sa zvykne uvádzat’ funkcia zhora ohraničujúca funkčné hodnoty (t.j. 

charakterizujúca rýchlost’ ich klesania) alebo tzv. efektívny nosič  ba, , mimo ktorého majú 

iba zanedbateľne malé funkčné hodnoty. 

Počet nulových momentov. K-ty moment Ψ(t) definujeme ako  dtttkm k )()(  . Platí, že ak  

Ψ(t) je K krát diferencovateľná a pre t→±∞ klesá dostatočne rýchlo, potom prvých K-1 

momentov bude nulových. Potom ak f(t) je na nejakom intervale polynómom max. K-1 

stupňa, pre wavelety  Ψa,b(t) s nosičom na tomto intervale budú príslušné waveletové 

koeficienty SWTf (a, b) nulové. 

Regularita (Daubechieová 1988) poskytuje mieru hladkosti funkcie f(t). Ak definujeme 

regularitu vo frekvenčnej oblasti, potom je to také maximálne číslo r pre ktoré platí: 

)||1/(|)(| 1 rcF   

Potom f(t) je r-1 krát spojite diferencovateľná pričom r-tá derivácia môže byt’ nespojitá . 

 

 
Škálogram, čo je to, na čo je to, ako vypočítam hodnoty v ňom ?, skriptá str. 14 
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Waveletové rady a rámce  
 
ako sa odstraňuje redundancia SWT ? + vzorce, skriptá str. 16 

 

Redundancia SWT sa odstraňuje na vzorkovaním a a b. Potom hovoríme o waveletových 

rámcoch (WF - Wavelet Frames), ktoré stále môžu byt’ nadbytočné. Ak nadbytočnosť 

odstránime, hovoríme o waveletových radoch (WR). 

Štandardná voľba vzorkovania parametra a je maa 0  s mZ a a0≠1. T.j. úroveň rozlíšenia 

(doteraz charakterizovaná spojitým parametrom a) je odteraz charakterizovaná diskrétnym 

parametrom m. Parameter b potrebujeme  navzorkovať tak, aby wavelety rovnako efektívne 

pokrývali celú časovú os pri každej úrovni rozlíšenia. Výslednú vzorkovaciu mriežku 

dostaneme v tvare: 
maa 0 , manbb 00 ,  m, nZ  a0>1, b0>0 

Najbežnejšie sa nadbytočnosť reprezentácie SWT odstraňuje dyadickým vzorkovaním, t.j 

voľbou a0 = 2, b0 = 1 vo vzorkovacej mriežke. Dosadením do predchádzajúcich vzťahov 

dostávame: 
ma 2   mnb 2  m, nZ 

m – úroveň rozlíšenia, n – posun v čase. 

 

 
Čo sú to waveletové rady, vzorec na ich výpočet, ako vyzerajú ich bázové funkcie a ako sú tvorené + vzorce 
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Aký je rozdiel medzi WF a WR ? 

Waveletové rámce(WF) môžu byť nadbytočné. Waveletove rady(WR) už majú odstránenú 

nadbytočnosť. 

 

 
Čo je to dyadický wavelet + vzorec 

 

Najbežnejšie sa nadbytočnosť reprezentácie SWT odstraňuje dyadickým vzorkovaním, t.j 

voľbou a0 = 2, b0 = 1 vo vzorkovacej mriežke. Dosadním do predchádzajúcich vzťahov 

dostávame: 
ma 2   mnb 2  m,nZ 

Pre posuny a zmeny mierky základného waveletu platí: 

)2(2)( 2
, ntt m

m

nm  



  

Funkcie  )(, tnm  potom nazývame dyadické wavelety. 

 

 
Aký je základný rozdiel medzi ortogonálymi, biortogonalnymi a semiortogonalnymi waveletmi ? skriptá str. 22 

 

Wavelety môžeme podľa ortogonality v bázach ktoré generujú rozdeliť na tri základné 

skupiny: 

 Wavelet nazývame Ψ ortonormálny, ak platí: 
*~    

)mk()lj(, m,lk,j   j, k, l, mZ 

T.j duálny wavelet sa od základného líši iba konjugáciou a báza {Ψm,n} je ortonormálna, t.j. 

Ψm,n sú na seba ortogonálne rovnakých úrovniach rozlíšenia a aj medzi rôznymi úrovňami. 

 

 Wavelet psi L
2
(R) Z sa nazýva semiortogonálny (nazývaný aj pre-wavelet), ak 

platí: 

)(, ,, ljmlkj    

t.j. je zachovaná ortogonalita len medzi rôznymi úrovňami rozlíšenia. 

 

 Pár )~,(  spĺňa podmienku biortogonality (hovoríme o biortogonálnych waveletoch), 

ak množiny {Ψm,n} a {Ψ̃m,n} sú duálne bázy, spĺňajúce prodmienku biortogonality: 

)()(, ,, mkljmlkj    j,k,l,mZ 
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Analýza signálu viacúrovňovým rozlíšením  
 

Ako vyzerá hierarchia priestorov pri MRA? 

Cieľom pri analýze viacúrovňovým rozlíšením (MRA - z angl. MultiResolution Analysys) je 

rozložiť ľubovoľný signál f(t) L
2
(R) do systému hierarchických pod priestorov Wm, pričom 

každý z pod priestorov charakterizuje rôzne rýchle zmeny v signále. Aby sme to dosiahli 

definujeme MRA ako postupnosť’ uzavretých pod priestorov Vm priestoru   L
2
(R) pre ktoré 

platí: 

)(...}...0{ 2

21012 RLVVVVV    

← horšia aproximácia    lepšia → 

 

 

Aproximačné a diferenčné priestory v MRA, nakreslite a vysvetlite prečo je to tak. 

 

 
 reprezentácia signálu  vstup diskrétneho signálu projekcia spojitého signálu 

 pri DWT pri výpočte DWT pri výpočte WR 

 

Znázornenie hierarchie aproximačných (Vm) a diferenčných (Wm) pod priestorov v MRA s 

vyznačeným vstupom a reprezentáciou signálu pri WR a DWT. 

 

Dôsledok 1: 

}),2(2)({ 2/

, Znntt mm

nm     je bázou Vm. 

Dôsledok2: 

}),2(2)({ 2/

, Znntt mm

nm     je bázou Wm. 

Dôsledok3: 

Vm= Vm+1 Wm+1 

 

Aproximačnú hierarchiu pod priestorov Vm potom môžeme skombinovaním vzťahov  

V∞={0} V-∞={L
2
(R)} 

Vm= Vm+1 Wm+1 

vyjadriť’ v tvare: 

L
2
(R)=... W2W1W0W-1W-2... 

  

 V1 

  

 V0 

Z predchádzajúcich vzťahov je zrejmé, že priestorom Vm sa zlepšujú aproximačné schopnosti 

vďaka pridávaním diferenčných priestorov Wm, ktoré sú schopné vyjadriť detaily na danej 

úrovni rozlíšenia. 
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Algoritmus výpočtu Waveletových radov + základne vzorce, obrazky 

 

 
Rozklad(a) a rekonštrukcia(b) koeficientov mierky pri výpočte WR a DWT 

 

Pri výpočte waveletových radov z f(t)  L
2
(R) rýchlym algoritmom (RWT) postupujeme 

nasledovne: 

1. Začneme s projekciou s(t) do Vm pomocou vzťahu: 

 )(),()( , ttsnc nmm   

Vm môžeme pritom zvoliť tak, aby sme boli schopní pomocou koeficientov cm(n) 

aproximovat’ s(t) s dostatočnou resp. ľubovoľnou presnosťou. 

 

2. Pokračujeme rozkladmi v diskrétnej oblasti pomocou vzt’ahov: 

 

k

mmrm kcnkhnc )()2()(1  

 

k

mmrm kcnkgnd )()2()(1  

často iba po želanú úroveň rozkladu U. 

Spätnú rekonštrukciu signálu s(t) (označme ju )(ˆ ts ) z waveletových radov môžeme získať 

sčítaním získaných detailov signálu a prípadnej zbytkovej aproximácie v priestore VU 

)(ˆ)(ˆ...)(ˆ)(ˆ)(ˆ
21

tststststs
UUmm VWWW 


 

alebo najprv spätnou rekonštrukciou koeficientov cm(n) pomocou vzťahu: 

   
k k

mmrmmrm kdkngkcknhnc )()2()()2()( 11  

a použitím aproximácie f(t) vo Vm, t.j.: 

 

 

Delenie spektra analyzovaného diskrétneho signalu na subpasma, vysvetliť, nakresliť 
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Škálogram v DWT, vlastnosti oproti škálogramu pri SWT 
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Nakreslite bazu Haarovej DWT pre danu dlzku N. 

 

Podľa Lubky: 

                  

0                 

                  

1                 

                  

                  

                  

2                 

                  

                  

                  

3                 

                  

                  

                  

4                 

                  

                  

                  

5                 

                  

                  

                  

6                 

                  

                  

                  

7                 
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Podľa Maťka: 

 

Dĺžka N znamená, že funkcia ide od bodu 0 po bod N-1. 

Haar(0,0) v 0. kroku má funkčnú hodnotu v každom bode = 1 (vyplýva to z toho, že 

odmocnina z 2 na nultú je 1). Potom rozdelím interval na polovicu a funkciu v druhej polovici 

preklopím. V 1. kroku zúžim funkciu na polovicu. Funkčné hodnoty vzrastú na sqrt(2)^1. 

Vzniknú nulové body – funkciu posuniem. V 2. kroku opäť zúžim, vzrastie amplitúda na 

sqrt(2)^2=2, poposúvam po všetkých nulových bodoch. 

 

Príklad pre N=8: 

 

 

 
  

 

 

2
0.5 

-1 

1 

haar(0,0) 

1 

haar(0,1) 

-2
0.5 

haar(1,1) 

2
0.5 

-2
0.5 

haar(1,2) 

2
 

-2
 

haar(2,1) 

2
 

-2
 

haar(2,2) 

2
 

-2
 

haar(3,1) 

2
 

-2
 

haar(3,2) 
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Ako vyzerajú hierarchie priestorov pri biortogonalnych waveletoch, ake su vztahy medzi 

podpriestormi +  vzorce 
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Druhy waveletov 
 

Poznať druhy waveletov a ich základne charakteristiky a oblasti použitia 
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Vlastnosti funkcie mierky a waveletov 
 

Čo sú to  nhmra ? Popíšte 3 ich základne vlastnosti pre ortonormálne wavelety. 

- hmr(n) a gmr(n) sú koeficienty pre zmenu rozlíšenia alebo dilatačné koeficienty 

 

1) aby mohli byt’ splnene podmienky pre h(n), treba aby dĺžka h(n) (označme ju N) bola 

párna 

2) h(n) a g(n) sa navzájom jednoznačne určujú (h(n) a g(n) –zjednodušené označenie) 

3) k danému waveletu existuje jediná funkcia mierky (a naopak) 

 

Vlastnosti matematicky (nie sú to tie iste): 

1)  
n

nh 2)(  2)  
n

)()2()( kknhnh    3)  
n

ng 0)(  

 

 

Kompaktna podpora  t  a 
 nh , co platí ? 

(strana36 veta 2.3) 

 
Musí platiť nasledujúca veta: 

 
 

 

Súvisí 
 nh

 s 
 ng

 pri ortonormálnych waveletoch ? Ako je to v spektre ?, skriptá str. 37 

 

- Ano suvisia: 

 )()1()( nMhng n     )()( MHG  , M je nepárne 

       2)()(
22
 HG  

  
n

kngnh 0)2()(   0)2()()2()(   GHHG  

 

 

Základné vlastnosti 
 nh  s 

 ng
 pri ortonormálnych waveletoch  - popísať z hruba 

strana 36 a 37.-tabulka 
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z tabuľky si vyberte vlastnosti len pre h(n) a g(n). 
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Ako vypočítať 
 t

a 
 t

 ak poznáme koeficienty pre zmenu mierky? + vzorec pre 

výpočet v čaše aj frekvencii 

- Vychádzame z dilatačných rovníc:  [1.51] 





n

mr ntnht )2()(2)(   

     [1.52] 





n

mr ntngt )2()(2)(   

Tieto rovnice môžeme riešiť’ iteračne, pričom ak postupnosť’ bude konvergovať’ k pevnému 

bodu, potom je pevný bod hľadaným riešením. Iterácie sú definovane: 

   




 
n

k
mr

k ntnht )2()(2)( )()1(   a )(t  podla [1.52] 

Uvedený iteračný postup sa nazýva aj kaskádový algoritmus (v čaše) 

 

 

   
222

1
)( )()1(  k

mr
k H  

  

toto je vo frekvencii. 

 

 

Čo sú spoj. / disk.nulove momenty + vzorec, vysvetliť na čo sú dobre nulové momenty 

waveletov a funkcii mierky 

Strana 15 def momentu, 39-41 definicia K regularity a mierky a pod 
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K- regulárny filter, čo je to ? Aké má základne vlastnosti ?, skriptá str. 41 

Dôležitý koncept, ktorý spája momentové vlastnosti, diferencovatel’nost’, regularitu 

a vlastnosti dilatačných koeficientov, je koncept tzv. K-regularnych filtrov. KIO filter s 

impulzovou odpoveďou h(n), ktorá splna podmienky v tabul’ke 2.1 a generuje funkciu mierky 

φ(t) sa nazýva K-regulárny vtedy, ak platia nasledovne ekvivalentne tvrdenia: 

 1. H(ω) ma K- násobnú nulu v ω = π 

 2. prvých K diskrétnych aj spojitých waveletovych momentov sa rovná nule, t. j.: 

 mψ(k) = 0, μψ(k) = 0 pre k = 0, 1, .... (K - 1) 

 3. polynomické postupnosti stupňa ≤ (K - 1) môžu byt’ vyjadrené lineárnou  

kombináciou   posunov h(n) 

 4. polynómy stupňa ≤ (K - 1) môžu byt’ vyjadrené lineárnou kombináciou posunov φ. 

 

 

Aký max. K regulárny  môže byt ortogonálny filter dĺžky N ? Preco ? 

Ak N je dĺžka filtra h(n), potom polynóm H(z) ma stupen N-1 a L(z) stupeň N-1-K. Aby L(z) 

zabezpečilo splnenie nutných N/2 podmienok pre ortogonalitu, musí mat’ aspoň stupeň N/2-1. 

  Potom  1 ≤ K ≤ N/2.  <-max reg. 
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Vyjadrite sa k waveletom a ich možnostiam zisťovať nespojitosti v signále a jeho deriváciách 

použitím DbK waveletu môžeme spoľahlivo detekovat’ nespojitosti v prvých K - 1 

deriváciách. 

Wavelety môžu slúžiť’ aj ako viacúrovňový derivátor. 

Nech h(n) je K - regulárny filter, generujúci φ(t) a ψ(t). Potom waveletove koeficienty 

zodpovedajú K-tej derivácii vyhladenej verzie analyzovaného signálu: 

       ufuxxf K  ,  kde      Kj /  

 

 

Aké poznáte metódy návrhu ortogonálnych waveletov ? Ich základne princípy pár vetami. 
skriptá str. 48 
Typy navrhov: 

- Ortogonalizacia (napr. Battle-Lemarie wavelety) 

- Parametrizácia koeficientov mierky 

- Spektrálna faktorizácia – návrh waveletov s K nulovými waveletovymi momentmi (Db.) 

- Návrh waveletov liftingovou schémou 

 

Parametrizácia koeficientov mierky 

Jednoduchým vyuzitım stupňov voľnosti v       
n

kknhnh 2  môžeme navrhovať’ 

zakladne ortonormalne wavelety. Splnıme nutne podmienky na ortonormalitu a zvysok 

mozeme parametrizovat’ 

 - System 0. radu – dlzka h(n) je 2. Nema ziadne stupne vol’nosti. 

   Podmienky su :     210  hh      110
22
 hh  

   Riesenım je:    22,22nh  

- radu R – dlzka h(n) je 2R + 2, ma R stupnov vol’nosti 

 

Parametrizaciou zıskane riesenia maju zarucenu iba minimalnu regularitu. Vhodnou vol’bou  

parametrov vsak mozeme dosiahnut’zlepsenie vlastnostı, prıpadne ekvivalenciu (pri danej 

dlzke h(n)) s l’ubovol’nym inym ortogonalnym waveletovym systemom. 

 

Spektralna faktorizacia 

Metody navrhu waveletov s K nulovymi momentmi vyuzıvaju koncept K-regularnych filtrov. 

Metoda na vypocet koeficientov mierky, ktore generuju ortogonalne waveletove systemy s K 

nulovymi momentmi waveletov. 

 

Nech H(Ω), DTFT postupnosti h(n) s dlzkou N ma K nu l v  Ω=π  a je v tvare: 

   












 




L
e

H
i

2

1
2  potom H(Ω) splna podmienku     2

22
 HL  

vtedy a len vtedy, ak:     2sin 22
 QL  

Ak   12 z
4

1

2

1
z

4

1
2sin    

  potom musime najst    zQzL 
2

 

Riesenie vzt’ahu nie je jednoznacne. L(z) zıskame tzv. spektralnou faktorizaciou 
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B spline wavelety – co je to, na co to je dobre ?, skriptá str. 45 

Spline funkcie sú po častiach polynomicke funkcie daného stupňa s plynulým prechodom 

medzi jednotlivými časťami. B-Spline funkcie φSM (t) stupňa M sú tvorene M-nasobnou 

konvoluciou „Box“ funkcie: 

     )1,0(1
0




t
indetB  

B-spline funkcie sú funkciami mierky pre B-spline wavelety 

Pomocou B-spline funkcií môžeme tvoriť iba semiortogonálne, resp. biortogonálne 

waveletove systémy. 

 

 

Čím sa líšia semiortogonalne a biortogonalne B-spline wavelety 

 

Semiortogonalne wavelety tvoria neortogonalne bazy Wm, pre ktore platı:  

     Vm   Wm  Vm = Vm+1 Wm+1 

Pricom pre biortogonalne plati 

    Vm = V
~

m  Wm = W
~

m 
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Autokorelácia a spektrálna faktorizácia 
 

Čo platí pre nuly (reálnej) autokorelacnej  funkcie zo sekvencie h(n)?, skriptá str. 50 
- * je konjugácia 

 ak zk je nula P(z) potom nula je aj 1/z*k   

 nuly sa vyskytujú v dvojiciach {zk,1/z*k} 

 ak h(n) je reálne a H(z) má nulu v zk potom nuly sú aj v z*k, 1/zk a 1/z*k 

 

 

Čo sú jej spektrálne faktory a aké majú vlastnosti, čo je to minimálna faza ? 
- Predpokladajme, že pre dane P(z) hľadáme vyhovujúce H(z). Také H(z) nazývame spektrálny faktor 

P(z) a metódu jeho získania spektrálnou faktorizaciou. Spektrálne faktory nie sú jednoznačne určené a 

získame ich priradením vždy iba jednej nuly z dvojíc nul. 

Možné výsledné H(z) majú rovnakú magnitúdovu charakteristiku, líšia sa iba vo fázovej 

charakteristike. Dôležité je riešenie s minimalnou fazou, kde pri vytváraní H(z) použijeme iba nuly v 

a na jednotkovej kružnici. 
 

 

Aké sú všeobecné pravidla pri spektrálnej faktorizacii ?(reálne filtre, lin fáza, ortogonalne 

riešenie) skriptá str. 68 

 
 

Ako by ste navrhli ortogonalne wavelety pomocou spekt. Faktorizacie? 
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Doporučujem pozrieť si riešený priklad 2.1 zo skrípt str. 51 alebo z cvik!!!   

 

 

Ako by ste navrhli biortogonalne wavelety pomocou spekt. Faktorizacie? 
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DWT v maticovom tvare. 
 

Štruktúra a rozmery transformačných matíc pre analýzu a syntézu  v ortogonálnom a 

biortogonálnom prípade, skriptá str. 33  

 

 
 

Rozmery matíc sú: 2Nm stĺpcov a Nm riadkov, kde , No je dĺžka vstupného 

signálu co(n). 

 

 

Ukázať, ako sa pomocou takých matíc rozloží signál na c(n) a d(n) a opäť zloží., skriptá str. 30 
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Čo robiť pri DWT na kraji signálu: 
prehľad metód, skriptá str. 76 

periodické rozšírenie signálu: 

 zachováva ortogonalitu 

 vnáša do signálu body ne spojitosti 

 parná dĺžka signálu pri každom rozklade 

 

symetrické rozšírenie signálu: 

 k signálu dĺžky N pridávame jeho zrkadlový obraz a až túto dvojicu následné 

speriodifikujeme 

 vstupný signál môže mať ľubovoľnú dĺžku 

 rozšírením nevznikajú v signále body nespojitosti ale iba v jeho prvej derivácii 

 neredundantná  reprezentácia je možná, iba ak sú bázové funkcie symetrické 

(biortogonálne systémy) 

 bazové funkcie v spojitom aj diskrétnom prípade sú na okraji signálu preložené späť  a 

sčítané sami zo sebou 

 

doplnenie nulami 

- Doplnenie signálu nulami na jeho okrajoch je najpriamočiarejším riešením problému 

reprezentácie  časovo ohraničeného signálu. Vnáša ale výrazné diskontinuity na okrajoch 

singlu.  

Opatrenia: prestriedanie prvkov matice signálu, vynechanie prvého riadku. To je jednoduchý 

prípad extrapolácie. 

 

aké je to symetrické rozšírenie a prečo ho nemôžeme použiť pri ortogonalnych waveletoch 

viď prehľad metód – symetrické rozšírenie. 

 

 

wavelety na intervale, prečo, vlastnosti, spôsob výpočtu, skriptá str. 77 

Problém: Ak máme diskrétny signál konečnej dĺžky a chceme počítať DWT (1.60, 1.61), tak 

sa nám bude veľkosť reprezentácie postupne zväčšovať. Toto je nežiaduce. 

 

Existuje viacero prístupov k riešeniu problému:  

 periodické rozšírenie signálu (str. 74) 

 symetrické rozšírenie signálu (str. 75) 

 doplnenie nulami a priama extrapolácia signálu (str. 76) 

 okrajové filtre (str. 77) 

 

Tieto spôsoby manipulácie so signálom vedú k spojitým prípadom waveletovej analýzy na 

nejakom intervale. T. j. okrem neovplyvnených waveletov a funkcií v „strede“ intervalu 

máme okrajové funkcie, ktoré nám riešia problém ohraničenosti analýzy v L
2
( R ). Ak sú pri 

tom zachované pôvodné vlastnosti ako ortogonalia alebo regularita, hovoríme o waveletoch 

na intervaloch. 

  

Spôsob výpočtu: 

Vo forme v akej sa vyskytujú v „strede“ intervalu ich môžeme nájsť kaskádovými 

algoritmami. Pri krajoch, kde sú dilatačné rovnice výrazne ovplyvnené, ich môžeme 

korektne získať použitím inverznej transformácie zo spektra, kde bude príslušný spektrálny 

koeficient jednotkový a ostatné nulové. 
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Banky filtrov 
 

Čo je to decimácia a interpolácia, ich vzorce, vysvetliť ako fungujú, načo sú dobré, schémy 

 

 

 

 

Decimacia a interpolacia, nakresliť, čo sa deje zo signalom vo frekvencii a čase, vysvetliť, 55. 
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Čo je banka filtrov, nakresliť schému BF a popísať  jej časti, vysvetliť základne pojmy – 

subpásma, analyzačná časť,… 
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Aký signál a ako sa dá preniesť použitím  iba DP časti banky filtrov bezstratovo? (čo platí pre 

signál, čo platí pre filtre, …) 

 

Interpolovať treba s DP charakterom, ak si mal DP aj pri rozklade (aby sa to vyhladilo). 

 

Prečo vo BF vzniká aliasing, pri akých filtroch vobec nevzniká aliasing, ako je principiálne 

možné už vzniknutý aliasing pri syntéze zrušiť? 

Str. 57 dolu o aliasingu, str 60priklad jeho odstranenie 

 

 

 

 
Z tohto vyplýva že musia platiť nasledovné vzorce: 
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Nakreslite príklad (v závislosti od OMEGY) rovnomerného a dyadického delenia pásiem v 

Banke filtrov pre M=8 

Rovnomerné delenie - prepočítať na 8 – miesto ... dať 4 malé sopky: 

 
Dufam, ze dyadicka, prepocitat na 8 – teda po pi/8 sa musi zmestit 8 kopcekov: 

 
 

 

Pre istotu v TF rovine: 
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Nakreslite 2 pásmovú banku filtrov a popíšte (nie vzorce) podmienky na úplnú rekonštrukciu 

(Čo je úplná rekonštrukcia?)  

 

 

 
 

 

Čo je to polpásmový filter? Popíšte ho v Z rovine a čase. Ako formujú filtre vo FB pol 

pásmové filtre? 

Polpásmový filter je taký KIO filter s impulzovou charakteristikou p(n) a prenosovou 

funkciou P(z), pre ktoré platia nasledovné podmienky: 

 

 
Filtre v BF formujú polpásmový filter z nasledovne: 

Celkový prenos signálu BF sa dá vyjadriť v tvare: 

 
kde Rp je celkový prenos sústavou a Ra aliasing. 

 

Postačujúce podmienky na úplnú rekonštrukciu sú: 
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Rovnica 3.39– filtre v BF formujú polpásmový filter. 

 

 

Aká je podmienka eliminácie aliasingu vo 2 pásmovej FB ? (vzorec) Ak je splnená ako 

vlastne môže byť výstupný signál ešte deformovaný ? Nakreslite príklad vo frekvencii. 

podmienka:   Ra(z)=0, kde  

 
 

Ak je výstupný signál identický so vstupným, BF má vlastnosť úplnej rekonštrukcie 

(perfektnej). Analyzujme teraz bližšie za akých podmienok nám v dvojpásmovej BF dochádza 

k úplnej rekonštrukcii. Predpokladajme, že máme k dispozícii (reálne neexistujúce) ideálne 

DP a HP filtre. Filtráciami vždy odstránime nepotrebnú polovicu spektra a pri pod- 

a nadvzorkovaní sa spektrá akurát zaplnia, takže nevznikajú žiadne problémové situácie. 

”Väčšinou” však máme k dispozícii reálne filtre, ktoré po podvzorkovaní vytvárajú väčší či 

menší aliasing. Po nadvzorkovaní signály v oboch vetvách zostanú zliate, t.j. drobná 

deformácia signálu v oboch vetvách ostane aj po interpolačnom filtrovaní. Ak má mať BF 

úplnú rekonštrukciu, tak požadujeme, aby sa tieto deformácie pri konečnom súčte navzájom 

eliminovali. Filtre musia vytvárať deformácie vhodným spôsobom, ktorý elimináciu zaručuje. 

 

Koľko filtrov  a ktoré stačí poznať v ortogonálnej / biortogonálnej banke filtrov aby sme 

vyrátali ostatne? A PREČO PRAVE TOĽKO A PRAVE TIE ? 
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ortogonálna: stačí poznať 1 filter:    Ĥ (z) - ostatné sa dajú vypočítať z neho. 

biortogonálna: treba 2 filtre:   H(z), Ĥ(z)  - ostatné sa dajú vypočítať z nich. 

 

 

Ak sú filtre pre analýzu a syntézu kauzálne/nekauzálne  čo z toho vyplýva pre syntetizačné 

filtre a pre celkový prenos sústavou? Načrtnite nejaké príklady. 

Má nulové oneskorenie avšak obsahuje nekauzálne časti - filtre pre analýzu a syntézu v oboch 

vetvách majú impulzové charakteristiky časovo obrátené. Oneskorením nekauzálnych filtrov 

(vynásobením členom z
-(2l-+)

)dostaneme kauzálnu BF s oneskorením 2*l-1 

Filtre pre analýzu sú ortogonálne navzájom  a aj voči svojím párnym posunom. 

 

Ak sústavu začneme navrhovať od syntézy, t.j. H(z)=Ho(z), výsledkom je zámena 

analyzačnej a syntetizačnej časti BF, t.j. vo vzťahoch na výpočet filtrov sa iba zmení 

označenie duálnosti. 

 
 

Aké sú vzájomné vzťahy medzi filtrami v ortogonálnej banke filtrov ? (nakreslite obrázok). 

Vysvetlite prečo je časové otočenie nutné. 
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Napíšte a popíšte matice vyjadrujúce decimáciu a interpoláciu vo FB. Ukážte ako sa 

používajú v transformačných maticiach. Čo pre ne znamená podmienka biortogonality? 

vzorce na str. 65, 62  63, biorotogonalita:str, 63 biortogonalne riesenie. 

 

Matice Ĥ,Ĝ sú decimačné a majú rozmery N x N/2. H,G interpolačné matice  s rozmermi N/2 

x N. 
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Čiže biortogonálne riešenie znamená možnosť návrhu BF. 
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Banky filtrov, časť 2 
 

 

Realizácia výpočtu dyadickej DWT a IDWT pomocou bánk filtrov – schéma, str.66 

Podmienky na úplnú rekonštrukciu v ortogonálnom riešení banky filtrov sú zahrnuté v 

Tab.1.2. Analogicky môžeme konštatovať že biortogonálne riešenie banky filtrov vyhovuje 

podmienkam v časti 1.9. Uvedomme si, že na to, aby dvojpásmové banky filtrov mohli 

počítať WR a DWT musia mat’ oba filtre v DP vetve aspoň jednou nulu pri  =  a naopak 

oba filtre v HP vetve jednu nulu pri  = 0. Táto podmienka je nutná, jej postačujúcost’ je 

však na hranici. To rýchlo zistíme pri výpočte WR a DWT. Doteraz sme totiž uvažovali iba 

rozklad na jednej úrovni rozlíšenia a pri výpočte WR a DWT potrebujeme opakovane 

rozkladať koeficienty v DP časti.  

 
 

 

Aký majú súvis hmra(n) a h(n) v analyzačnej časti. Prečo?. 

Str 58. su to vztahy vyjadrujuce vztah medzi bankou filtrov a DWT 

 

 
 

 

Aký je rozdiel medzi BF s úplnou rekonštrukciou a BF ktoré realizujú wavelety? 

 
 

 
 



- 43 - 

 

Musí platiť daná podmienka, a teda BF s úplnou rekonštrukciu je podmnožinou BF tvorenou 

waveletmi, lebo obe sú tvorene wavletmi ale nie vždy sa dá dosiahnuť úplná rekonštrukcia, 

musí byt splnená vyššie spomínaná podmienka. 

 

 

DLT a ich implementácie bankami filtrov + základne vzorce 
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Čo je polyfázový rozklad a polyfázove filtre,  prečo to robíme, základne obrázky (blokové 

diagramy) vzorce 

Pri systémoch s rôznym taktovaním je často vhodné reprezentovať filtre (ale aj signály) ich 

tzv. polyfázovými komponentmi. Filter s prenosovou funkciou H(z) a impulzovou 

charakteristikou h(n) môžeme rozložiť na M polyfázových zložiek Hk(z) pomocou vzťahu: 

 
Potom hovoríme o polyfázovej reprezentácii H (z) pomocou jeho polyfázoých zložiek Hk(z). 

 

 

 
 

 

Polyfázová matice a ich komponenty, finalny tvar banky filtrov so zlucenymi polyfazovymi 

maticami. Ako su zlucene matice?Podmieka uplnej rekonstrukcie. 

Polyfazove matice a komponenty – str. 94,95. schema asi str.96, a vzorce pod tym  

 

 

H
k
(

z).  
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Matice sú zlúčené pomocou podľa vzorca 5.2. 

 

 

Preco je polyfazova matica pre syntezu pouzita v transponovanom tvare ? Chodtena to 

logicky, co sa deje pri nasobei matic … 

Podla vztahu 5.13 na str.97  

 

 
Teda sne vychádzali zo vzťahu pre analýzu a keď si to odvodíme pre syntézu dostaneme 

transponovanú maticu. 
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Vzorec pre analýzu: 

 

 
 

 

2 pasmova BF v polyfazovom tvare. Matematicky popis C(z) a D(z), t.j. vzorce. Vysvetlit 

podmienku uplnej rekonstrukcie. 

Str.96. , veta 5.1 

 
A D(z) si určíme pozriem a vidím zo vzorca  

 
 

Úplná rekonštrukia: 

 

  
 

 

Co je unitarna a paraunitarna matica, + priklady matic 

Defnícia 5.1 na str. 97,  príklady  

 

 
Príklady: niečo podobne ako na str 96, konkrétne s číslami asi treba vymyslieť a nič ma teraz 

nenapadá 
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Čo je lenivá DWT, nakreslite jej BF 
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Komplementárne filtre, vlastnosti existencia 

 
 

 

Co je Stupeň Laurentovho polynómu , mononom, podiel Laurentovych polynomov – 

vlastnosti, nesudelitelnost 
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Rozšírenia waveletov:  
  

separovateľná 2D waveletova transformácia, druhy, spôsob výpočtu, vlastnosti 
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M pásmové wavelety, princíp, popis, relácia medzi mierkami, vlastnosti 
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Casovo-frekvencne vlastnosti M-waveletov, Co su to M-adicke wavelety, priklad rozlozenia 

subpasiem a rozdelenia TF roviny pre dany stupen M 

 

 

 Čisto logaritmické delenie je ekvivalentné M-adickým waveletom, t.j. máme iba jeden 

wavelet (M-1 waveletov je rovnakých) s hustejšou vzorkovacou mriežkou 

 

 

Pre nás je z tohto dôležité iba písmeno „c“, zvyšné som nechal iba pre porovnanie. 
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Príklad rozdelenia subpásiem pre 4-pasmovú DWT 

 
 

 

V com su M-wavelety lepsie ako ortogonalne wavelety, nakreslit banku filtrov, ktora pocita 

M-DWT 

 Stupne voľnosti – je veľa rôznych ortogonálnych waveletov k danej funkcii mierky 

 Časovo-frekvenčnú rovinu môžeme deliť lineárne aj logaritmicky (mix oboch) 

 Čisto logaritmické delenie je ekvivalentné M-adickým waveletom, t.j. máme iba jeden 

wavelet (M-1 waveletov je rovnakých) s hustejšou vzorkovacou mriežkou 
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V čom sa líšia Multiwavelety od M-waveletov a od ortonormálnych waveletov, Nakresliť 

hierarchie priestorov v MRA. 

 

MRA = AVR 

 

 

 

Vypocet Multiwaveletovej transformacie, princip, vlastosti.  
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Multiwavelety - Cim su tvorene koeficienty pre zmenu rozlisenia a co by bolo vysledkom 

kaskadoveho algoritmu – iterovanim medziskalovej relaci 

 
Iteracie: 

 
 

Kaskádový algoritmus: 

 

 
 

 

Waveletove pakety, princip , rozdiel od ortogonalnej DWT, mozne vyhody 

 v klasickom prípade waveletov rozkladáme v MRA iba sumačné podpriestory mV  

 waveletové pakety rozklad zovšeobecňujú aj na diferenčné priestory mW  

 sú možným rozšírením všetkých doteraz uvedených typov waveletov 

 umožňujú adaptívnu, podrobnejšiu a flexibilnejšiu analýzu signálov 

 

Výpočet Waveletovej paketovej transformácie(WPT) – v MRA je dovolené deliť aj 

diferenčné popriestory, nielen sumačné. 

 

Vzniká kompletný waveletový paketovým strom.  Reprezentácia kompletným stromom je 

redundantná - stačí použiť iba vhodnú časť stromu.  
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Optimalizacia paketovej DWT – sposoby princip.  
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Co plati pre bazove funkcie paketovej DWT s uplnym rozkladom stromu? 
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Lifting schéma 
 

Vlastnosti + princíp + základná schéma 
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prediktory v lifting schéme, vlastnosti, princíp, možnosti 

 

 
 

 

Krok liftingu a dualneho liftingu + vzorec a zmysel, znazornit na scheme banky filtrov 
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Čím je zaručená úplná rekonštrukcia pri liftingu? 

 
 

 

Čo sú Interpolačné filtre, aké majú vlastnosti, príklad interpolačného filtra 
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Odstraňovanie šumu pomocou waveletov – princíp. 
 

Stanový sa Treshold. 

Delí sa na Soft a Hard. 

 

Hard – tie koeficienty, ktoré sú pod Treshold, tie vynulujem, tie si už nemusím pamätať =  

KOMPRESIA 

Soft – nad Treshold vynásobým 1. 

 pod Treshold vynásobým postupne *0.9 *0.8 *0.7... 

 

- Lepšie výsledky, nevznikajú také výrazné prechodové javy 

 

a mam k tomu ze "matlab" 
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Kompresia obrazu pomocou waveletov  
 

 

 

 

 

DLHÁ VERZIA: 
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- 65 - 

Vysvetlenie k značeniam: 

 

Hotové – ale to neznamená, že to poprípade netreba doplniť 

Chýba 

Podľa mňa treba určite doplniť 

 

 

NEPOTREBNÉ: 

 

Dilatacne rovnice – ich vzorce + vysvetlite princíp (preco je to tak?) 

 

Relácie zmeny rozlíšenia resp. dilatačné rovnice: 







n

mr ntnht )2()(2)(   







n

mr ntngt )2()(2)(    

Postupnosti hmr a gmr charakterizujú vzťahy medzi bázami na susedných úrovniach rozlíšenia 

zzacnime uz zajtra vecer a to co mas tam ajjjja jfuja nazývajú sa koeficienty pre zmenu 

rozlíšenia resp. dilatačné koeficienty. 


