Wavelety a banky filtrov

Vypracovanie otazok na skasku 2005 / 2006.
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Hilbertove priestory a rozklady signalov

Co je to (nevyzadujem presné matematické formulacie):

Verkost vektora skripta str. 118

Definicia 6.6 Velkost' vektora r (oznacujeme ||x||} je v Hilbertovych priestoroch dand
skalarnym stcinom || z|| = /(x, x).

Priama SUma podpiestorov, skripta str. 118

Definicia 6.8 Nech M; st podpriestory Hilbertovho priestoru £, Ak kazdy vektor x € £
mdzeme jednoznacne vyjadrit' v tvare x = 1 + 13 + ... + g pricom z; € M;, potom £ je
priamou sumou podpriestorov \;. PiSeme £ = My & My & L. 8 M.

Ortogonalny doplnok: skripta str. 118

Definicla 6.9 Nech M Je podpriestor Hilbertovho priestoru £. Potom ortogondlny do-
plnok k M v £ Je mnozina M~ = {r c&; r LM},

PriestorI2(Z)) skripta str. 119

Priestor [*(2)

Vektormi r v priestore [*(Z) su postupnostl #(n) € ¢, n € Z s konetnou energiou
||lz|| = oo. ZvyEajne reprezentuju signaly diskrétne v ¢ase. Skalarny stéin je definovany
akon

(my)= Y x(n)yn)® =zyel(2). (6.17)

n=-—00

PriestorE2(R), skripta str. 119

Priestor L%(R)

Vektormi » v priestore L*(R) su funkcle =(t) € C, t £ R, ktoré st kvadraticky integro-
vatelne a naviac x| < cc. Skalarny suéin je definovany ako:

{T,y}=f r(t)y(t)*dt z,ye L}R). (6.18)
teR

6.4.2 Ortonormdalne bazy

MnoZina B = {&} tvorl ortonormdlny systém v priestore £, ak plati
T by £ By (b, by = 48— 7). (5.19)

Ortonormalny systém B tvorl ertonormdlnu bdzu priestoru £, ak viethy x € £ mo-
zeme vyjadrit’ ako:
v =" by, (6.20)
k

kde o, nazyvame spektrdlne koeficienty a vypotitame ich ako

ap = (b, ) . (6.21)



Pre takyto systém plati Parsevalova rovnost’

lz|*="$" (s, z)|* vre&. (6.22)
i

Analogické tvrdenia platla aj pre ortogondlne systémy, vo vztahoch je iba pridana
normalizacna konstanta.

Co'stibiortogonalie resp. dualne bazy, skriptd str. 119 - 120
6.4.3 Biortogondlne bazy

-

Nech mnoziny B = {i} a B = {bi} s0 bazaml priestoru £. Tleto bazy s0 navzajom
dudlne resp. biortogondlne, ak:

» ich bazové vektory s navzdjom ortogondlne, t. |. biortogondalne:

{bi,ivj} =d&(i—j) Vi, jZ (6.23)
« zarovei existuju kladné kone¢né konstanty ¢, D, C, D, ze pre vz £ plati:

) . o 2.
Cllzl? <3| )P < Dlfel? Clz? < X |(Bez)| <Dlel?.  (6.24
k k
Potom signal > £ £ mézeme vyjadrit’ ako
z=Y (bk,x) b= (br,pbu. (6.25)
k k
Parsevalova rovnost ma tvar:

l=I? = 3" (b, 2)* (bi,z) Vo €. (6.26)

3

Ortogonalna projekcia (priemet) vekiora x do Vekioras;|skripta str. 120

Definicia 6.10 Ortogondlna projekcia (priemet) vektora x» do vektora z je zlozka vek-
tora r v smere vektora s nazyvand r,

(8, 7)
z
|sll

kde skalar r,, nazgvame siradnicou vektora r vo vektore =

Ty = B=1Ty8, (6.27)

skripté str. 121
Nech S; |e ortonormalna baza Si. Kedze s st vzajomne ortogonalne, zachovava

sa vlastnost' najlepse] aproximacie prl danom k v zmysle najmensich stvorcov a
plati vlastnost’ postupnej aproximacie:

2540 = 509 4 (o), ) g (6.30)



REMEC, tesny Famec, 'skripté str. 123, 124

Definicia 6.13 Ramcom vo vektorovom priestore £ nazgvame neprazdnu podmnoZinu
B = {uy}, B C E prave viedy, ak L(B) = £ a¥f € £ existujt kladné konedné konstanty

C, D takeé, Ze platt:
ClFIF =3 1 f bmn)* = D517 (6.44)
mn

Ramce nie sti nevyhnutne linearne nezavislé mnoziny. Reprezentacia vektora pomocou
rameov moZze byt' nadbytoéni a nejednoznacna. Ak ¢ = D, ramec sa nazyva tesnyg a
naviac ak ||| = 1, potom € udava mieru redundancie ramca oproti baze (ak ¢ = 2,
potrebujeme 2x viac vektorov na vyjadrenie f). AK C = D =1 |ju,,,,,]| = 1 ramec {u,, .}
tvort ortonormalnu bazu priestoru £.



Casovo - frekven¢na analvza a waveletova transformacia

Reprezentacia signalov:
e poznate reprezentaciu signalov v ¢ase, vo frekvencii (FT)
e wavelety umoznuju flexibilnl a cielent reprezentaciu niekde medzi.
Waveletovd transformdcia (WT) ma oproti STFT funkcie formované iba zmenou mierky a

posunom pretotypovej funkcie (zakladneho waveletu) ¥V (1 )

Fourier t.:

Riesenie vo forme oknovey STFT (Short Time Fourier Transform), Gabor (1946), posuva okno
fixnej velkosti pozdlz signalu a extrahuje frekvenény obsah v danom intervale

Flon)= [ f0)gle - )e “ai={ 10l e).e")

kde glt) je oknova funkcia a f () vstupna funkeia. Ak oknova funkcia je gaussovskd funkcia, tak
STFT sa vola Gaborova transformdcia.
Pre STFT plati:
e Bazové funkcie st generované moduldciou a posunom oknovej (prototypovej) funkcie glr).
e STFT ma pre danti oknovu funkciu pevné rozlisenie vo frekvencii.
Kazdy signal moze byt znazorneny v casovo-fiekvencnej rovine(TF rovina), ktora charakterizuje
rozdelenie napr. energie signalu v ¢ase a frekvencii:
RozliSenie v ¢ase a frekvencii pre danu funkciu +(r) a jej fourierovu transformaciu X(e) je dané
casovo — fielvencnym oknom (TF okno). Jeho stred je v bode § = (fo,f')o) , a velkosti stran su 20,.20,, .

Plati:
fo = |xle) " [rxle P 0, =|x(@)" o

ol = ”x(z‘}‘fz J(r —toﬂx(z‘lza’r ol = HX(&)}‘*2 _[(a) - wa)z‘X(a)}za’a)

- —m

X(a)]zdw

(1.moment)

(2.moment)

Pozn: Rézne 7>@ pri STFT zodpovedajii posunom zikladného TF okna v ¢ase a frekvencii

= TF okno niam hovori o tom aké drobné detaily sme schopni v signale sledovat’.

= Hranice okna su definované “%tatisticky”, t.j. neznamena to, Ze mimo okna ma signal nulové
hodnoty

Pre STFT plati:

¢ Bazoveé funkcie su generované moduldcion a posunom oknovej (prototypovej)
funkcie g(r).
e STFT ma pre danu oknovu funkciu pevné rozlisenie vo frekvencii.

Spojitd waveletova transformacia (SWT) funkcie f (t)e (R) je definovana ako
zobrazenie L'(R)— I’ (Rz) vztahom
SWTf{ff-b) = j.f(r),y;s(f]df = <f(?}-.is"'a,b(r}}' acRYbcR

Funkcie ¥.:(f) si definované zo zdkladného waveletn w(t) pomocou parametrov
zmeny mierky a posunu @ P nasledovne:

Van(t)=—=v|
Va o\ a

1 ."'r—b‘] wit)e 2(R)



SWT v zavislosti od parametra ¢ poskytuje pruzné ¢asovo - frekvenéné rozlisenie. Ak

casovo - frekvencné okno wlt) ma rozmery &,.9; a stred v bode S (fm'f')o], potom

=ao, ¢, =c,fla S, =(aty+b.o,/a)

-]

Ja b,

T.j. obsah okna ostava konitantne 40,5, .

skriptd str. 8; prednaska 1
Pre znazornenie tasovo-frekvencénych vlastnosti funkeii resp. signalov sa ¢asto po-

uZiva tzv. éasovo-frekvencnd (TF) rovina [17]. V TF rovine |e kazdy signal repre-
zentovany tzv. éasovo-frekvencngm oknom. To charakterizuje umiestnenie energle
slgnalu v ¢ase a frekvencil.

e TF okno nam hovori o tom aké drobné detaily sme schopni v signale sledovat’.
e Hranice okna su definované “Statisticky”, t.j. neznamena to, Ze mimo okna ma signal
nulové hodnoty

Pre znazornenie ¢asovo-frekvenénych vlastnosti funkeii resp. signalov sa ¢asto po-
uzZiva tzv. éasovo-frekvenéna (TF) rovina [17]. V TF rovine je kazdy signal repre-
zentovany tzv. éasovo-frekvenénym oknom. To charakterizuje umiestnenie energle
signalu v ¢ase a frekvencil. Oznac¢me nas signal ako f(t) a jeho Fourlerovu transfor-
maciu F(w). Ak f(t) € L*(R), potom* jeho TF okno méa konecénu velkost. Jeho stred
je v bode Sy, = (to.wo) a velkostl stran sa 20¢,20,. O wo zvykneme hovorlt' ako o tzv.
strednej (uhlovej) frelkcvencii signalu. Priklad zobrazenia TF okna realneho signalu
(modulovana Gaussova funkcia, t. j. Gaborova funiccia) je na obr. 1.1. Pre polohu a
rozmery okna plati [19, str. 7]

to=|IF (7[5 t]F (D) at of = | f (O S22 (¢ —t0)” |F (8) " dt. (1.2)
Vo frekvencnej oblasti analogicky mozeme pisat’ %:
wo = |[F (@) 7! [25 w |F (w)[* duw 0% = |F @)[I7% /2%, (v —wo)® |F (W) P dw . (1.3)

TF okno nam vlastne hovori, ake drobné detaily sme schopni v signali sledovat.
Cim mensia plocha okna, tym lepsie.



(Coje princip neurSitosti, o Som hovor, skripta str. 11

1.2.1 Princip neuréitosti

Pre reprezentaciu signalov v casovo-frekvencnej rovine plati tzv. princip neurcitosti
(nieco ako princip neurtitostl z kvantove| fyzilky). Nech pre z(t) = L*(R) plati

t.x(t), X (w),wX(w) e LA(R). (1.4)
Potom pre TF okno x(t) plati [19, str. 56]:
ol gl =1/4, (1.5)
pricom rovnost plati, ak =(t) je Gaussova funkcia® v tvare
r(t) = \Ja/re®  acR,a>0. (1.6)
Pralkticky nam to hovori, Ze signaly sa nedaju s lubovolnou presnostou lokalizovat
naraz vo frelvencii aj v ¢ase, t. |. ziskat' lubovolne malt plochu TF okna. Plocha TF

okna je vzdy minimédine 2, pricom minimalnu plochu zaberaja signaly, pre ktoré plati
(1.6). Dokaz principu neurcitostl je uvedeny napr. v [19, str. 58|, [22, str. 68].

"Rovnost’ zostava zachovana aj pri modulicii funkeie r{t) a ako neskor uvidime aj pri zmene mierky
funkcie, pozri vztah (1.9).

Coljeto SWT2. Ak jul vypoditame(vzoree), skripta str. 12

Sg)ojité waveletova transformécia (SWT) funkcie f (t) e L? (R) je definovana ako zobrazenie
L? (R) — L? (R) vztahom:

SWT, (a,b) = [F(Dw., (DAt =(F(D,w,, ()  acR’,beR

Expanzné funkcie Wap(t) st definované zo zdkladného waveletu ¥(¢) pomocou parametrov
zmeny mierky a posunu a, b nasledovne:

_ L yeb 2
Wa,b(t)_\/g\‘]( a ) \P(t)e L (R)

Vidime, Ze reprezentdcia signalu pomocou spektralnych koeficientov SWT je znacne
nadbytoéna — parametre a aj b su spojité. V z4a vislosti od parametra a SWT poskytuje pruzné
casovo-frekvenéné rozliSenie.

-10 -



—

b] bazove
funkele st generované zmenou mlerky a posunom prototypove] funkcle

Zakladné wavelety maj zvycajne jednotkovil energliu, t. j. |[v(t)| = 1. Faktor 1/,/a
vo vztahu (1.8) zabezpecuje zachovanle energle aj prl zmenene] milerke, t. J. ||¢ 4 (f)] =
[w(t)]|. SWT je invertovatelna, ak pre Fourlerovu transformaciu ¥ (w) zakladného
waveletu plati tzv. podmienka pripustnosti [21]:

. | T (w))?
L".l'n'.' =\L

Wavelet je potom pripustnyg, co prakticky znamena [2], [21]:

dw < 00, (1.10)

o

oo
Fiw), _p=0 / Y (t)dt =0, (1.11)
—0o0
t. J. ¥(t) nema jednosmernt zlozlcu'®, Potom existuje inverzna SWT v tvare:

0= [ 7 SW @)t () S
‘g o —o0 J —o0 i

(1.12)

a?

Vlastnosti SWT — redundancia, obsah ¢asovo-frekvenéného okna, predniska 2 str. 13
Linearita:
Vyplyva priamo z linearity skalarneho suc¢inu
Posun v case:
g(t)= f (t _bo)
= SWT (a,b)=SWT (a,b —b,)

o3 1(2)

= SWT (a,b) = SWT, [%gj

Zmena mierky:

Zachovanie energie,
Detekcia singularit.

Reprezentacia signalu pomocou spektralnych koeficientov SWT je zna¢ne nadbytocna —
parametre a aj b sU spojité. Da sa odstranit’ vzorkovanim a, b. V z4 vislosti od parametra a —
SWT poskytuje pruzné Casovo-frekvencné rozlisenie.

Ak ¢asovo - frekvencné okno ¥(t) ma rozmery o, o, a stred v bode S = (to, wo) potom
Gabt=a.0t Gabo=00/a Sap = (atp + b, wola)

Z hore uvedeného vzt'ahu je zrejma dolezita vlastnost’ waveletov, Ze obsah TF okna zostava
konstantne 4 o6, nezavisle od parametrov a a b.

-11 -



Zakladné charakeristiky waveletov — kompaktna podpora, nulové momenty, regularita, skripta str. 15

Existencia nosica. Uzavrety interval (a,b) nazyvame kompakitny nosi¢ funkcie (waveletu) ak
dany wavelet ma nenulové funkéné hodnoty len na danom intervale. Pre wavelety bez
kompaktného nosica sa zvykne uvadzat’ funkcia zhora ohranicujuca funkéné hodnoty (t.j.
charakterizujuca rychlost’ ich klesania) alebo tzv. efektivny nosi¢ {a,b), mimo ktorého maju

iba zanedbatel'ne malé funkcné hodnoty.
Pocet nulovych momentov. K-ty moment ¥(z) definujeme ako m(k) = Itkt//(t)dt . Plati, ze ak

P(t) je K krat diferencovatelnd a pre t—=+oo klesa dostatocne rychlo, potom prvych K-1
momentov bude nulovych. Potom ak f(t) je na nejakom intervale polyndmom max. K-1
stupna, pre wavelety %,p(t) s nosiCom na tomto intervale budu prislusné waveletové
koeficienty SWT; (a, b) nulové.

Regularita (Daubechieova 1988) poskytuje mieru hladkosti funkcie f(t). Ak definujeme
regularitu vo frekvenénej oblasti, potom je to také maximalne ¢islo r pre ktoré plati:

| F(@) [<c/l+|o]™)
Potom f(t) je r-1 krét spojite diferencovatelna pri¢om r-ta derivacia moze byt’ nespojita .

Skalogram, &o je to, na &o je to, ako vypogitam hodnoty v flom ?, skriptd str. 14

Spektrum SWT sa zndzorfiuje vo forme tzv. Skalogramu (SCG) [32], [30], ¢o
Je vlastne Ista forma zobrazenla casovo-frekvencne] roviny s vynesenymi magnitu-
dami spektralnych koeficlentov. Frekvencna os je viak nahradena parametrom zmeny
mierky a, takZe lde o zobrazenie v tzv. TS (z angl. Time-scale) rovine. 12 v/ dosledku
posunu TF oklen waveletov v zavislostl od parametra a (pozrl obr. 1.6, vztah (1.9)) je
skalogram a TS rovina oproti spektrogramu a TF rovine ,hore nohami®. Ak prema-
pujeme suradnice (¢, a) na (t,w), stredy TS oklen by sa nam zobrazlll do stredov TF
oklen prislusnych waveletov,!®, Priklad skalogramu realneho signalu je na obr, 1.7.
Maximalne fluktuacie hodnot skalogram vykazuje pri take] hodnote parametra a, pri
ktore| sa stredna frekvencia f(t) zhoduje so strednou frekvenclou waveletov v, .
SPrepocet saradnic (f.a) na (t,w) je trivialny, treba si uvedomit, ze stradnici a = 1 zodpoveda w = wp.
L. j. stredna frekvencia zakladného waveletu. Nasledne staéi pouzit' (vztah 1.9) na posun ve frelvencii.

-12 -



Waveletoveé rady a ramce
ako sa odstraiiuje redundancia SWT ? + vzorce, skriptd str. 16

Redundancia SWT sa odstraiiuje na vzorkovanim a a b. Potom hovorime o waveletovych
ramcoch (WF - Wavelet Frames), ktoré stile moézu byt’ nadbyto¢né. Ak nadbyto¢nost
odstranime, hovorime o waveletovych radoch (WR).

Standardna volba vzorkovania parametra a je a= a, SmeZ aag#l. T,j. troven rozlisenia

(doteraz charakterizovana spojitym parametrom a) je odteraz charakterizovana diskrétnym
parametrom m. Parameter b potrebujeme navzorkovat’ tak, aby wavelety rovnako efektivne
pokryvali celi Casovu os pri kazdej urovni rozliSenia. Vysledni vzorkovaciu mriezku
dostaneme v tvare:
a=a;, b =nb,a,, m,neZ ap>1, bg>0

NajbeznejSie sa nadbytocnost’ reprezentacie SWT odstrafiuje dyadickym vzorkovanim, t.j
volbou ag = 2, by = 1 vo vzorkovacej mriezke. Dosadenim do predchadzajicich vztahov
dostavame:

a=2" b=n2" m,neZ

m — roven rozliSenia, n — posun Vv case.

KedZze reprezentacia signalu spektrom SWT je vysoko nadbytocna (oba parametre a,
b st spojite), vynara sa otazka akda mmozina zo spektralnych koeficientov staci na
rekonstrukciu signalu. Odpovedou je, ze staci vhodne zvolena diskrétna mnozina ko-
eficientov, t. j. parametre a a b vzorkujeme. Potom hovorime o waveletovjch ramcoch
(WF — Wavelet Frames), ktore stale mozu byt nadbytocéné. Ak nadbytocnost’ odstra-
nime, hovorime o waveletovgjch radech (WR).

Pouzitim vztahu 1.9 dostaneme vyslednu vzorkovaciu mriezku v tvare:
a=ay, b=nbag, m,mneZ ag>1,bg>0. (1.20)

Pre 1/ () potom dostavame diskrétnu mnozinu funkcit:

Y (£) = ag 2 1 (an_mt - n.bg) . (1.21)

Dolezita otazka je, ¢i pre dané ag. by a {iy, .} existuje taka mnozina {-?,;Em,n}, ze
Yf(t) € L3R plati:
FH =33 dmnthmn (1) (1.22)

kde
o = (f (1) s Vmpn () m.neZ. (1.23)

Rekonstrukeia funkcie f(t) z koeficientov d,, ,, (nazyvanych waveletové koeficienty)
pomocou vztahu (1.22) je mozna a numericky stabilna. ak mnozina { ¢'m .} tvori ramec
v L2(R), t. j. ¥f (t) € L*(R) plati:

34>0.B>0:  A|f|* < [ dbmall* < B|£I1* - (1.24)

)

-13-



Ak sme nadbytoc¢nost’ WF vhodnym vzorkovanim uplne odstranili, t. j. {#'mn} ne-
tvori ramec ale bazuv L*(R). hovorime o waveletovjch radoch (WR). Rozklad signalu
a jeho spatna rekonstrukeia pri WR ostava definovana vztahmi (1.22), (1.23) (ku kaz-
déemu WR existuje dualny rad, ktory rekonstrukein umoznuje). Plati:

WRe(m.n) = dmnn. (1.26)

Waveletové ramce(WF) mozu byt nadbytocné. Waveletove rady(WR) uz maju odstranend
nadbytocnost’.

NajbeznejSie sa nadbytocnost’ reprezentacie SWT odstrafiuje dyadickym vzorkovanim, t.j
volbou ag = 2, by = 1 vo vzorkovacej mriezke. Dosadnim do predchadzajiacich vztahov
dostavame:

a=2" b=n2" mneZ
Pre posuny a zmeny mierky zakladného waveletu plati:

Vpa() =22 (27"t —n)
Funkcie ., .(t) potom nazyvame dyadické wavelety.

Aky je zakladny rozdiel medzi ortogonalymi, biortogonalnymi a semiortogonalnymi waveletmi ? skripta str. 22

Wavelety moZeme podl'a ortogonality v bazach ktoré generuju rozdelit na tri zékladné
skupiny:

o Wavelet nazyvame ¥ ortonormalny, ak plati:
=y
<\Vj,k'\|/|,m>:8(j_l)8(k_m) Jhkl,mez

T.j dualny wavelet sa od zakladného 1isi iba konjugaciou a baza {¥nn} je ortonormalna, t.j.
Ymnsu na seba ortogonalne rovnakych urovniach rozliSenia a aj medzi réznymi troviiami.

o Wavelet psie L%R) eZ sa nazyva semiortogonalny (nazyvany aj pre-wavelet), ak
plati:

Wik ¥im» =601
t.j. je zachovand ortogonalita len medzi r6znymi troviiami rozliSenia.

o Par (v, ) spifia podmienku biortogonality (hovorime o biortogonalnych waveletoch),
ak mnoziny {¥nn} a {¥nn} su dudlne bazy, spihajuce prodmienku biortogonality:
<l//j,k’l/ll,m>:5(j_l)5(k_m) j,k,l,mEZ

-14 -



Analyza signalu viaciroviiovym rozliSenim

Ako vyzera hierarchia priestorov pri MRA?

Cielom pri analyze viacuroviovym rozlisenim (MRA - z angl. MultiResolution Analysys) je
rozlozit’ "'ubovolny signal f(t) e LZ(R) do systému hierarchickych pod priestorov Wp,, pricom
kazdy z pod priestorov charakterizuje rézne rychle zmeny v signale. Aby sme to dosiahli
definujeme MRA ako postupnost” uzavretych pod priestorov Vp, priestoru e LZ(R) pre ktoré
plati:

{0}...cV,cV,cV,cV,cV, c..l’(R)
« horsia aproximacia  lepSia —

Aproximacné a diferen¢né priestory v MRA, nakreslite a vysvetlite preco je to tak.

reprezentama
_____ S|gnalu pri WR

9\@9 }@9 5@%\, V}@w O

reprezentacia signalu vstup dlskretneho signalu prolekua spojitého signalu
pri DWT pri vypocte DWT pri vypocte WR

Znazornenie hierarchie aproximacénych (V) a diferenénych (Wp) pod priestorov v MRA s
vyzna¢enym vstupom a reprezentaciou signalu pri WR a DWT.

Dosledok 1:

{Pnn () =22 (2"t —n),n € Z} je bazou Vp,
Dosledok2:

W () =22y (2"t—n),n € Z} je bazou W,
Dosledok3:

Vm Vm+1@ Wm+1

Aproximaénu hierarchiu pod priestorov Vi, potom mézeme skombinovanim vzt'ahov
Va={0}  Vo={LR)}
Vin= Vin+1© W1
vyjadrit” v tvare:
L2(R)=... ®W,®W;:DWoDW.1OW....
N——
\%1
—
Vo

Z predchadzajtcich vzt'ahov je zrejmé, Ze priestorom Vp, sa zlepSuji aproximacné schopnosti
vd’aka pridavanim diferen¢nych priestorov Wy, ktoré st schopné vyjadrit’ detaily na danej
arovni rozliSenia.
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dy(n) dyin) d_.,(n)

NN

SCyN) g - Call) o AN Cln)
. dy(n) dy(n)

oSNNI

ST L0 ) T p—— Y ) N — o)y (n)
Rozklad(a) a rekonStrukcia(b) koeficientov mierky pri vypocte WR a DWT

Pri Wpocte waveletovych radov z f(t)e L3R) rychlym algoritmom (RWT) postupujeme
nasledovne:
1. Zacéneme s projekciou s(t) do Vi, pomocou vzt'ahu:

Crn (M) = (S(t), @ (1))
Vn mozeme pritom zvolit' tak, aby sme boli schopni pomocou koeficientov Cp(n)
aproximovat’ s(t) s dostato¢nou resp. 'ubovol'nou presnost’ou.

2. Pokracujeme rozkladmi v diskrétnej oblasti pomocou vzt’ahov:

Crn (n) = z hmr (k - 2n)cm (k)
dm+1 (n) = z Qe (k - Zn)cm (k)

Casto iba po Zelanu uroven rozkladu U.
Spdtnu rekonstrukciu signalu s(t) (ozna¢me ju $§(t)) z waveletovych radov moézeme ziskat’

s¢itanim ziskanych detailov signalu a pripadnej zbytkovej aproximacie v priestore Vy
8(0) =8, 0+ 8, (O +-.+§, 08, ©
alebo najprv spitnou rekonstrukciou koeficientov cy(n) pomocou vzt'ahu:

Cm(n) = zhmr (n - 2k)cm+1(k) + zgmr (n - 2k)dm+1(k)

a pouzitim aproximacie f(t) vo Vi, t.j.:

Ak maximalny poéet tirovni rozkladu dosiahneme, potom hovorime o tiplnom roz-
klade. Priklad takéhoto rozkladu pre pre N = 16 je znazorneny na obr. 1.18. Vy-
sledkom je reprezentacia v 4 diferenénych a jednom aproximacénom priestore. Aké
vlastnosti bude mat’ toto rozdelenie z hladiska frekvenc¢ného, je schématicky znazor-
nené?! na obr. 1.19. Vidime, Ze ide o analogické delenie na pasma vo frekvencii, s

alym sme sa doteraz stretli pri WR (obr. 1.2b, obr. 1.10d, obr. 1.12).
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Vysledna reprezentacia U=log,(N)~4

(spektrum) g v — -
v, [e) | €= V,[ci] S S Vv
W, L] €= W, [aa] €| 2l |
W, ) | €——W, | a0 Vi
&= | C(n)
W, |dn) | € W, [dim)
Vo
+ Cu(n} N:16

/

Obr. 1.18. Rozklad signalu dizky N = 16 pri DWT a struktara vysledneho spektra

FPV, W, W, W, W,

Q

|

I

T
Z

=la ¢

Obr. 1.19. Schématicke znazornenie ¢asti frelkcvenéného spektra zodpovedajiice jednot-
livym podpriestorom pri rozklade signalu f(n) pomocou DWT so 4 aroviami rozliSenia.

Spektrum SWT sa znazornuje vo forme tzv. Skdlegramu (SCG) [32]. [30]. o
je vlastne ista forma zobrazenia ¢asovo-frekvencne] roviny s vynesenymi magniti-
dami spektralnych koeficlentov, Frekvenéna os je vSak nahradena parametrom zmeny
mierky a, takZe ide o zobrazenie v tzv. TS (z angl. Time-scale) rovine. 14 v dosledku
posunu TF okien waveletov v zavislostl od parametra a (pozrl obr. 1.6, vztah (1.9)) je
tkélogram a TS rovina oprotl spektrogramu a TF rovine ,hore nohami”. AK prema-
pujeme suradnice (t,a) na (t,w), stredy TS okien by sa nam zobrazili do stredov TF
okien prislusnych waveletov.15, Priklad skalogramu realneho signélu je na obr. 1.7.
Maximalne fluktuacle hodnot Skalogram vykazuje prl take] hodnote parametra a, pri
ktore| sa stredna frekvencia f(t] zhoduje so strednou frekvenciou waveletov vy, y.

YWY TS rovine mageme samozrejme definovat’ analagiu TF okna — TS okno.
B Prepoéet siradnic (f,a) na (t,w) je trividlny, treba st uvedomit, ze stradnici a = 1 zodpovedd w = wy.
t. j. stredna frelvencia zakladného waveletu. Nasledne staci pouzit’ (vztah 1.9) na posun vo frekvencii.
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Obr. 1.7. Skilogram funkcle f{t) = eos(t] prl pouziti waveletu ,Mexicky klobuk" z
obr. 1.6. V lave] ¢astl su zobrazené priklady waveletov (€larkovane) a rezy spekirom
SWT (bodkovane) na zodpovedajucich trovnlach rozliSenla. Pozn.: Skalogram Je na
krajoch deformovany kvoll ohranigeniu signalu prl vipoéte SWT programom Matlab

Podl'a Lubky:

0

s ] [ ]

[ ]
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Podl'a Matka:

Dizka N znamené4, e funkcia ide od bodu 0 po bod N-1.
Haar(0,0) v 0. kroku ma funkéni hodnotu v kazdom bode = 1 (vyplyva to ztoho, ze
odmocnina z 2 na nultu je 1). Potom rozdelim interval na polovicu a funkciu v druhej polovici
preklopim. V 1. kroku zazim funkciu na polovicu. Funk¢né hodnoty vzrasti na sqrt(2)"1.
Vzniknd nulové body — funkciu posuniem. V 2. kroku opdt’ zuZim, vzrastic amplitida na
sqrt(2)"2=2, poposuvam po vsetkych nulovych bodoch.

Priklad pre N=8:

haar(0,0) haar(0,1)

[EEN

1

-1

haar(1,1) haar(1,2)
20.5 20.5
_205 _20.5
haar(2,1) haar(2,2)

2 2
-2 2
haar(3,1) haar(3,2)

2 2

2 -2 —
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ramec, resp. lubovolny ramec splnajuci (1.25). Pri waveletovych radoch mozeme na-
miesto ortogonalneho riesenia pouzit' riesenie biortogonalne (pozri cast’ 1.4.2) s dvomi
zakladnymi waveletmi U(z‘j a 1(t). Pri pomalom vypocte biortogonalnych WR rozkla-
dame signal pomocou ¥, , a skladame pomocou ¢, , (pozri vztahy (1.23) a (1.22)).
T. j. mame zakladny wavelet :(t) a jeho dual (¢) ku ktorym existujn funkcie mierky
w(t) a @(t) take, ze:

® MNOZINY {@mn(t)} a {Fma(t)} tvoria bazy pre podpriestory V,, resp. V,,

e mnoziny {¥ma(t)} a {ﬁm,n(t)} tvoria bazy pre podpriestory Wi resp. W.
V L%(R) potom existuji dve AVR s hierarchiami:
LW VicYyc Vo Vg, (2.17)
LoV cVhaVacVs. .., (2.18)
pricom plati ze W11 je sice doplnkom k V.4 v priestore }/m . ale nie je to ortogo-
nalny doplnok. Wm1 je namiesto toho ortogonalny doplnok k Vms1 v priestore Vi1,
Analogicky W,,.; je ortogonalny doplnok k V,,.; v priestore V,,,. Vzajomné vztahy me-

dzi podpriestormi sa daju geometricky znazornit’ analogwkyB k obr. 6.2b a obr. 6.3.
Relacie zmeny mierky mozeme vyjadrit’ vztahmi:

=V2 Y b ()@ (2t—n) @(t) =2 Z oy (1) @ (2t — 1) (2.19)
VD =V2Z Y G (n) @ (n=2t) ()= V2 Z Gmr () @ (n = 2t) . (2.20)
Vztahy pre rychlu implementaciu WR a DWT (porovnaj s (1.60)-(1.62)) st v tvare:
Cmt1 (n) = Z P (k= 2m) ey () At (n) = ng,, (k—2n) e, (k) (2.21)
Con (1) =3 T (10— 2K) € ( +ngr dpey (K). (2.22)
k
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Druhy waveletov

s Haarov wavelet — trivialny pripad waveletu s minimalnym nosicom. Nespojity
v case, symetricky, s nulovou regularitou, pravy opak Sinc waveletu (pozri ta-
bulku 1.1 a obr. 1.8), historicky najstarsi wavelet

¢ Daubechieovej (Db) wavelety — ortogonalne wavelety, ktoré maju maximalny
pocet nulovych momentov pri danej dlzke filtra [18], oznacéuju sa ako maximalne

hladké
¢ Battle-Lemarie wavelety — ortogonalizované Spline wavelety

o Coiflety — ortogonalne wavelety [23]. ktorych navrh je zaloZeny na momentovych
vlastnostiach ¢, ¢/, Snazime sa nulovat' momenty waveletu a rovnako aj funkcie
mierky. Pre Coiflet L-teho radu plati

¢ Symlety — ortogonalne wavelety, ktoré maju minimalnu asymetriu a maximalny
pocet nulovych momentov pri danej dlzke filtra [18]:

me(k)=0 my(k)=0 k=1,2,...,.L—1. (2.32)
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Vlastnosti funkcie mierky a waveletov

- hme(N) @ gme(n) st koeficienty pre zmenu rozliSenia alebo dilata¢né koeficienty

1) aby mohli byt splnene podmienky pre h(n), treba aby dizka h(n) (oznaéme ju N) bola
parna

2) h(n) a g(n) sa navzajom jednoznac¢ne urcujt (h(n) a g(n) —zjednodusené oznacenie)

3) k danému waveletu existuje jedina funkcia mierky (a naopak)

Vlastnosti matematicky (nie su to tie iste):

1) Sh(n)=+v2 2) Shmh(n-2k)=5k)  3) Y g(n)=0

(strana36 veta 2.3)

Existencia nosiéa . Uzavrety interval (a, b) nazyvame kompaktng nosié funkcle
(waveletu), ak dany wavelet ma nenulové funkéné hodnoty len na danom in-
tervale. Pre wavelety bez kompaktného nosiéa sa zvykne uvadzat' funkcia zhora
ohrani¢ujuca funkéné hodnoty (t. j. charakterizujoca rychlost ich klesania). Pri-
padne sa uvadeza tzv. efektivny nosic¢ (a,b), mimo ktorého ma funkcia iba za-
nedbatelne malé funkéné hodnoty.'®

Musi platit’ nasledujuca veta:

Veta 2.3 Ak p(t) md kompaktnyg nosi¢ na intervale (0,N — 1) a p(t — k) st linedarnme
nezauvislé, potam hin) ma  kompaktng nosic* na 0 < n < N — 1. T. J. dizka postupnosti
hin) je N (pozriobr. 1.14).

suvist ") 5 901 i ortonormelnych waveletoch ? Ako j to v spektre 2, s s 5

- Ano suvisia:
g(n)=+(-1)"h(M —n) ‘G(Q)‘ = ‘H (Q+ M;z)‘, M je neparne
Q) +|H(Q =2
Zh(n)g (n—2k)=0 \G(Q)H H@2r - Q)‘ + ‘ H (Q)HG(Zﬂ — Q)‘ =0

strana 36 a 37.-tabulka
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z tabul’ky si vyberte vlastnosti len pre h(n) a g(n).

Vlastnosti Pozmn.

w(t), lt) fn), gin) H(Q), G
o (t)dt = 1 Em’n:- = /2 H(0)= 2 veta 2. 1
t)g(t —k)dt =48 (k) thn Vhin—2k)=4d(k) [ |HQ)"+ H(Q+m)" =2|veta2.2
[t—R!n:Ep[,l:}:E Eh[@n._ghmnﬂu H{m =0
[ (t)dt =0 : Zg[n; =10 Go)=0

n
Jelt—kw{t—m)dt=0]gn)=x(-1)"h(M—n) | G(Q)=H(Q+Mnr)
H(Q+ G (=2
Shin)gn—2k)=0 H(O)G(2m — Q)+

n

+H(2r — )G =0

,ch._,c._,

Tabulka 2.1. Zakladné vlastnosti {t), @(t), kin), g(n), H()), G(02) a ich suvislostl
v rladkoch su ekvivialentné vlastnosti) pri ortogonalnych waveletovych systémoch. Vo
vztahoch plati, k,n € Z a M Je neparne.

 aby mohll byt splnené podmienky pre h(n), treba aby dizka h(n) (0znacme ju N)
bola parna

» Kk danému waveletu existuje jedina funkcia mierky (a naopak)
e h(n) a g(n) sa navzijom jednoznacne uréuju

e ak h(n) splna uvedene podmienky s11 zarudené iba zakladné vlastnosti ¢, ¢ (In-
tegrqutelhust ortonormalita, . .. ), pri¢om v, y moZu mat’ extrémne ner egul"arn}n
pripadne fraktalovy charakter

» regularita waveletu a k nemu naleziace] funkcle mierky je rovnaka (wavelet je
konetna linearna kombinacia (2t — n), pozrl vztah (1.52))

s prinavrhu k(n) s dlzkou N, ostava po splneni nutnych N/2 + 1 podmienock este
N/2 — 1 stupniov volnostl. Tieto mozeme vyuzit' tak, aby . v resp. h(n), g(n).
mall poZzadované vlastnostl, ako napr. Ist regularitu, aproximacné vlastnosti
atd. Nutnych V/2 + 1 podmienok je:

- 1. podmienka: 3~ h (n) = /2 kvoll existencll ¢
n

- N/2 podmienok kvoll ortonormalite

S h(n)a(n-2k)=68(k) k=0,1,...N/2-1. (2.3)
T
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- Viychadzame z dilataénych rovnic: [1.51] ¢(t) =~/2 z Ny (N)e(2t —n)

Nn=-o0

152 Y () =v2 3 G (Mp(2 —1)

N=-o0
Tieto rovnice moZeme riesit” iteracne, pricom ak postupnost”” bude konvergovat” k pevhnému
bodu, potom je pevny bod hl'adanym riesenim. Iteracie su definovane:

¢(k+1) (t) = J2 ihmr (n)(o(k) (2t —n) a w(t) podla[1.52]
N=-—o0

Uvedeny iteracny postup sa nazyva aj kaskadovy algoritmus (v ¢ase)

q)(k+1)(a)) _Hmr( }D(k)( )

toto je vo frekvencu.

—

Strana 15 def momentu, 39-41 definicia K regularity a mierky a pod

Poéet nulovijch momentov. K-ty moment :(t) definujeme ako m (k) = [ t5u (t)dt.
Plati, Ze ak v/(t) Je K krat diferencovatelné a pre t — +oc Klesa dostatocéne rychlo,
potom prvych A — 1 momentov bude nulovych. Potom ak f(t) je na nejakom

intervale polynémom max. K —1 stupfia, pre wavelety v, 5 (t) s nositom na tomto
intervale budn prislusné waveletové koeficlenty SWT; (a,b) nulove, 17

Spojité k-te momenty , ¢ s definované:
oK R0
m,, (k) = f thp(t)dt  my (k) = f tFu (t)dt . (2.9)
—Od —i
Diskrétne &-te momenty f(n), g(n) st definované:

pr (k)= n*h(n) pg (k)= n*g(n). (2.10)

Napriklad: H{Q) v tvare H((2) = (? — #)¥ ma v = 7 nulu K-teho radu.

Existencia bazy. Existuje také » = VY, Ze mnoZina {p(t —n), n € 2} je ortonor-
malnou bazou V,. Funkclu ¢ € V, nazyvame funkcia mierky.
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Z diskréetnych momentov uy, p, moZeme vypoéitat' spojité momenty pomocou:

b
1 k . .
my, (k) mi( I ),[Ih..f}mw[ﬂ—f;

=1

) = N (1) m (k — 1)
My L EAEEZ I Hglt)] Mg (R —1L).

I=0

Na zaclatku vypoctu sl treba uvedomit’ ze m, (0) = 1.

Potet nulovych momentov my (k) dava Informéciu o plochosti H({1) a hladkostl v,
Ktoré rasti priamo Gmerne. Okrem toho, ¢im viac waveletovych momentov je nulo-
vych, tym lepsiu aproximaciu ziskame pri projekell signalu f (1) € L2(R) do V..

Co najvacsi potet nulovich momentov m,, (k) Je dolezity vtedy, ak prl potiatocne]
aproximacil signalu f(t) € L*(R) vo V,, pouzljeme priamo vzorky f(t). Taklsto sa
zlepsuje aj symetria .

Dolezity koncept, ktory spaja momentove vliastnostl, diferencovatelnost, regularitu
a vlastnostl dilatacnych koeficlentov, je koncept tzv. K-reguldarnych filtrov. KIO filter s
impulzovou odpovedou A(n), ktora splita podmienky v tabulke 2.1 a generuje funkciu
mierky o(t) sa nazyva K-reguldarny vtedy, ak platia nasledovné ekvivalentné tvrdenia:

1. H(7) ma K-nasobni nulu v w=m

2. prvych K diskrétnych a) spojitych waveletovych momentov sa rovna nule, t. .
my (k) =0, py (k) =0pre k=0,1,..., (K — 1)

3. polynomické postupnostl stupna < (K — 1) mozu byt vyjadrené linearnou kom-
binaciou posunov ki)

4. polynémy stupfia < (K — 1) mézu byt vyjadrené linedarnou kombinaciou posunov
@,

K- regularny filter, ¢o je to ? Aké mé zékladne vlastnosti ?, skripta sir. 41

Délezity koncept, ktory spaja momentové vlastnosti, diferencovatel’nost’, regularitu
a vlastnosti dilatatnych koeficientov, je koncept tzv. K-regularnych filtrov. KIO filter s
impulzovou odpoved’ou h(n), ktora splna podmienky v tabul’ke 2.1 a generuje funkciu mierky
o(t) sa nazyva K-regularny vtedy, ak platia nasledovne ekvivalentne tvrdenia:
1. H(w) ma K- ndsobnt nuluv o ==
2. prvych K diskrétnych aj spojitych waveletovych momentov sa rovna nule, t. j.:
my(k) =0, py(K)=0prek=0, 1, ... (K-1)
3. polynomickeé postupnosti stupiia < (K - 1) mézu byt’ vyjadrené linearnou
kombinéciou posunov h(n)
4. polynoémy stupna < (K - 1) mézu byt” vyjadrené linedrnou kombinaciou posunov o.

Ak N je dizka filtra h(n), potom polyném H(z) ma stupen N-1 a L(z) stupeit N-1-K. Aby L(2)
zabezpecilo splnenie nutnych N/2 podmienok pre ortogonalitu, musi mat” asponi stupen N/2-1.
Potom 1<K<N/2. <-max reg.
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Vyjadrite sa k waveletom a ich moZnostiam zistovat’ nespojitosti v signale a jeho derivéciach
pouzitim DbK waveletu m6Zeme spol'ahlivo detekovat’ nespojitosti v prvych K - 1
derivaciach.

Wavelety mozu sltzit” aj ako viacuroviovy derivator.

Nech h(n) je K - regulérny filter, generujuci ¢(t) a y(t). Potom waveletove koeficienty
zodpovedaju K-tej derivacii vyhladenej verzie analyzovaného signalu:

(F(x)p(x—u))=0"{y * f {u) kde I(0)=y *()/(jo)*

Aké poznate metddy ndvrhu ortogonalnych waveletov ? Ich zakladne principy par vetami.
skript4 str. 48

Typy navrhov:

- Ortogonalizacia (napr. Battle-Lemarie wavelety)

- Parametrizacia koeficientov mierky

- Spektralna faktorizécia — ndvrh waveletov s K nulovymi waveletovymi momentmi (Db.)
- Navrh waveletov liftingovou schémou

Parametrizécia koeficientov mierky
Jednoduchym vyuzitim stupiiov vol'nosti v Z h(n)h(n — 2k) =0 (k) mozeme navrhovat”
n
zakladne ortonormalne wavelety. Splnime nutne podmienky na ortonormalitu a zvysok
mozeme parametrizovat’
- System 0. radu — dizka h(n) je 2. Nema ziadne stupne vol’nosti.

Podmienky su : h(0)+ h(1)=+/2 h(O)2 + h(l)2 =1
Riesemim je: h(n)= {\/5/2,\/5/2}

- radu R — dlzka h(n) je 2R + 2, ma R stupnov vol’nosti

Parametrizaciou ziskane riesenia maju zarucenu iba minimalnu regularitu. Vhodnou vol’bou
parametrov vsak mozeme dosiahnut’zlepsenie vlastnosti, pripadne ekvivalenciu (pri danej
dizke h(n)) s I’'ubovol’nym inym ortogonalnym waveletovym systemom.

Spektralna faktorizacia

Metody navrhu waveletov s K nulovymi momentmi vyuzivaju koncept K-regularnych filtrov.
Metoda na vypocet koeficientov mierky, ktore generuju ortogonalne waveletove systemy s K
nulovymi momentmi waveletov.

Nech H(Q2), DTFT postupnosti h(n) s dlzkou NmaKnulv Q=rn ajev tvare:

i
H(Q)= x/§£1+2e JL(Q) potom H(L) splna podmienku ‘L(Q)(Z +|H (Q+ 72')2 =2

vtedy a len vtedy, ak: ‘L(QXZ = Q(Sin 2(Q/Z))
Ak Sinz(Q/2)=—12+1—EZ_l
4 2 4
potom musime najst ‘L(Z){Z =Q(z)
Riesenie vzt’ahu nie je jednoznacne. L(z) ziskame tzv. spektralnou faktorizaciou
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B spline wavelety =co je {0, na o {0 je dobre 2, skripta str. 45

Spline funkcie su po ¢astiach polynomicke funkcie daného stupna s plynulym prechodom

medzi jednotlivymi ¢astami. B-Spline funkcie (DSm (t) stupfia M sU tvorene M-nasobnou
konvoluciou ,, Box “ funkcie:

B(1)=1p {nie”

inde
B-spline funkcie st funkciami mierky pre B-spline wavelety
Pomocou B-spline funkcii mézeme tvorit’ iba semiortogonalne, resp. biortogonalne
waveletove systemy.

Semiortogonalne wavelety tvoria neortogonalne bazy Wm, pre ktore plati:
Vm L Wm Vm=Vm+l @Wm+1
Pricom pre biortogonalne plati

Vm:\7m Wm:VVm
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Autokorelacia a spektralna faktorizacia
Co plati pre nuly (realnej) autokorelacnej funkcie zo sekvencie h(n)?, skripta str. 50

- * je konjugacia
o ak z je nula P(z) potom nula je aj 1/z*
e nuly sa vyskytuju v dvojiciach {z,1/z*}
e ak h(n) je redlne a H(z) ma nulu v z, potom nuly su aj v z*, 1/z, a 1/z*,

- Predpokladajme, Ze pre dane P(z) hfadame vyhovujlce H(z). Také H(z) nazyvame spektralny faktor
P(z) a metodu jeho ziskania spektrélnou faktorizaciou. Spektralne faktory nie s jednozna¢ne urcené a
ziskame ich priradenim vzdy iba jednej nuly z dvojic nul.

Mozné vysledné H(z) maju rovnaku magnitddovu charakteristiku, lisia sa iba vo fazovej
charakteristike. Ddlezité je rieSenie s minimalnou fazou, kde pri vytvarani H(z) pouzijeme iba nuly v
a na jednotkovej kruznici.

- skriptd str. 68

Predpokladajme vseobecné riesente spekiralne] faktortzacle P(z) v tvare:

Pizy=H(z)H(z) (3.61)

Nuloveé body P(z) oznacme z;.. Potom platia nasledovné pravidla pre vytvaranie spekiralnych fakto-
rov [14]:

1. aby H(z)a H{z) bolt prenosove funkete realnych filtrov musime = a 2 pouzit' v paroch
2. aby H{z)a H(z) boli prenosove funkcte filtrov s linedrnou jazou musime z; a 1/, pouzit’v paroch
3. Aby H{z)a H{z) mohll tvorit’ ortogonalne wavelety, musime zp a 1/zp pouzit’ oddelene.

Vidime, Ze pravidla 2 a 3 sa navzajom vylucuji, ckrem jedineho prientlku:

Symetricky ortogondalny KIO filter s prenosovou fundccion H (z), méze mat maximdalne 2 nenulove
koeficienty, pricom plati:

Hiz)= (1+2) /\.«’E N je nepérne (3.62)

Veta 2.4 Nech H(0!), DTFT postupnosti hin) s dZkou N ma K ntl v = 7 aje v tvare;

i K
H(ﬂ):\,—"’ﬁ(“r: ) L) . (2.38)

Potom H (1) splria podmienku H (0)]* + |H (2 +7)|* = 2 vtedy a len vtedy. ak

L @) = @ (sin® (©/2)) , (2.39)
kde
el 5 (S R O
QM%=E:( ' )y +y R(1/2—y) (2.40)
k=0

a R(y) Je antisymetricky polynom taky, Ze Q@ (y) = 0 prey = {0, 1).

L
1 .

oy

11
sin?(/2) ~ "1 73
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Tym sa dostavame k tazisku metody a to je, ako najst’ L{z) prl danom @{z), ak plati:

IL(z)]* = Q(z). (2.42)

T. J. Pi£2) je redlna nezdpornd funkcia. Vyjadrenim v z-rovine dostaneme:
P(z)=H, (z-l) H(z), (2.45)

kde dolny index + znamend konjugaciu Koeficlentov, nie cele] funkele. Zo vztahu (2.45)
vidime, ze ak z; je nula P(z), potom nula je aj 1/z3, t. J. nuly sa vyskytut iba v dvoi-
iclach:

{2, 1/25}. (2.46)

Naviac, ak h(n) e realne a H(z) ma nulu v z,, potom nuly st a] v 27, 1/z;. 1/zf. Pre
zZobrazenie uvedenych zavislosti v z-rovine pozil obr. 2.10.

Predpokladajme, Ze pre dané P(z) hladame vyhovujuce H(z). Také H(z) nazyvame
spektralny faktor P(:) a metddu jeho ziskanla spektrdlnou faktorizdaciou [21],
[22]. Spektralne faktory nie s0 jednoznaéne uréené a ziskame ich priradenim vidy iba
jedne] nuly z dvojic nal (2.46) do H(z). Prepidme P (z) do tvaru [21]:

P =a T1((1-0e™) (- 4,9) 1j(( A (o)), @4n)

kde N, Je pocet parov nul na jednotkove] kruznici (plati |z,,| = 1) a Ny je polet pé-
rov nul mimo jednotkove] kruznice (pouzivame |z5,| < 1). Do H{z) priradime po jedne]
nule z kazdéeho z uvedenych parov. Mozné vysledng H(z) maju rovnakn magnitadovi
charakteristiku, lisla sa iba vo fazove] charakteristike. Déolezité je rieSenie s minimal-

nou fazou [7]. kde prl vytvarani H(z) pouZijeme iba nuly v a na jednotkove] kruZnici.
Potom:

N

(z) = V& H( —2a,27") ﬁ (1-2,271). (2.48)

k=1

Aby koeficlenty h{n) boll redlne, musia sa vybrané nuly vyskytovat' v komplexne
zdruzenych paroch. Tato podmienka je pri néavrhu ortogonalnych waveletovych systé-
mov zahrnuta vo vete 2.4, t. |. v tvare vstupného polynomu na faktorizaciu.

Doporuc¢ujem pozriet’ si rieSeny priklad 2.1 zo skript str. 51 alebo z cvik!!!

Pri navrhu biortogenalnych spline(CDF} waveletov faktorizujeme P(z) tak, aby jeden faktor obsaho-
val tba nuly v 2 = —1 a nic iné, t.]. aby bol maximalne K-regularny:

N Mz
1 1+ z
H(z)=Hs, (2) =V z( = ) (%) (3.63)

M{2+1
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DWT v maticovom tvare.

1
C"m—l

C:'n+1 o Hlll 0 R T 1T
( Dm—l )— ( Glll )C-'m C-‘m o { Hnl. C"m Dm+1

Jde Cy, resp. Dy, sa stipeove vektory (matice) :

C:m = (Cm {r[]:' R . "r.*n"rm l:':'T

Do = (don (0) i (1)1 s iy (N — 1))7

N
h(O) R(1) hR(2) ... ... ... ... hi=1)
H, - h[‘—l) hFD]I h{l) hFQ) No, (1.78)
hEQ} h{:—l] h:‘n) hEl‘,l
2Nm
g g(1) g2 .. e e og(=1)
G- ‘ g{._lj g{:D) gFl} QIEQ} N (1.79)
962) g[;lj g{‘lil) gEl]

Rozmery matic st: 2Ny, stipcov a Np, riadkov, kde  m = 27™No  No je dizka vstupného
signalu co(n).

Obr. 1.18: Rozklad signalu dizky L = 16 prt DWT a strukiara vyslednéeho spekira

Vysledna reprezentacia U=log(N)=4
(spektrum) - = ~
e | €= V,[em) | 43
¥, [ty < w, [ ] ¢ || Y| 1
W, [din) | € W, [dy(m) v,
o= | c(n)
W, [di(n) < W, |din) v
< | o) >N=16
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Crg1 Hun T T Cooit
( Dm+1 ) ( Grr1+1 ) Cm Cm ( H1n+1 G1n+1 ) Dm+1 . (1?4]

kde C,, resp. D,,, su stlpcové vektory (matice) :

Cn (em (0),em (1), ..., cm (-Nm - ]-:':'T ; (1.75)
Do = (o (0) i (1) oo d (N = 17 (1.76)

velkost' vektorov je:
N = 27" Ny (1.77)
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Co robit’ pri DWT na Kraji signalu:
prehl'ad metod, skripté str. 76
periodické rozsirenie signalu:

e zachovava ortogonalitu

e vnasa do signalu body ne spojitosti

e parna dizka signalu pri kazdom rozklade

symetrické rozsirenie signalu:

e ksignalu dizky N pridavame jeho zrkadlovy obraz a az tuto dvojicu nasledné
speriodifikujeme

e vstupny signal moZze mat’ Pubovolna dizku

e rozsirenim nevznikaju v signéle body nespojitosti ale iba v jeho prvej derivécii

e neredundantnd reprezentacia je mozna, iba ak si bazové funkcie symetrické
(biortogonélne systemy)

e Dbazové funkcie v spojitom aj diskrétnom pripade su na okraji signalu prelozene spat’ a
s¢itané sami zo sebou

doplnenie nulami

- Doplnenie signalu nulami na jeho okrajoch je najpriamociarej$im rieSenim problému
reprezentacie casovo ohrani¢eného signalu. Vnasa ale vyrazné diskontinuity na okrajoch
singlu.

Opatrenia: prestriedanie prvkov matice signalu, vynechanie prvého riadku. To je jednoduchy
pripad extrapolécie.

aké je to symetrické rozsirenie a pre¢o ho nemo6zeme pouzit’ pri ortogonalnych waveletoch
vid’ prehl'ad metdd — symetrické rozsirenie.

wavelety na intervale, preco, vlastnosti, sp6sob vypoctu, skripta str. 77
Problém: Ak mame diskrétny signal konec¢nej dlzky a chceme pocitat DWT (1.60, 1.61), tak
sa nam bude vel'kost reprezentacie postupne zvacsovat. Toto je neziaduce.

Existuje viacero pristupov K rieeniu problému:
e periodické rozsirenie signalu (str. 74)
e symetrické roz$irenie signalu (str. 75)
e doplnenie nulami a priama extrapolacia signalu (str. 76)
e okrajové filtre (str. 77)

Tieto sp6soby manipuléacie so signalom vedd k spojitym pripadom waveletovej analyzy na
nejakom intervale. T. j. okrem neovplyvnenych waveletov a funkcii v ,strede“ intervalu
mame okrajové funkcie, ktoré¢ nam riesia problém ohranicenosti analyzy v L2( R). Ak st pri
tom zachované povodné vlastnosti ako ortogonalia alebo regularita, hovorime o waveletoch
na intervaloch.

Spdsob vypoctu:

Vo forme vakej sa vyskytuju v ,strede“ intervalu ich moézeme najst kaskadovymi
algoritmami. Pri krajoch, kde st dilatacné rovnice vyrazne ovplyvnené, ich mdzeme
korektne ziskat’ pouzitim inverznej transformaécie zo spektra, kde bude prislusny spektralny
koeficient jednotkovy a ostatné nulové.
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Banky filtrov

u(n) x(n) y(n) x(n) y(n) v(n)
h(n) @— ’/'/F&\“ g(n)
fr £ /M fy M f;

T

a) b)

Obr. 3. 1 Schématicke oznacente operacti v SRT a) decimactia b) interpolacia
decimacia je proces redukele vezorkovace| frekvencie celociselnym faktorom M. Najprv je signal u(k)
frekvencne obmedzeny antialiasingovm! pripadne idealym DP filirom s hranicou prepustania
g =w/M a 11111)111!01'011 charakteristikou hin) a potom je podvzorkovang. Vysledok po decimactt
1e:

yim) = Z ho(Mr— ko (k) (3.3)

interpolacia je proces zvysenia taktovace] lrE‘k\TllE‘lE‘ stgnalu celociselnym faktorom M. Signal
x k) je najprv naduvzor kovanu a nasledne vyhladeny filtrom (napr. 1c1mlm’m DP s g =a/M1s
impulzovou charakteristikou gin) . V yslmiu}: signal po interpolactt je:

vin) =3 g(n— Mk (k) (3.4)
E

X4y X@)

=2 3Hdn In o
Y Neémdﬁec ubmzy Ne#iadlcs obrazy

WVaViiValbidhé ¢

UUZ:

Z() Fiis)) Qmmfnm?m
A7 7
x/2 o o 2 n

Obr. 3.4 Decimacia a interpolacia signalu pri M=2 ak signal X (1) je dostatotne a nedostatocne obme-
dzeny decimacnym filtrom. Pri nedostatocne obmedzenom signdle vznikne allasing, ktory nevieme bez
tluthlumm informacie eliminovat.

Vidime, Ze po decimacti a nasledne| interpolacii vieme bezehybne zrekonstruovat tba signal ktory bol
pred podvzorkovanim frekvencne ohraniceny po Qp = /M. Inac vzntka, ktory nevieme (ak nemame
k dispozicti dalsiu informaciu) odstranit. Cela situacia je zobrazena na Obr.3.4. Ako zrekonstruovat'
signal, ked nemame k dispozici ani idedlne filtre na jeho ohranitenie? Riesenim je Banka filtrov (BF).
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x#(1)

, T Xt
Vzorkovanic
spojittho signalu -
U SO U ofwe. ... L
x(n)
. [X£2)
4 VT, 1
Pud\'znrkovanicl_.-‘/ X W I T T
Fiza A - - =
o 0 M M 3M 0T o e 0
x'(n) .
L X

MT, T
) X

a I"ud\'zn1'km'aniel..ff - - * I

/ Faza B 0 M M M " 0 nh

¥(n)
1 [Y'(€2)]
MT, T
l"'\Nadvzurkuvamc ' X T
0 1 2 3 0 of 23 2 Q

Obr. 3.3, Vplyv podvzorkovania a nadvzorkovania s faktorom M = 4 vo frekvencénej ob-
lasti. Vidime, Ze ak by signal pred podvzorkovanim nebol frelkvenéne ocbmedzeny mini-
malne na 2., = 7/4 dochadzalo by K zlievaniu obrazov spekira signalu — aliasingu.
Hore je zobrazeny aj prechod zo spojitej do diskréinej oblasti pomocou vzorkovania.
Plati €2 = wT,.. kde T,. je vzorkovacia periada.

—

Banka filtrov (BF) je sustava, v Ktore| filtre, pouzité v operaclach decimacie a In-
terpolacie, umozinuju signal rozlozit (tzv. analgza) na subpdsma a spétne zloZit (tzv.

syntéza).
vstupny Fy2) @ j:' @ B Fi(2) vjfs_;tulznjf
signal ﬁ, 2) Q j @j F.(2) signal
X(2) ! E T )
z Fu@P(M— | —>(M-{F)

e

Sast’ analyzy

—)I(— Cast syniézy

|

Obr. 3.5. Vseobecna schéma M-pasmove| banky filtrov s kritickgm podvzorkovanim
(v kazdom péasme je pouzité podvzorkovanie faktorom M, t. |. celkovy pocet vzoriek

ostava stile rovnaky)

e Signal je rozdeleny filtrami pre analyzu F: na M d&asti (subpdsiem) a
nasledne podvzorkovany — analyza signdalu

e Signal zrekonstruujeme spitnym nadvzorkovanim tychto dvoch ¢asti.
interpolaciou filtrami pre syntézu £y nakoniec sé¢itanim — syntéza signdlu
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Aky signél a ako sa d& preniest’ pouzitim iba DP ¢asti banky filtrov bezstratovo? (o plati pre
signal, €o plati pre filtre, ...)

Interpolovat’ treba s DP charakterom, ak si mal DP aj pri rozklade (aby sa to vyhladilo).

Str. 57 dolu o aliasingu, str 60priklad jeho odstranenie

AK je vystupny signél identicky so vstupnym., potom hovorime, Ze BF mé vlastnost’
perfektnej (iplnej) rekonstrukceie. KedZe v BF pouZivané filtre nle su ldealne, vznika
pri analyze allasing. Ten je viak moZné v konecnom stcte pri syntéze eliminovat, ak

prenosove funkcle filtrov pre analyzu Fi.(z) a syntézu Fi(z) spliiaju 1sté podmienky
(pozrl dalsiu cast).

Akym sposobom sa allasing eliminuje? Zoberme si najjednoduchsi priklad, ktorym

Je Haarov wavelet (elementarny hrebefiovy filter). Na zaklade (1.54), (1.55) a (3.17)
méZeme v z-rovine pisat

[l |

H(zx)=H,, (:_1)=%{1+z) H[z}=Hm,.{z}=%E(l+:‘l) (3.19)
G (2) = Gy (z—l) = %{1 —z) G (2) = Cmr(2) = “Tg (1—z-1) . (3.20)

Zodpovedajuce prenosove charakteristilty sn znazornené na obr, 3.9. Pokisme sa teraz

zistit, aky bude prenos signalu X (1) sustavou v bode X (a). Oznacme F({1) = H(Q).Z
toho vwyplyva:

H(Q)=F* Q) G(r/2+8)=F(n/256 GC*n/2+6)=F(r/2=54). (3.21)
Potom plati (overte si, Ze to tak skutotne je):

Po 1. filtracii | po pod- a nadvzorkovani | po 2. filtracil
DP vetva | X (a)F(a) 1 X(a)Fla) + X (@) F*(b) | £F*(a) X (a)F(a) + X(a)F"(b)]
HP vetva | X(a)F*(h) | X (a)F*(b) +X{bjF'ia:|| 1F*(b) [X(a)F(a) + X (a)F*(b)]
Po koneénom scitani bude visledkom:
. N G e [ .
X(a) = X (a) 5 [F*(a)F(a) + F* () F(B)] +X(b) 5 [F*(@)F*(B) + F () F(b)] . (3.22)
prenosvslgnalu prenos guasingu

Prenos signalu bude jednotkovy, lebo plati |[F(a)* + |F(B)* = 2. pozri obr. 3.9. Aky je
prenos aliasingu lahko zistime jeho vyjadrenim v exponenciilnom tvare:

allasing = X(b)3 [|Fa|e—ﬂf~'e 2=8) 4 | Fyle—(m/240) |, |edlmi2=5) |pb|ef'iﬁ=’2—"1'] ~3.23)

1 . .
X(0)5 [|EalIFple™ + R Fle™] =0, (3.24)

t. j. dostall sme vysledok v stilade so vztahmi v tabulke 2.1. To, za akych podmienock
sa allasing eliminuje a banka filtrov dosahuje tplna rekonstrukclu je analyzované

v ¢astl 3.3.2. Najskor vsak objasnime pojem polpdasmouvy filter, ktory budeme pri
rieseni tychto podmienok potrebovat.

Z tohto vyplyva ze musia platit’ nasledovné vzorce:

e

H(z)=Ho(z) H(z)=+"'G(-2)=H (::_1)

G(2)=F2"3 Vg (—z‘l) G2 =" H(-2) =G (::—1)
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Rovnomerné delenie - prepocitat’ na 8 — miesto ... dat’ 4 malé sopky:

[F, (<D

|Fy. (€21
[F(€)] 1

[F.(Q) [Fa()]

F(Q)|
[Fua(ED1 [F,(€)]

1 1 | | >
/M 2t Q)
Dufam, ze dyadicka, prepocitat na 8 — teda po pi/8 sa musi zmestit 8 kopcekov:

G(Q)|, [H) AV, W, W, W,, W, W, W

1.3

| =
I

O

/2

iy
Obr. 4.12. M-pasmova DWT, schématické znazornenle casti

frekvenéneho spektra
zodpovedajace jednotlivim podpriestorom v AVR pre M = 4

Pre istotu v TF rovine:

a) dvadicke wavelety
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— Xz oy DP Yul2)
) ,H(z)—>(f:)—>” — e 4,
—  _ X¢. . HP -
;G(z)%@&é—)@—)ﬂ&j )

|<— Cast’ analyzy —>|Ffﬁ3f~5l}”?“é3y —>|

Obr. 3.7. Zakladna schéma dvo|pasmove| banky filtrov

AK je vystupny signal identicky so vstupnym, potom hovorime, Ze BF ma vlastnost’
perfektnej (iplnej) rekonstrukcie. KedZze v BF pouzivané filtre nie su idealne, venika
pri analyze aliasing. Ten je viak mozné v konetnom stcte pri syntéze ellminovat, ak

prenosové funkcle filtrov pre analyzu Fi(z) a syntézu Fi(z) spliiaja isté podmienky
(pozrl dalsiu cast).

Postacujtiice podmienky na tiplnu rekonstrukciu su:

1) eliminacia aliasingu R,(z)=0, ¥z

2) prenos je nanajvys oneskorenim R, (z)=2:7" /e Z

Polpasmovy filter je taky KIO filter s impulzovou charakteristikou p(n) a prenosovou
funkciou P(z), pre ktoré platia nasledovné podmienky:

s V z-Tovine

P(z) = F(z‘l) P(z)+P(-z)=2 (3.25)
e vo frelovencli
P (ejn) — P(E_jﬂ’) P (e?‘”) oy (eﬂ"ﬁmﬂ) =2 (3.26)
e V Case
p(n)=p(-n) pn)+(-1)"p(n)=26(n). (3.27)

Filtre v BF formuju polpasmovy filter z nasledovne:
Celkovy prenos signalu BF sa dé vyjadrit’ v tvare:

Ry(z)=H(2)H(2)+G(2)G(2) Ral(z)=H(—2)H(z)+G(-2)G(2). (3.34)
kde R, je celkovy prenos slstavou a R, aliasing.

Postacujuce podmienky na uplna rekonstrukciu su:
« allasing musi byt eliminovany

Ra(z) =0 (3.35)
« prenos je konstantny, pricom je povolené oneskorenie signalu
RByz)=2="" leZ. (3.36)
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Riesenim podmienky eliminacie allasingu (3.35) dostaneme rlesenle v tvare:
H(2)=1+e2™G(—2) G(2)=zez™H(-2), (3.37)
t. J. podmienky platia pre pary filtrov .do kriza®. Hladajme teraz riesenle podmienky

na prenos (3.36). Oznacme Py (z) = H(z)H(z) a pomocou riesenia (3.37) vyjadrime
podmienku (3.36) v zavislostl od Py (z):

Py (z) — Py (-2)(-1)™ =271, (3.38)

Normovanim (centrovanim) Py (z) pomocou P(z) = z'Py (z) dostavame vysledny tvar
podmienky na celkovy prenos sustavou:

P(z)+P(—z)(-1)™"+1 =2, (3.39)
kde ) )
P(z)=ZH(z)H(z) P(—2)=7G()G(z). (3.40)

Rovnica 3.39- filtre v BF formuju polpasmovy filter.

podmienka: R,(z)=0, kde

Ro(z2)=H(-2)H(2)+G(-2)G(2)

Ak je vystupny signdl identicky so vstupnym, BF mé vlastnost’ tplnej rekonStrukcie
(perfektnej). Analyzujme teraz blizsie za akych podmienok nam v dvojpasmovej BF dochadza
k uplnej rekonstrukcii. Predpokladajme, ze mame k dispozicii (realne neexistujice) idealne
DP a HP filtre. Filtraciami vzdy odstranime nepotrebnii polovicu spektra a pri pod-
a nadvzorkovani sa spektrd akurat zaplnia, takZe nevznikaju Ziadne problémové situacie.
”Vicsinou” v8ak mame k dispozicii realne filtre, ktoré po podvzorkovani vytvaraja vaési ¢i
mensi aliasing. Po nadvzorkovani signdly v oboch vetvach zostanu zliate, t.j. drobna
deformacia signalu v oboch vetvach ostane aj po interpolatnom filtrovani. Ak ma mat BF
uplnt rekonstrukciu, tak pozadujeme, aby sa tieto deformacie pri kone¢nom stcte navzajom
eliminovali. Filtre musia vytvarat’ deformacie vhodnym sposobom, ktory eliminaciu zarucuje.

- poradie
h(n) ﬂ.. ...H h(n)
e \ > [A<p 2(m)

pnr"idm

zmena poradia + striedanie znamienok

Obr. 3.10. Priklad impulzovych charakteristik filtrov a ich vzajomnych zavislosti v or-
togondalne/ BF s nulovym oneskorenim. Bodkou su oznacené koeficlenty pri n = 0.
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i;[n] 2 [bc | striedanie [P [-q[ r[-s]t | h(n)

E[n] |p |q |l’ |5 |t | Znamienok E g[l‘l]

Obr. 3.11. Priklad impulzovych charakteristik filtrov a ich vzajomnych zavislosti v bio-
rtogondiinej BF.

ortogonélna: stadi poznat' 1 filter: H (z) - ostatné sa daju vypogitat’ z neho.
biortogonalna: treba 2 filtre: H(z), H(z) - ostatné sa daju vypocitat’ z nich.

Ma nulové oneskorenie av§ak obsahuje nekauzalne casti - filtre pre analyzu a syntézu v oboch
vetvach majii impulzové charakteristiky ¢asovo obratené. Oneskorenim nekauzalnych filtrov
(vynasobenim ¢lenom z ®)dostaneme kauzalnu BF s oneskorenim 2*I-1

Filtre pre analyzu su ortogonalne navzajom a aj voci svojim parnym posunom.

Ak sustavu zaéneme navrhovat’ od syntézy, t.j. H(z)=Ho(z), vysledkom je zdmena
analyzacnej a Syntetiza¢nej Casti BF, t.j. vo vztahoch na vypocet filtrov sa iba zmeni
oznacenie dudlnosti.

- e 5 1] < poradie > 5 o

h(n) e | SRSk h(n)

i . Pl .

g(n) d [-c|b |-a| __y Fa(bfc|d g(n)
poradie

zmena poradia + striedanie znamienok

Priklad impulzovych charakteristik filtrov v ortogonalnej FB s nulovym
oneskorenim. Bodkou sii oznacené koeficieny v n=0.

Aké st vzajomné vzt'ahy medzi filtrami v ortogonalnej banke filtrov ? (nakreslite obrazok).

Preco su filtre H (z) = H (:7Y), @ (z) = G ('), na rozdiel od QMF filtrov, navzajom
tasovo ototené? Je to potrebneé, lebo inac by filtre v DP a HP vetve netvorill polpasmove
filtre (p(n) by nebolo symetricke) a Gplna rekonstrukcla by sa nedala doslahnut.

H(2)=Ho(2) H(2)=+2"1G(—2)=H (:7")

é{z) =~ @-Dg (—z‘l) G(z) = 21 (—2) = G (z‘l)
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- pomdu,
h(n) afbledjs—> ‘ [d]c[b]a] 4\. h(n)
O S T PR / atm)

~— zmena poradia + striedanie znamienok

pore ldli,

Obr. 3.10. Priklad impulzovych charakteristik filtrov a ich vzajomnych zavislosti v or-
togonalnej BF s nulovym oneskorenim. Bodkou st oznaceneé Kkoeficienty pri n = 0.

vzorce na str. 65, 62 63, biorotogonalita:str, 63 biortogonalne riesenie.

Matice H,G st decimaéné a maju rozmery N x N/2. H,G interpolaéné matice s rozmermi N/2
X N.

Pre dvojpasmova banku filtrov podla obr. 3.7 sme analyzu a syntézu v banke filtrov
popisall vztahmi (3.15), (3.16). Cely postup méZeme prepisat’ v maticovom tvare ako
transformiciu, analogicky maticovému tvaru DWT v ¢astl (1.7):

X=T, 7=T.X, (3.48)

kde #, X, 7 su stlpcovée vektory vstupného, transformovaného, vystupného signalu
a T, T. s0 transformaéné matlce pre analyzu. resp. pre syntézu. Predpokladajme
koneénu dlizku vstupného signalu a kruhovia konvolaciu v BF. Potom 7, X, ¥,7,,7.

méZeme vyjadrit' v tvare:

= (z(0),z(1),...,z(N-1)F (3.49)
X =(e(0),e(l),...,e(N/2-1),d(0),d(1),...,d(N/2—1)7 (3.50)

(h(0) h(-1) ... ... ... k(1) \
R(1) R(O) R(-1) ... ...

)= R R(D) R(-1) (3.51)
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([ hoy P o i i)
h(l) R(=1) ... g(l) g(-1)
T.=(H G )= R (0) : 90 (3.52)
R(l) ... h{-1) 1 ... g(-1)
h(0) : : coglo)
\ hi(—1) : ... h(1) g(-1) .ogln)

Pri aiplne| rekonstrukell bez oneskorenia plati @ = X . Potom plati:

TyTs =1y =T,Ts.

Blortogonalne rieSenie umoznuje navrh dvojpasmovych bank filtrov s KIO filtrami s
linearnou fazou a roznymi dlzkami impulzove] charakteristiky filtrov pri analyze a

syntéze. Toto riesenie je limitované .iba* tym, aby filtre spifiall podmienku eliminécie
allasingu (3.37), ktora je zvytajne v tvare:

H(z)=z"G(-z2) G(z)=—-z2"H (-2 (3.45)
a podmienku konstanitného prenosu formulovant vztahmi (3.39), (3.40):
P(z)+ P(=z) (- =2,

kde ] ]
P(z)=2H(z)H(z) P(—2)=:C()CG(z).

Cize biortogonalne rieSenie znamena moznost’ navrhu BF.
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BanKky filtrov, Cast’ 2

, Str.66
Podmienky na Gplna rekonstrukciu v ortogonalnom rieseni banky filtrov st zahrnuté v
Tab.1.2. Analogicky mdzeme konStatovat’ Ze biortogonalne rieSenie banky filtrov vyhovuje
podmienkam v ¢asti 1.9. Uvedomme si, Ze na to, aby dvojpasmové banky filtrov mohli
pocitat WR a DWT musia mat’ oba filtre v DP vetve aspon jednou nulu pri Q = 7t a naopak
oba filtre v HP vetve jednu nulu pri Q = 0. Tato podmienka je nutna, jej postacujucost’ je
v8ak na hranici. To rychlo zistime pri vypo¢te WR a DWT. Doteraz sme totiz uvazovali iba
rozklad na jednej urovni rozlisenia a pri vypocte WR a DWT potrebujeme opakovane
rozkladat’ koeficienty v DP Casti.

c{n)
cn) 7 @{ d{n) ]@ . ¢(n)
efm)=x(n)_h - ’ -
—[ Z im — g W
g H2) d,fn) M2+ g

Obr. 3.13: Prineip realizicle vipoétu diskrétne] (dyadicke]) waveletove] transformacte bankou filtrov.

Str 58. su to vztahy vyjadrujuce vztah medzi bankou filtrova DWT

Vztahy su sl podobné uz na prvy pohlad. Prl podrobnejSom porovnani zistime,
Ze analyza a syntéza v dvo]pasmove] banke filtrov Je ekvivalentnd jednému stupiu
rozkladu a rekonstrukell signalu pri WR a DWT, ak plati:

h [H:I = hmr {—1‘1}! h ':.ﬂ} = h’mr [n:' ['3 1?.]

g 'll.ﬂ]' = @mr {_ﬂ} q [?1':! = fmr 'I\ﬂ]' . [3 18.]
T. J. prl analyze je treba pouZit’ asovo obratené postupnostl dualnych dilatacnych
koeficlentov. Potom buda vztahy matematicky ekvivalentné. To ale znamena Ze pod-

mienky na uplnn rekonstruketu v banke filtrov formulované v kontexte €SS musila
mat’ svo] elvivalent, formulovany v podmienkach pre waveletové systémy.

Ak normouvany stcin prenasovgch _funkcti DP filtrov v dvgfpdsmouve]
BF tvorl prenosouvtl funkciu polpasmouvého filira a stdet m+ je
nepdrny, potan BF dosahuje tiplnt relkkonstrudeciis

P(2)+ P(—2)(-1)" "+ =2, (3.39)
kde )
P(z)=:'H(z)H(z) P(-2)=2CG(2)G(2). (3.40)
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Musi platit’ dana podmienka, a teda BF s tplnou rekonstrukciu je podmnozinou BF tvorenou
waveletmi, lebo obe st tvorene wavletmi ale nie vzdy sa da dosiahnut’ uplna rekonstrukcia,
musi byt splnend vysSie spominana podmienka.

Zmena reprezentacie signalu je zvacsa uskutoénena transformaciou.
Najbeziejsi sposobom rozkladu - diskrémna linedina transformdcia (DLT)
Najznamejsie prevedenia si:

e blokové transformdcie(BT) - pracuyju  so signdlom v davkach resp. po blokoch
neodstrafuji medziblokowi korelaciu a naviac vznika msivy "blokovy efekt"

e prelryvné ransformdcie(Lapped mrensforms)

» transformdcie pracujlice na principe viacureviiového rozliSenia signdlu.

Kazda DLT je ekvivalentna rozkladu v M-pasmove] BF, v ktorej éasovo reverzné impulzné odpovede
jednotlivych filtrov pre analyzu a syntézu odpovedaji jednotlivym bazovym vektorom DLT.

|M—p:]snmvj' rozklad signalu dizky L]
7

|M—p:]snmvé banky ﬁ]tmvl Hierarchické 2-pasmové FB

’—) (kaskadové zapojenie jednotlivich FB) <—‘

Oktavové delenie pasiem | | Nepravidelné delenie pasiem

GenLOT (M <L)
DWT WPT
LOT, GLBT (L=2M) | (M<lI+logl) M= L)

Implementacia Blokovvceh transformacii (BT) bankami filtrov

Rozdelme wvstupny signilu x(n) na neprekryvajice sa bloky {x,g.{}?)} velkostt M (b je ¢&islo bloku).
Transformaciu % (%) pomocou transformaénej matice F velkosti MxM na bloky X,(n) zapiseme v
maticovom tvare ako:

X, =F5%,
kde X =(x(0). x5 (1)..... x5 (M —IDT, X =(X,(0.X,(D).... X, (M -1))" . Riadkové vektory matice F

oznaéme f: f =Gr(0},i{l:l i fyM-1)) kde r=01..M -1 je &islo riadku . Transformicin méZeme
implementovat’ nasledovnou M-pasmovou bankou filtrov, kde si impulzové charakteristiky jednotlivych
filtrov éasovo otoéené riadky transformacne] matice:

X,(0)

Plati: E,(M-n} .

v, (n)=7,(M —1=n)*x(n)

X,(r)=y,(M(b-1)) x(n) F(M-n) [ : X,(r)

FOXM-1)

Eoim Qi
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Pri systémoch s roznym taktovanim je ¢asto vhodné reprezentovat’ filtre (ale aj signaly) ich

tzv. polyfazovymi komponentmi. Filter s prenosovou funkciou H(z) a impulzovou

charakteristikou h(n) mo6zeme rozlozit’ na M polyfazovych zloziek Hk(z) pomocou vzt'ahu:

H(z)= > h(k+Mn)=""  k=0,1,...,

n=—oo

Potom hovorime o polyfazovej reprezentécii H (z) pomocou jeho polyfazoych zloziek Hk(z).

prenosovil funkciu z nich mozeme spaine zlozit' pomocou:

M-1
H(z)— > = FHR (M),
k=0

H'(z") lll(z]—)@—) z a‘
L (a1 (o) LT B 0 oo 1

" H 0 H(z) Xz X (z
HZ z) H'(z) @ zZ (-:) CJ,M ()

Obr. b.1: Polyvfazova reprezenticia prenosove] funketleH (2 ): a) rozklad na M polyfazovyeh kemponentov
Hi(z) D) spiatné zlozente prenosove] lunkele odpovedajtcee vetahu(EQ: POLY: ZLOZENIE) o) ekvivalent (b),
avsak v tvare, ked vynikd jeho dualita s rozkladom d) Tvar polyfazového rozkladu, ak cheeme pouzit’

iha oneskorenia(porovnal s (a))

Polyfazove matice a komponenty — str. 94,95. schema asi str.96, a vzorce pod tym

Pri systémoch s réznym taktovanim je ¢asto vhodneé reprezentovat filtre (ale aj signaly)
ich tzv. polyfdzovgmi zloZlkcami. Filter s prenosovou funkclou H(z) a Impulzovou cha-
rakteristikou h(r) moZeme rozlozit na M polyfazovych zloziek H*(z) pomocou vztahu:

o0
H*(2)= Y h(k+Mn)z™,  k=0]1,.,M-1, (5.1)
N=—0o0

resp. prenosovi funkeiu z nich mézeme spétne zloZit' pomocou:

M-1
H(z)=Y " (::M). (5.2)

k=0
Potom hovorime o pelyfazovej reprezentacii H{:) pomocou je] polyfazovych zloziek

2).
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Skisme pomocou polyfazového rozkladu zapisat' M-pasmovi banku filtrov (obr. 3.5).
Kazdu vetvu v analyzacne] ¢astl mdZeme reprezentovat’ pomocou obr. 5.2a2. Pre sig-
nély v jednotlivich vetvach po filtracll (X, (z)). platt:

o0 LM ol LM M1 M
]fﬂ [Z':I J.F:_'ﬂ i ‘.F:-;:I I e {'-:::L x> 1
]fl [f':l Flﬂ z_i'lrf Fll z.i'l-vf . F]-.f_l z."lrf 2:-—1 )
: = . . . . : Xlz) =
P . L R — (M1
Yar_1(z) B, (EM) Fly (EM) R Y s (z_n,-,.r) 2 (M-1)
T N ]
= Fplz™)ZmX(z), (5.3)

kde F, |e polyfazova matica pre analyzu a FF(z) Je k-ta polyfazova zlozka r-teho
filtra pre analyzu. Tvar matice Zng vyplyva z reprezentécle na obr. 5.1d. Po decimacii,
moZeme slgnaly 15(z) na zaklade obr. 5.2a3 vyjadrit’ v jednotlivich vetvach pomocou
polyfazove] matice a polyfazovych zloZlek signalu X{z) takto:

Eal 1 I:l D 0w
Yo lz) a0 0 21 * .M 5.4
s TP lo o0 0 e ‘
Yu-1(z) e XM-1z)

Polyfazova matica pre syntézu F, ma rovnaky tvar ako F,, su v ne|] viak pouzité
polyfazove zlozky F, ;(z) filtrov pre syntézu. Celu banku filtrov mozeme pouzitim tohoto
pristupu prepisat’ do tvarov schématicky znazornenych na obr. 5.3. Z vlastnosti BF
vyplyva, Ze F, Je treba v syntéze pouzivat'v transponovanom tvare. Podmienku tplne|
rekonstrukcle potom moZeme formulovat v tvare:

Fpo(2)F) (2) =P(2)=1z' 1€ 2. (5.5)
Xi#)
7 im—;
2]
M= py
2]
c) ¢M—}

Matice st zlucené pomocou podl'a vzorca 5.2.

Podla vztahu 5.13 na str.97

Invertovanim vztahu pre analyzu dostaneme:

- -1
X(z)=2Z(z) (Fp(2)) Y(2). (5.13)
Teda sne vychddzali zo vztahu pre analyzu a ked’ si to odvodime pre syntézu dostaneme
transponovanu maticu.
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Vzorec pre analyzu:

Y(2) = (g‘[

(5)

= Fo(2)Z(z)X(2), (5.9)

L 4

Porovnanim vztahov (5.11] a (5. 13) zistime, Ze pre tplni rekonstrukelu bez oneskore-
nia X (z) = X (2), treba aby platilo:

(i‘p {z))_l =FL(2). (5.14)

Str.96. , veta 5.1
C(z) = He (2) Xe (2) + 27 Ho (2) X, (2)
A D(2) si urime pozriem a vidim® zo vzorca

Y (= H(2) X (2 : Xl 2 H, (2) X, (2
Y = (EH):( (2) [}E):(HE[}YEiH IHD?)YOEEE)z

G(2) X (2) )
Uplna rekonstrukia:

Porovnanim vztahov (5.11) a (5. 13) zlstime, Ze pre uplni rekonstrukciu bez oneskore-
nia X (z) = X (z). treba aby platilo:
. n—1
(Fp{z)) =Fl(z). (5.14)
Plati nasledovna veta [17]:

Veta 5.1 Pre kriticky vzorkovant Banku filtrov s KIO filirami e tplna rekonstrudcia
moZnd viedy a len vtedy, ked' det (f‘P{r)) Je mononom,

Co je unitarna a paraunitarna matica, + priklady matic

Defnicia 5.1 na str. 97, priklady

Definicia 5.1 Matica F(z) je unitarna, ak sajef inverznd matica rovnd transponovane]
konfugovaneg] maticl {rozsfrenie ortonormality). Paraunitarita znamend, Ze matica F(z)
Je unitdrna pre vsetky |z| = 1.

Potom platt:
Fy(z)=F, (=) (5.19)

V trivialnom pripade, ked plati F, () = I, Je realizovana tzv. leniva“ waveletova trans-
formécla, ktora signal iba rozdeli na parne a neparne zloZky.

Priklady: nieco podobne ako na str 96, konkrétne s ¢islami asi treba vymysliet’ a ni¢ ma teraz
nenapada®©
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B (o) ((He(®) Ho()

Ge(2) Go(2)

Fo= (B ol

Ge (z) Go(z)

Co jelenivé DWT, nakreslite jej BF

]
]

Trividlny pripad, ked F,( )=1 realizuje tzv. "lenivi" waveletovu transformaciu, ktord signal iba rozdeli
na parne a neparne zlozky.

S touto transformaciou sme sa uz stretli v ¢asti 5.1.1. Vstupny signal je pri nej iba
rozdeleny na parne a neparne zlozky, pricom charakter oboch zloziek signalu je rov-

naky. Rekonstrukeia je sice tplna, ale o nejakych vylepseniach v zmysle predikcie a
aktualizacie nemoze byt ani rec.

.. bp
S (Y
X(z) V27 T 12 Xiz)
__|B@|,, v EE
Ll —>_j¢2f;—> ELR —2{"?2/\% z —

Obr. 5.4. Polylazova reprezentiacia dvojpasmovej banky filtrov

. . ~ Ol 7
t.J. na uplnu rekonstrukein bez oneskorenia X(Z } =X(z ] treba: (Fp (: )]_ = Fp {—) .
Potom napr. pri dEt{F_:r{E )J =1 (determinant musi byt mononom. napr. 1 ) plati:
Ortogonalne riesenie FB dostaneme ak je matica fp (2) paraunitdrna, t.j:

[, =FI(:7),

Pozn.: matica je unitdrana, ak jej inverzn matica je rovnd transponovane] konjugovane] matici(rozéirenie
ortonormality). Paraunitarita znamend, ze matica H(z) je unitarna pre vietky |Z| =1

Potom plati
Fp{:z}z f-_n (—7_1)

V trivialnom pripade, ked plati F, (z) = L je realizovana tzv. leniva“ waveletova trans-
formacia, ktora signal iba rozdeli na parne a neparne zlozky.
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Komplementarne filtre

Filtre H(z) a Glz) nazyvame komplementdrne ak pri ich pouziti v analyzacnej resp. syntetizacnej casti
FB je mozné dosiahnut’ #plnit rekonstrukciu.
Vetal: Ked si komplementarne H(z) a G(z), potom sit komplementémne aj H(z) a G(z).

Veta2: K danému kauzalnemu FIR filtru (-) existuje komplementarny filter G(z) vtedy a len vtedy. ak
polyfazove komponenty #(z) su nesudelitelne.

Dékaz2: Nutna a postacujuica podmienka na tplni rekonstrukeiu FB je aby determinant ich polyfazovej
matice F,(z) bol mononém. Nesudelitelnost H,(z)a H,(z) je nutna. inac by sa ich spolocny faktor
vyskytoval v determinante. Postacujicost vyplyva s Euklidovho algoritmu:

Ak mame nestudelitel'ne polynémy arz) a b(z), potom a(z)p(z) +b(z)q(z)=c(z) ma jednoznacné
riesenie. Volbou e(z)=2" ziskané riesenie {p(z), q(z)} predstavuje polyfazoveé komponenty Glz).

—

Na prenosove funkcie filtrov sa mozeme pozerat ako na Laurentove polynomy [40].
Prenosova funkcia H(z) KIO filtra s impulzovou charakteristikou h(k) je Laurentov
polyném dany ako:

H(z)=Y h{k)z"F, (6.4)

kde k; a k. si najmensie, resp. najvacsie ¢isla, pre Ktoré h (k) # 0. Stupen L {H (2)}
Laurentovho polynému je potom definovany ako:

L{H (2)} =k — k. (6.5)

Mononoém je polynom v tvare »¥. Ako klasicky polynom ma sice stupen p, avsak ako
Laurentov polynom ma stupen L {27} = 0. Plati:

e Podiel dvoch Laurentovych polynomov existuje, avsak nie je jednoznac¢ny: T. j.
nech A(z) a B(2) st Laurentove polynémy, pricom L{A(z)} > L{B(z)}. Potom
vzdy existuje Q(z) (kvocient) stupna L{Q (2)} = L{A(z)}—L{B(z)} a R(z) (zvy50Kk)
stupna L {R(z)} < L{B(z)} taky, ze plati:

A(z)=B(2)Q(2)+ R(2), (6.6)

tj.:
Q(z)=A(2)/B(z) R(z)=A(2) mod B(z). (6.7)

e Laurentove polynomy A(z) a B(z) nazyvame nestdeliteIné ak NSD (A (2),B(z)) =
2P (t. j. NSD je mononom).
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RozSirenia waveletov:

Rozsirenie waveletov do viacerych rozmerov je tizko zviazané s Konceptom viacroz-
mernych bank filtrov [21]. Vo vieobecnostl moZeme viacrozmerné waveletove systémy
riesit bud priamym navrhom, alebo transformaciou z jednorozmerného (1D) pripadu.
Trividlne, separovatelné pripady viacrozmernych waveletov mazeme vy tvorit pomo-
cou tenzorového suéinu pouZitim 1D prototypov tymito sposobimi [8]:

¢ Standardny pripad — tenzorovym sucinom 1D bazovych funkell. Vysledna 2D
béza bude teda tvorena stcinmi ¢, , a ;. i,j,n € Z. Napr. prl potiatotne] trovni
rozlienlia 0 a pri U7 urovniach rozkladu bude vysledkom (7 + 1)* mnozin funkeli,
pomocou ktorych bude signal reprezentovany:

pun(z) * pun(y) Yin(T) % @1n(y) : r
R o b ) neZ, i,i=1...0. 4.8
P1n(2) X Yin(y) Winlz) = Yin(y) ’ .8
» Nestandardny pripad — tenzorovym suéinom analyz s viaciroviiovym rozlisenim
(AVR) [18]. V 2D pripade si potom bazove funkcle tvoreng zmenami mierky a
posunmi troch zakladnych waveletov vp(z, y), pu(x, y), ¥z, y) a funkcle mierky

ez, y):

wp(z,y) = plx)ely) Pp(z, y) = v(z)ely) 4.9)
wi(z,y) = @lx)v(y) Yz, y) = Piz)v(y). 4.10)

Prl standardnom rozklade najprv spravime tplna transtormaciu (t. j. vsetlky roz-
klady) v jednom smere (napr. v rladkoch) a nasledne tplnu transformaciu v druhom
smere (t. |. v stlpcoch).

Prl nestandardnom rozklade vykoname v jednom a nasledne aj druhom smere
iba jeden rozklad a potom tento postup opakujeme, ale iba v l'ave] horne] Stvrtine.
Priklad nestandardného rozkladu aplikovaného na obrazové data je znazorneny na
obr. 4.5. Prl praci s 2D signalmi sa ¢astejsle pouZiva nestandardny pripad, ktory ma
oprotl Standardnému viaceré vwwhody, ako napriklad rychle|3i vwpocet a efektivnejsiu
reprezentaciu,

Pri neseparovatelnych pripadoch viacrozmernych waveletov mozeme doslahnut'
visslu anizotroplu bazovich funkcli a tym aj lepsie zachytit’ lokalnu koncentraciu
energle v signali, pozrl obr. 4.6a. Cenou za neseparovatelnost systému je vy3si pocet
operacii pri transformacii. Transformacia sa obvykle riesi [41], [8] 2D filtraciou signalu
vzorkovaného pomocou neseparovatelne| vzorkovace] mriezky (v 2D pripade zvycéajne
tzv. Quincunx [17]). Prikladom neseparovatelnych filtrov vhodnych na 2D DWT su tzv.
Nevillove interpola¢neé filtre [41]. Priklady zdakladnych waveletov v separovatelnom a
neseparovatelnom systéme s znazornené na obr. 4.6a (Jednorozmerné ekvivalenty
dvoch z nich s1 znazornené na obr. 4.1). Akym spdsobom sa prejavi anizotropla v se-
parovatelnom systéme prl aproximacii obrazu je znézornené na obr. 4.6b.
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-l

DWT, neStandardny rozklad

Obr. 4.4. Standardny a nestandardny rozklad 2D signalu pomocou separovatelnej 2D
DWT — vysledné tvary spektier a spésoby ich vypoétu

Koncept M-pasmovych waveletov predstavuje zovSeobecnenle systéemov dyadickych
waveletov. V AVR pri dyadickych waveletoch bola dilatacna rovnica pre funkciu mierky
dana vztahom (1.51). Je| M-pasmovym zovieobecnenim Je vztah:

pt)=VM 3 hme(n)p(Mt—n) MecZ M>2. (4.13)

n=—0o0

Co plati pre h,,,.(n), ak baza tvorena pomocou takychto (t) Je ortonormalna? Oznacme
fome (1) = h (n). Analogicky ako pri vlastnostiach ortonormalnych DWT plati [23]:

Y hin) = VM (4.14)
n
ShiMn+m) = 1/VM H(2rl/M)=0 1=0,1,...,.M —1(4.15)
n
Y h(n+Mm)h(n) = §(m) S h(n)=1 (4.186)
13 (L]
|H (W) + |H (w+2x/M)* + ...+ |H(w+27 (M —1)/M)*= M. (4.17)

Aka je situdcla so zodpovedajocimi waveletmi? Nemame jeden zakladny wavelet, ale
M — 1 zakladnych waveletov yy, (t) :

-
u()=vM ¥ gm)e(Mt-n) k=0,1,....,M -1, (4.18)
N=—00

Comu na kazde| urovni rozlisenla zodpoveda M — 1 diferenénych priestorov W, T. |.
pre AVR platt:
Vi = Va1 & W11 E Wiz &0 & W1 (4.19)

Vietky zakladné wavelety st ortogonalne k funkell mierky. t. |. :

f@{t—ﬂ}uu’lk[t—m)=ﬂ S h(n)gp(n—ME)=0 k=01 M-1. (420
T
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Co sme ziskali zovseobecnenim dyadickych waveletov na M -pasmové ?
e Stupne volnosti — je vela réznych ortogonalnych waveletov k danej funkcii
mierky

¢ Casovo-frekvenénnu rovinu mozeme delit’ linearne aj logaritmicky (pripadne kom-
binaciou oboch)

M-adické wavelety dostaneme, alk pri M -pasmouvtjch waveletoch
zvolime M — 1 waveletov rovnalkyjch. Vznikne ¢éisto logaritmickeé
delenie TF roviny vo frelkvencii pri nagjhustejsom deleni v case.

o Cisto logaritmické delenie je ekvivalentné M-adickym waveletom, t.j. mame iba jeden
wavelet (M-1 waveletov je rovnakych) s hustejSou vzorkovacou mriezkou

a) dyadické wavelety b) M-pasmové wavelety ¢) M-pasmové wavelety
(max. delenie vo frekvencii) (identické wavelety) =

M-adicke wavelety

Obr. 4.13. Porovnanie delenia TF roviny pri dyadickych a §tvorpasmovych waveletoch:
a) dvadické wavelety b) Stvorpasmové wavelety (3 rézne wavelety zaberajuice svojimi
posunmi rozne rekvenéné pasma) ¢) Stvorpasmovée wavelety a ich specialny pripad
4-adickée wavelety — vsetky 3 wavelety st rovnakeé, ziskali sme najlepsie rozlisenie
Vv case.

Pre nas je z tohto dolezité iba pismeno ,,c*“, zvy$né som nechal iba pre porovnanie.

Co plati pre h,., (). ak baza tvorena pomocou takychto ¢(t) je ortonormalna? Ozna¢me
hme (1) = h(n). Analogicky ako pri vlastnostiach ortonormalnych DWT plati [23]:

Z Boin) v M (4.14)

Z h(Mn +m) 1/vM H(2xl/M)=10 [=0,1,...,M —-1(4.15)

Z Fin+ Mm)h(n) 4 (m) Z hin)® =1 (4.16)
|H (w)|* + |H (w+ 27 /M)|* + ...+ |H (w + 27 (M = 1) /M)|* = M. (4.17)
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Priklad rozdelenia subpésiem pre 4-pasmova DWT
G(Q)]. [HQ) AV, W, Wy W,

—||||—||—|
| ||||

W1,2 W]"_l

/8 /4 /2

b\(

Obr. 4.12. M-pasmova DWT, schématickeé znazornenie casti frekvenc¢ného spektra
zodpovedajuce jednotlivym podpriestorom v AVR pre M = 4

—

* Stupne volnosti — je vel'a roznych ortogonalnych waveletov k danej funkcii mierky

Casovo-frekvenénu rovinu moZeme delit’ linearne aj logaritmicky (mix oboch)
Cisto logaritmické delenie je ekvivalentné M-adickym waveletom, t.j. mame iba jeden
wavelet (M-1 waveletov je rovnakych) s hustejSou vzorkovacou mriezkou

I w,
: 1" L g, ‘M\{ 2M-1
::;w-«:::l

Obr. 4.11. Realizacia M -pasmovej DWT bankami filtrov (schématické znazornenie ana-
lyzacnej casti) pre M = 4

|(}(Q)|__ |H(g1}|l\ V.s “':3.1“':3.3“;3.3 “;l.l V";u “’Fu

/& m/4 /2

i
Cat
Q

T

Obr. 4.12. M-pasmova DWT, schématické znazornenie c¢asti frekvencéného spekira
zodpovedajuice jednotlivym podpriestorom v AVR pre M = 4
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F

MRA = AVR
Multiwavelety [36], [37], nazyvané aj R-wavelety su zovieobecnenim M-pasmovych
waveletov v tom zmysle, Ze sice mame v AVR jednu hierarchiu aproximacénych pod-

priestorov:
{0} ...CcVCcViCWCVaCVz... LAR), (4.21)

avsak bazy priestorov V,, su tvorené pomocou R funkeil mierky o (t):

{.ﬂ:,m_“ (t) =272, (27 ™t —n), n € z} E=0,...,R—1. (4.22)

€. (n)

80— Hm) 2T 2 T He) TN )
o é//—) I SR PGEEE \ N S \\\
I V4 - '( ) N ;
RI: d_ (n :
& w23 e é)
AN G(n) | : W) s s ile) .

l— dopredna transformacia —sk— spatnd transformécia —s|

Obr. 4.14. Princip vypoctu multiwaveletovej transformacie vektorovou bankou filtrov

Ako vypoéitame diskrétnu multiwaveletovd transformdaciu (MDWT)? Pomocou tzv.
vektorovych bank filtrov, pozri obr. 4.14. Pritom plati:

e signal spractivame paralelne v davkach o velkosti R

¢ pri inicializacii nemoézeme jednoducho zobrat' susedné vzorky signalu ako vstup

pre jednu davku (ako pri klasiclkych waveletoch). lebo nase ¢ (t) existuju v case
naraz, takze je potrebna predfiltracia zodpovedajiuca projekcii.

Ako priklad praktickej realizacie multiwaveletov si uved’me Geronimo-Hardin- Mas-
sopust (GHM) multiwavelety (pozri, obr. 4.15). Ich vlastnosti mézeme zhrnnt' takto:

e mnoziny {¢o(t—n), ..., ¢r—1(t—n)}, {to(t —n), ..., Yr_1(t—n)}. n € Z st or-
togonalne

¢ bazoveé unkcie st symetricke

+ funkcie mierky st schopné reprodukovat linearne funkcie.

Pri multiwwaveletovych radoch a diskrétnej multivvaveletovej
transformacii je mozné symetrické a zaroven ortogondlne riesenie.
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kde
H(n)=H{-n)G(n)= G(-n) . (4.28)
Pri rekonstrukeii plati:
Cp(n) = VEZ H (k) Ci (2k + n) + G (k) Dy, (2F + n)] . (4.29)
k
Iteracie:
avsak bazy priestorov Vy su vorene pomocou K Iunkcu mierky o (t):
{ermn (t) =27 2px (2™t —n) ,ne 2} k=0,...,R—1. (4.22)
Kedze V; C Vj . pre vektor funkcii mierky @ (¢) = [¢o (). ... , ¢r_1 ['t.)]T plati:

Kaskadovy algoritmus:

Kedze Vy €V . pre vektor funkcii mierky @ (¢) = [¢o (£). ..., ¢r-1 (t)]T plati:
O ()= V2Y H{n)® (2t —n) . (4.23)

kde H{(n) je postupnost stvorcovych matic rozmeru RxR. Z vlastnosti AVR vyplyva, Ze
existuje vektor zakladnych waveletov U (¢) = [¢o(t), ... . ¥r_1 (t):T, pre ktory plati:

V()= VZY G(n)d (2t —n), (4.24)

kde G(n) je postupnost’ stvorcovych matic rozmeru R x R,

e v klasickom pripade waveletov rozkladame v MRA iba sumaéné podpriestory Vm

e waveletové pakety rozklad zovSeobecniujl aj na diferen¢né priestory Wm

e su moznym roz$irenim vSetkych doteraz uvedenych typov waveletov
e umoziuju adaptivnu, podrobnejsiu a flexibilnejsiu analyzu signalov

Vypocet Waveletovej paketovej transformacie(WPT) — v MRA je dovolené delit’ aj
diferen¢né popriestory, nielen sumacné.

Vznik& kompletny waveletovy paketovym strom. Reprezenticia kompletnym stromom je
redundantna - staci pouzit’ iba vhodnu: cast stromu.

-54 -



wrT[ ] | v, <

wrDWT[ | | Vi |’ 1 W, |
£ 3 F e 5
| Va | W, | | W, | | Was |
- - _ S} . Lo _ L .
I V, W, I | W 32 |\'}"" 33 | | wj,d | |w3,s | |\}“" 36 | |‘W 3.7 |
a)
; W,
| W, Vs Wl
v, " W, Wi
- - - “",tﬁw
v W Wi,
1 v, \t:
b)
W,
W, W,
W, ,
w,,
W,,
W,
‘\"r\l \"rg
c) WR.DWT WPT

Optimalizacia paketovej DWT — sposoby princip. o )
casovo-frekvencnej roviny, pozri obr. 4. 16b. WPT umoznuje adaptivne resp. optimali-
zovane delenie casovo-frekvencénej roviny a teda pouzitie iba istej, optimalizovanej casti
kompleiného waveletového paketového stromu na reprezentaciu signalu, pozri 4. 16c.
Vyber najvhodnejsej stromovej strukttiry je ekvivalentny s hladanim najlepsej bazy
[35]. Najbeznejsie kritérium pre vyber najlepsej reprezentacie signalu, formulované
pomocou tzv. nalkladovej funiccie A, je minimalizacia entropie reprezentacie signalu
(Wickerhauser, Coifman). Ak dizka signalu je N, potom pre o, pocet moznych WPT baz
plati:

a > 2N2 (4.31)
Ako teda vyberat najlepsiu bazu, ked ich je tak vela? Najjednoduchsie je rozhodovat’
sa priamo pocas rozkladov. T. j. pomocou nakladovej funkcie A sa rozhodujeme, ¢i
rozklad realizujeme alebo nie, podla toho, ¢i by naklady rozlozenim vzrastli alebo
klesli. Kritériom musi byt taka nakladova funkcia, ktorej aditivita sa rozkladom pri
DWT zachovava, napriklad Shannonova entropia £ [34]. Oznactme s(n) ako vstupny

signal, potom:
E{s)— - Z 8 [n.)2 log [u [?1)2] (4.32)

s konvenciou Olog(0) = 0. Kritérium teda je:

Alc suma Shannonovtjch entropii 2 subpasiem, Itoré vznikdli
rozdelenim povodného subpdsma, je mensia alko entropia povodného
subpdsma. je vijhodné rozdelenie uskutocnit.
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Aka je situacia s bazovymi funkciami pri WPT? Tym Ze rozkladame aj diferenéné
priestory, vznikaju bazové funkcie poskladane viacerymi spasobmi z waveletov a fun-
keii mierok, ktoré sa nazyvajn waveletové pakety. Oznatme ich w(t). Bazy priestorov
Wik ST potom tvorené posunmi wepq(t). Dalej stotoznime priestor V,, s priestorom
Wino. Uvedomme si, ze plati:

wWmo(t —n) = @m(t —n) Wm1(t—n) = vp(t—n). (4.33)

Waveletove pakely sa mozu od waveletov a funkeii mierky podstatne lisit. Situacia je
najvypuklejsia pri tplnom roziclade, pozri obr. 4.16d. Vidime, Ze vietky bazové un-
keie majnii nosié na celom intervale, ¢o je elkvivalentné tiplnej strate rozlisenia v éase
v TF rovine (analogicky ako je to pri DFT). Ak si vyjadrime pocet prechodov nulou pre
Haarove wpm i v zavislosti od &, dostaneme postupnost'0, 1,3,2,7,6,4,5 . Z po¢tu precho-
dov nulou moézeme usudit’ na polohu frekvenéného pasma, ktoré priblizne zodpoveda
posunom wy, ;. Vidime, ze pri uplnom rozklade vo WPT nie st frekvencné pasma zo-
radené vzostupne, t. j. v prirodzenom poradi. Ich poradie sa nazyva Palleyho a spat’
do prirodzeného poradia ich mézeme preusporiadat’ pomocou Grayovho kodu a rever-
ziou bitov. V pripade Haarovej WPT s tuplnym rozkladom dostavame transformaciu
elvivalentnii s Walshovou transformaciou v Palleyho poradi [6].

Na obr. 4.16d je znazorneny aj paket wy . Vidime, ze jeho znazornenie v TF rovine by
bolo mimo oblasti zobrazenej na obr. 4.16a a na obr. 4.16b. Je doleziteé si uvedomit’, ze
rastom indexu k, sa hybeme horizontalnym rezom v celom binarnom strome priestorov
Wink. Pri aktualnej polohe v reze teda mozeme mat’ predchodcov, ktorym zodpoveda
v TF rovine tiplne ina poloha.

Wi Wi I—l Wiz W3 Wi |_| Wis Wis Wiz
| 1 o o w
0
N=10 | 3 2 7 O 4 5 15

d)

Obr. 4.16. Princip delenia podpriestorov v AVR pri dyadickej waveletovej paketovej
transformacii: a) Umiestnenie podpriestorov v binarnom strome podpriestorov pri WR
resp. DWT a prikladu WPT b) Spoésob delenia TF roviny zodpovedajtice zobrazenej
¢asti binarneho stromu ¢) Reprezentacia priestorov v TF rovine pre WR a priklad WPT
z casti (a) d) priklad Haarovych waveletovych paketov a rast poétu N ich prechodov
nulon
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Lifting schéma

Lifting schéma umozije jednoducho zlepéit' $pecifické vlastnosti danej WT — odial’ nazov ., [ifiing*

Jednoducho opisuje zavislosti medzi parmi filtrov, ktoré zdiel'aju ten isty HP, resp. DP filter. Takto
mézeme zaéat z trividlneho pripadu "lenivého" waveletu a postupne vybudovat par filtrov s
pozadovanymi vlastnostami, t.j. postupujeme podl'a tzv. Lifting schémy

Umoznuje efektivne realizovat klasické WT s nasledovnymi vyhodama:
o urychlenie implementicie WT (napr. v 1D pripade az dvojnasobne)
o moznost vykonat vypoéty bez pouzitia pridavnej pamite (t.J. "in-place”)
o jednoduchy dizajn vlastnych WT (naviac so zaruéenej invertovatelnost'ou)

Umoznuje jednoducho rozéirovat’ klasicka WT, zaujimavé su napr.
o konstrukeia nelinedrnych WT (napr. adaptivnych, celoéiselnych)
o pouzitie WT pre nerovnomerne navzorkované signaly
o konstrukeia WT na intervaloch, krivkach, povrchoch

Konstrukeia lifting schémy je zalozena na koncepte polyfazového rozkladu bank filtrowv:

o kazda FB, mézme rozlozit’ (faktorizovat jej filtre) na jednoducho invertovatel'ni postupnost krokov

o Tieto kroky tvoria v algoritme prie¢kovt &truktiru, ktort mézme interpretovat’ ako postupnost’
predikeii a akrualizdaeii dvoch mnozin v obraze az po ich vzajomnu dekorelaciu

Principidlne mézeme waveletovi transformaciu implementovant lifting schémou prekreslit’ podla

nasledovného obrazku. Su vyznaéené zakladné bloky lifting schémy: rozdelenie, predikcia a aktualizdcia:

andmL fl] (-11-]\

|<— Dopredny smer

™

|rl|

* neparne

bpatny smer —)I

\."|-|l L'n—]‘- )] ame
?ame P ® Predikcia
x(n) L x(n) o
—l R e R" I @ Aktualizdcia
| ’T R Rozdelenie
n] .

[J)

na pame a
nepame zlozky

o ciel'om predikeie je ziskanie éo najmenéich hodnot v HP ¢asti po dopredne; transformacii.

o aktualizaciou sa snazime zachovat’ v DP ¢asti ¢o najviac vlastnosti pdvodného obrazu, éo sa stava
dolezitym najmé pri rekurzii v DP ¢asti (aby bola predikeia aj nad’alej u¢inna)
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o Vlastnosti vyslednej transformécie si uréené vlastnostami a spdsobom aplikacie prediktorov

o Teoreticky mbézeme pouzit' l'ubovolné prediktory. Prieékova Struktira nim zaruéuje biortogonalitu a
tym aj uplnd rekonstrukeiu. Mézeme pouzit nelinedarne prediktory, napr. adaptivne alebo celociselné.
Celo¢iselné prediktory dostaneme napr. jednoduchym zackrihlenim hodnoty (nelinedrna operdcia).

Koncept prediktorov predstavuje silny vzt'ah medzi mansformacnym a predikmivinym
kodovanim, kde sa snazime predpovedat (aproximovat) signal a kodovat iba pripadnn
diferencia od origindlneho signalu

Lifting schéma takto principidlne umoznuje dvojaky pristup k dekorelacii dat:
a) pouzit transformaény princip (t.j. WT) a cely postup faktorizovat na kroky liftingu

b) b) vyuzit priamo predikény princip a snazit’ sa data dekorelovat’ priamo dizajnom ststavy

prediktorov pouzityeh v lifting schéme

Nech Al(z) a Giz) v FB st komplementarne, t.). dﬂt[?_., {:ﬂ= =7 Potom plati:

o kazdy novy FIR filter #""(z) resp. G™"(z) komplementarny k G(z) resp. H(z) mézeme
vyjadrit tzv. liftingom z pévodného filtra (det(F, (2)}=z"" sa zachova, lebo |4B|=|4||3] ) ako

H™"(z)=H(z)+ S{Ezﬁ(ﬂ G"™(z)=6(z)- 5(3_2 lH{Z}
f;m{:):{g 1‘ jFP FT(:):{_SEF_I) ?.]Fp

L i : )?(z)

X(z)
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1) Uvedomme si, Ze 15 e }L =G,(z)s(z), [5 2* JG(= ]J,, =G,(z)s(z)
~ (1 -1 sEh (1 oL V(1 SE)=
P(z)=Fl(z)F,(z)=F] F, = 3 F, f F
pFBEROE, T, s oo T
3) Uvedomme si. ze liftingom zmodifikujeme H (z } avéak pri rekonétrukeii to odpoveda

modifikacii G(z)

4) Uvedomme si, ze analyzu a syntézu mézeme zamenit' ked'ze su vzajomne inverzné.

e kazdy novy FIR filter 6™(z) resp. H™(z) komplementérny k H(z) resp. 6(z) mdzeme
vyjadrt tzv. dualnym liftingem z pévodného filtra ako

G ()=GE)+ TG H'™()=H(z)-T?)6()
' ) - 3 H_l-\
F;m{r’]_lr{l_,} ?Fp F,™ ()= ; T{f )Fp
. kde
S(z)=Ysln)  T(z)=>t(n)z™"

su prenosovymi funkeiami FIR filtrov a mézu byt interpretované ako prediktory.

Vidime, e determinanty F, a F; po liftingu resp. dualnom filtingu zostavaju konstantné.

Striedanim krokov liftingu a dualneho liftingu za¢inajic s "lenivym" waveletom, pre ktory plati
F.(z)=1 t.].
FA 5

moézeme postupne konstruovat’ wavelet s lep$imi a lepsin vlastnost'ami:

F,(z)
/7~y pame i o \_\ Ciz) dudlny
X "\112/' i) T+ 7 i ﬁy lifting
T (Z) S, r"z,l T (z) S,z lifting

Rozklad I N T &+ i \\\ Dz)
N a) 7 _)O neparne d ij[r()/

| F_.,(z)"—F,,,(z) r
e D)

b e i o m\E, e
seolng selne 4

Rekonstrukeia D(z) >~ 1 y- i ¥ -
b) i " @_’ ‘

Kazda polyfazova matica reprezentujiica FB s FIR filtrami a tplnou rekonstrukeiou méze byt
zapisana v tvare:

Analyza Rekonstrukeia
( Li.fl:inz
i VI sEY 1 o) (1 oY1 -s,=N(1VE o
(K0 . } m | -5, (z0\|(1/ ‘
FP'I_:_I'=[ ol 7y lze) 1) Fpl{:}=1—[{| ) I - %
1K i |\ -z o 1 Lo k)
| T
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Teoreticky mozeme pouzit [ubovolné prediktory. Prieckova struktira nam zaruéuje biortogonalitu a
tym aj Uplnd rekonstrukeiu. Moézeme pouzit nelinedrne prediktory, napr. adaptivne alebo celoéiselné.

DP Filter H (z) nazyvame interpolacny, ak je schopny interpolovat koeficienty prestriedané
nulami (najradée) ako polynoémy R-tého radu).
Ak je filter polpdasmovy tak je aj interpolaény:

Preco?
Lebo mterpoluje pame koeficienty z nepamych, resp. naopak (polpasmovy hlter ma v
mmpulzove) charakteristike okrem poéiatku parne koeficienty nulové)

Ako vypocitame koeficienty interpolaénych filtrov? -> T.z.v Nevillovym algoritmom.
Priklady Interpolaénych filtrov: Haarov wawvelet — konstantna interpolacia hin)={1.1}, CDF 2.2
— linedrna intarpolacia, h(n)={1/2, 1, 1/2}, 4-bodova schéma h(n) ={-1/16. 0, 9/16, 1. 9/16. 0, -
1/16}....

Ak je ich polyfazova reprezentacia? Ked'ze pre polpasmové filtre H.(z)=1, faktorizécia
liftingu sa da urobit’ v dvoch krokoch:

- ' &} 1 0 H
E(z)= 3 * | det =1 E Ii"m = 1 H,
- G, G, G, 1+GH,) \G, 1)0 1

D T
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Odstrafnovanie Sumu pomocou waveletov — princip.

Stanovy sa Treshold.
Deli sa na Soft a Hard.

Hard — tie koeficienty, ktoré¢ su pod Treshold, tie vynulujem, tie si uz nemusim pamétat’ =
KOMPRESIA

Soft — nad Treshold vyndsobym 1.
pod Treshold vynasobym postupne *0.9 *0.8 *0.7...

- Lepsie vysledky, nevznikaju také vyrazné prechodové javy

a mam k tomu ze "matlab"
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Kompresia obrazu pomocou waveletov

SPIHT [49] a JPEG 2000 [50]. Hierarchie s nevyznatnymi koeficlentmi sa nazyvaja
stromy nil [48]. Algoritmy vyuZivajuce hierarchicke zavislostl sa snazla stromy nul
vwwhladavat'a nasledne ich obchadzat’ pri kodovani (zakodovat' iba ich polohu).

Algoritmus SPIHT (Set Partitioning In Hierarchical Trees) z 1. 1996 [49] |e progresivny
koder umoznujaci stratova aj bezstratovi kompresiu. Pri stratove] pouziva blortogo-
nalnu DWT s FBI 9/7 filtrami a pri bezstratove| celotiselnt S+P DWT (pozri éast’5.2.5).
SPIHT je zaloZzeny na troch konceptoch:

1. ¢lastoéné zoradenie koeficlentov podla magnitidy s prenosom pozicéne| infor-
macle pomocou algoritmu na triedenie do mnozin (algoritmus je duplikovany
v dekodert)

2. postupny prenos zoradenych bitovych rovin

3. vyuZitie hierarchicke] struktary spektra DWT

DLHA VERZIA:
Ystpny archivacia RekonStruovany
signal c e signal
— 0 : 0 e
Dopredna _—_; A" - :; Spiitna
iyt . Obnovenie patna
—| ransformdcia | K»-antiz&uia-)* Kodovanie hﬂﬂck{mduvanicli d _::;_ﬁnk"" I [ran.!,iur?jaua —
(analyza) | 3 ¥ ¥l (syntéza)
M-I . M-1
zlozky i .
S skomprimované
signalu

diata

Obr. 4.7. Vieobecna schéma transformacéného kompresného/dekompresného po-
stupu

Dvojrozmerna waveletova transformacia sa da efelktivine vyuzit’ pri kompresii obrazu.
V lejlo oblasti je momentalne najuspesSnejsia a je standardizovana v kompresnom
postupe JPEG 2000. Vseobecna schéma kompresného postupu vyuzivajuceho trans-
formaciu je znazornena na obr. 4.8. Najprv je vykonana transformacia vstupneho
signalu (obrazu). aby sme ho mohli reprezentovat’ mnozinou jeho spektralnych koefi-
cientov, ktoré potom mozeme efekiivne kvantovat’ (L. j. mapovat’ do mensej mnoziny
diskrétnych symbolov, ¢o ma za nasledok stratu informacie). Ulohou transformacie je
predovietkym dekorelovat obraz (oddelit vyznamnn zlozku od nevyznamnej) a ulahéit
zohladnenie percepénych kritérii pri naslednej kvantizacii. Signal treba transformovat’
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tak, aby kvantizator mohol odstranit pokial mozno iba nepodstatnu resp. nadbytoénu
informaciu. Poslednym stuprnom transformaéného kodera je koder symbolov, ktory
vykonava reverzibilné mapovanie zdrojovych symbolov do vistupného pradu symbo-
lov resp. bitov, pri suéasnom minimalizovani bitovej naroénosti. Tento stupen sa snazi
odstranit’ zbytkové korelacie pritomné medzi zdrojovymi symbolmi. 2D DWT transfor-
maciu zvycajne interpretujeme ako rozklad na subpasma. Najdolezitejsie poziadavky
na filtre resp. banku filtrov, ktora implementuje dant transformaciu, moézeme potom
zhroat' [8]:

1. Maximalizacia kompalkcie energie — ked transformacia rozklada signal na M
subpasiem, ktoré maju disperzie o2, mozeme definovat’ zisk transformaéného
kédovania ako [17]:

_M2=0 Tj 4.11)

Gre udava pomer rekonstrukénych chyb pri PCM kodovacej schéme a aktualnom
transformacnom kddovani (TC) pri rovnakom objeme vystupnych dat. Vyssi zisk
kodovania podmienuje spravidla vyssia K-regularita filtrov.

2. Minimalizacia energie aliasingu — v BF st1 za normalnych okolnosti zarucéené
podmienky na eliminaciu aliasingu. Ak sa vsak pri syntéze nepouzijii vietky
subpasma, alebo v subpasmach je réozny kvantizacny sum, bude rekonstruovany
signal nadalej obsahovat’ neziaduce komponenty.

3. Dizka filirov a .efekt zvonenia® - dobré oddelenie subpasiem alebo vysoka re-
gularita vyzaduje dlhe filtre. Ich nevyhodou je, Zze siria kodovacie chyby, ¢o na
hranach v obraze sposobuje tzv. .efekt zvonenia® (dosledok striedania znamie-
nok v impulzovych charakteristikach filtrov). Hrany v obrazku reprezentujeme
jednotkovym skokom [21]. Potom je cielom minimalizovat rozdiel medzi jednot-
kovym skokom a odpovedou filtra na jednotkovy skok.

Pri kodovani obrazu treba relativne kratke a ,hladkeé” filire s uréitou regularitou
[8]. Ak v biortogonalnych systémoch nie je mozné dosiahnut regularitu pri analyze
aj synteze, je lepsie pouzit regularnu syntézu, ¢im zabranime tzv. ,Sachovnicovému®
efektu.

V ¢om spoéiva vynimocnost’ waveletovej transformacie? Oproti transformaciam
Fourierovského typu ma strukturovant bazu. Nasledkom toho umoznuje reprezen-
taciu signalu na roznych urovniach rozlisenia a postupny prenos tejlo informacie az
po zelanu kvalitu reprezentacie. Naviac existujn v 2D waveletovom spektre hierar-
chie koeficientov, kloré zodpovedaju priblizne rovnakej priestorovej oblasti v obraze,

SPIHT [49] a JPEG 2000 [50]. Hierarchie s nevyznatnymi koeficlentmi sa nazyvaja

stromy nil [48]. Algoritmy vyuZivajuce hierarchicke zavislostl sa snazla stromy nul
wwhladavat'a nasledne ich obchadzat’ pri kodovani (zakodovat' iba ich polohul.

Algoritmus SPIHT (Set Partitioning In Hierarchical Trees) z 1. 1996 [49] |e progresivny
koder umoznujaci stratova aj bezstratovi kompresiu. Pri stratove] pouziva blortogo-
nalnu DWT s FBI 9/7 filtrami a pri bezstratove] celo¢iselnt S+P DWT (pozri éast’5.2.5).
SPIHT je zaloZzeny na troch konceptoch:
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. Clastofné zoradenie koeficlentov podla magnitady s prenosom poziéne| infor-
macle pomocou algoritmu na triedenie do mnozin (algoritmus je duplikovany
v dekoderl)

. postupny prenos zoradenych bitovych rovin

. vyuzitle hierarchicke| struktiary spektra DWT
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Vysvetlenie k znaceniam:

Podl'a mna treba urcite doplnit’

NEPOTREBNE:

Relacie zmeny rozlisenia resp. dilatacné rovnice.

) =2 3 h,, (Me(2t-n)

N=—o0

V(O =23 g, (o2t -n)

Postupnosti hyr @ gmr charakterizuju vztahy medzi bazami na susednych urovniach rozlisenia
zzacnime uz zajtra vecer ato co mas tam ajjjja jfuja nazyvaju sa koeficienty pre zmenu
rozlisenia resp. dilatacné koeficienty.
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