2.4.2 Sustavy s linearnou fazovou charakteristikou

Nelinearna fazova charakteristika ma z hladiska dalsieho
spracovavania signalov rusSivy vplyv. Rozvoj spektra, ktoré takymto
sposobom ziskame, moze sposobit napr. nezrozumitelnost obrazového
signalu. Aj ked zabezpecenie linearity fazovej charakteristiky je v
analogovych sustavach v podstate nemozné, diskrétne sustavy nam v tomto
smere tieto moznosti ponukaju. Pri nerekurzivnych sustavach (FIR) mozeme
navrhnuat sustavy, ktoré v celom frekvencnom spektre maju dokonale
linearnu fazovu charakteristiku, pricom amplitudova, resp. magnitadova
charakteristika moze vykazovat rozne typy systémov.

Na zaklade poznatkov, ktoré sme ziskali v predchadzjucej kapitole
uvazujme, za akych podmienok rozlozenia nulovych bodov bude mat sustava
linearnu fazovu charakteristiku.

Vychadzajme z predpokladu jedného realneho nulového bodu zoy .
Prenosova funckia H(z) ma tvar:

H(z) = (1-zox-z ") = 272 (z% - ZOkz*%) (2.77)
a zodpovedajuce frekvencné charakteristiky
H(Q) = 7% (ej% - e_j%ZOk) (2.78)

z toho vidime, Ze linearnu fazovu frekvenénu charakteristiku dostaneme iba
v pripade, Ze 2zor= t1. Potom za predpokladu zo.=-1, frekvencné
charakteristiky maju tvar:

H(Q) = e722cos % (2.79)

resp. ak zox =1

HQ) =j.e?%2 sin% _ 8y sin% (2.80)
Kym amplitidova frekvenéna charakteristika v prvom pripade ma tvar

2-cos% , v druhom pripade je to 2.sin%. Priebehy amplitadovej a
odpovedajucej fazovej frekvencnej charakteristiky pre tvar (2.79) je na
obr.2.18 a pre tvar (2.80) je na obr.2.19.
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Obr.2.18 Priebeh amplitiidovej a fdzovej frekvencnej charakteristiky
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Obr.2.19 Priebeh amplitiidovej a fdzovej frekvencnej charakteristiky
Zor=1
Ak vztah (2.79) predstavuje prenosovu funkciu systému generujiiceho
impulzovu charakteristiku, potom tato za predpokladu zo.r= 1 nadobuda
hodnoty:

h(n) = {1, 1}
a v pripade, ze zor=-1, je:
h(n)= {1,-1}

Uvazujme dva realne nulové body. Prenosova funkcia urcena tymito
nulovymi bodmi ma tvar:



H(z) = (1-zoaz )1 -2zoez™) (2.89)
a po uprave
H(z) = z7Y(z— (Zok1 + Zko2) + Zok1 Zoie Z71) (2.90)
Frekvencné charakteristiky dostaneme po dosadeni z= ¢/
H(Q) = 7€ — (zoi1 + Zok2) + Zok1 Zoie €7) (2.91)
Kym prvy cCinitel e7? nevplyva na amplitidova charakteristiku, a

predstavuje linearnu fazovi charakteristiku, vyraz v zatvorke predstavuje
odchylku od linearity fazovej charakteristiky :

sin Q — Zok1 Zokesin Q

tanAg = cos Q —(Zok1 + Zoke) + Zok1 ZoiaCOS Q (2.92)
pre vsetky QO musi byt tato odchylka rovna O.

To je splnené pri podmienke

Zok1 = 75,5 = 20k (2.93)
Frekvencné charakteristiky st potom urcené vyrazom:

HQ) = e‘jQ(Z cosQ) — (zok + ZLOk)) (2.94)

Cinitel v zatvorke je v celom rozsahu cCisto realny a preto fazova
charakteristika ma linearny priebeh. Priebeh amplitaidovej a odpovedajucej
fazovej frekvencnej charakteristiky je na obr.2.20
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Obr.2.20 Priebeh amplitidovej a _fdzovej frekvencnej charakteristiky H(Q)
danej vztahom (2.94)



Tato sustava druhého radu generuje impulzovu charakteristiku

h(n) = |1,—(z0k+L),1}

VA

Podobné uvahy platia aj pre pripad, Ze zok(O.
Analogicky mozeme uvazovat dvojicu komplexne zdruzenych
nulovych bodov. Prenosova funkcia bude mat tvar:

H(z) = z‘l[z1 — |zokl(e/Vor + eFVor) + |ZOk|2Z_1] (2.95)
resp. tomu odpovedajuca frekvencna charakteristika

H(Q) = e[ &~ |zok|(e/Vok + e7¥or) + |zo1| €7 | (2.96)

Mozeme urobit uvahy podobné ako v predchadzajucom pripade a
dostaneme nulovu odchylku od linearnej fazovej charakteristiky vtedy a len
vtedy, ak komplexne zdruzené nulové body lezia na jednotkovej kruznici a
rov.(2.96) bude mat tvar:

H(Q) = e7?2(cos Q — cos yok) (2.97)
a odpovedajuce priebehy amplitudovej a fazovej frekvencnej charakteristiky

st1 na obr.2.21.

Impulzova charakteristika, ktora generuje zodpovedajuca prenosova
funkcia je:

h(n) = {1,-2coswyok, 1} (2.98)
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Obr.2.21 Priebeh amplitiidovej a fdzovej frekvencnej charakteristiky H(Q)
danej vztahom (2.97)



Rozsirime tieto tvahy na dve dvojice Iubovolnych komplexnych
nulovych bodov. Pre jednoduchsie pochopenie vyuzime poznatky, ktoré sme
odvodili pre vseobecné realne nulové body, t.j. uvazujme dvojice
komplexnych nulovych bodov:

YA . @Yok . @Yok
| Zok| Zord
(2.99)
| Zok| - € IVor |Z(1)k| . e~Jvork
potom prenosova funkcia ma tvar:
H@) = 1 -2 (Jzoxl + 5y ) -2 cos wor+
+Z_2(|20k|2+ Izllz +4COSWOk)— (2.100)
Ok
—2*3(|zo;c| + |Z(1)k| 2 cos ok + 2z
resp. tomu odpovedajuca frekvencna charakteristika
H(Q) = e92°[2 c0s2Q — 4 cosQ - cos \uok(lzokl + ﬁ) +
+ zowl? + |201k|2 +4 cos2y o]
(2.101)

Vyraz v zatvorke je v celom rozsahu Ccisto realny a fazova
charakteristika je dokonale linearna.

Priebehy amplitiidovej a fazovej frekvencnej charakteristiky st na
obr.2.22.

Impulzova charakteristika generovana touto sustavou nadobuda
hodnoty:

h(n)={1, —ZCOSWOk(|ZOk|+—1 ) | Zok| 2 + — 5 +4cos?yox,
|zOk| Zok
1
-2 cos (z +—),1
Vo | Okl |ZOk| }

(2.102)
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Obr.2.22 Amplitudovd a fdzovd frekvencnd charakteristika H(Q) dand
vztahom (2.101)

Ak zhrnieme nase poznatky, mozeme konsStatovat, Zze neexistuje ina
moznost rozlozenia nulovych bodov prenosovej funkcie, ktora by mala
linearnu fazovu charakteristiku, ako uvedené styri typy. Je len samozrejmé,
ze kombinaciou tychto zakladnych typov v su¢inovom tvare mozeme odvodit
prenosové funkcie, ktoré budi mat vyslednua fazova -charakteristiku
dokonale linearnu v celom frekvenénom rozsahu. Koeficienty prenosovej
funkcie su potom aj po roznasobeni ¢isto realne a budu vykazovat
sumernost, resp. antisumernost pretoze aj ciastkové funkcie st sumerné,
alebo antistimerné. Sumernost, resp. nesumernost jednotlivych koeficientov
je bud parna, alebo neparna. Ak teda prenosova funkcia ma tvar:

Hz) =as+a1z! + azz? +...+ay 1z NV (2.103)

potom sumernost, resp. symetrickost bude zabezpecena rovnostou
koeficientov

aop = An-1
a); = aAn-92 (2.104)
az = AN-3

a antisumernost, resp. antisymetrickost rovnostou koeficientov

ao = —Aan-1
a; = —dpn-2 (2.105)
az = —AN-3

Kym v prvom pripade hovorime o parnej, resp. neparnej symetrii podla
toho, ¢i N je parne, alebo neparne cislo , v druhom pripade hovorime o
antisymetrii parnej alebo neparnej.



Frekvencné charakteristiky prenosovej funkcie mozeme napisat v

tvare:
N-1 .
H(Q) = ;O an-eJm™ (2.106)
resp.
N-1
HQ) = X h(n)-e?™ (2.107)
n=0

a vzhladom na periodicitu frekvenc¢nych charakteristik s periédou 2xn
N-1 . .
HQ +2n) = 2 (h(n)-eJn?. eJ2m™m) (2.108)
n=0

K rovnakému poznatku sa mozeme dopracovat aj nasledujucou
uvahou.

Predpokladajme tuplne vSeobecne prenosova funkciu FIR systémov
vyjadrenu rov.(2.103). Jej frekvencné -charakteristiky st vyjadrené
rov.(2.106), resp.rov.(2.107) a su to vSeobecne komplexné vyrazy. Ak tieto
rovnice porovname s rov.(2.50), potom prenosova funkcia systému bude
mat linearnu fazovu frekvencnu charakteristiku iba za predpokladu, Ze bude
platit:

) = —tQ+A pre 0<Q<2n (2.109)

kde 1 a A su realne konstanty.
Fyzikalne t je skupinové oneskorenie, ktoré predstavuje oneskorenie
signalu cez systém a je definované:

. :_dggl) (2.110)

a ktoré je pre systémy s linearnou fazovou charakteristikou konstantné.
Potom frekvenc¢né charakteristiky prenosovej funkcie vyjadrené
rov.(2.50) mozeme napisat:

HQ) = A(Q) e 2.111)
a zrov.(2.107)
N-1 N-1
H(Q) = Y, h(n)cosnQ—j Y, h(n)sin nQ (2.112)
n= n=0

0

a z toho fazova charakteristika systému je:

—Nil h(n)sin nQ
1Q - A = arctan =2 (2.113)
;O h(n)cos nQ




Po uprave dostaneme:

N-1 N-1
sin(tQ+A) 2 h(n)cosnQ =—cos (tQ+A) X h(n)sinnQ (2.114)
n=0 n=0

resp.ak si rovnicu vyjadrime pomocou suctového vztahu:

Nf h(n)sin(Q(t-n)+A) =0 (2.115)
n=0

pricom je nutné si uvazit, ze rovnica musi platit pre vsetky Q.
Predpokladajme, ze A=0, h(n) su realne Ccisla, potom rieSenim
rov.(2.115) je

T = % (2.116)
a

h(n) = h(N-1-n) pre vSetky 0<n<N-1 (2.117a)
resp.

an = AN-1-n (2.117b)

Rov.(2.117) hovoria o tom, Ze prenosova funkcia systému bude mat
linearnu fazova frekvencnu charakteristiku len vtedy, ak jej impulzova
charakteristika bude sumerna (symetricka) a to pre N parne, alebo neparne.

Iné mozné rieSenie je, ak A = J_r%, potom:
N1
2
a
h(n) = —h(N-1-n) pre vsetky 0<n<N-1 (2.118a)
resp.
an = —AN-1-n (2.118b)

co znamena, ze impulzova charakteristika systému je antisumerna
(antisymetricka), samozrejme pre N parne, aj pre N neparne. VSetky Styri
typy impulzovych charakteristik systémov s linearnou fazovou frekvenc¢nou
charakteristikou su uvedené na obr.5.6.

Pozrime sa ako vyzera prenosova funkcia a impulzova
charakteristika v pripade, ze koeficienty st stimerné. Predpokladajme, ze N
je parne. Potom rov.(2.103) mozeme napisat do tvaru:

2 Eil ak-(z%’%z(%k)}} (2.119)



a odpovedajuca frekvencna charakteristika

31
HQ) = e72° ¥ 2-akcos (N_ 1_ k)Q (2.120)
k=0 2

V pripade, Ze N je neparne, rov.(2.103) bude mat tvar:

H(z) = z’% { % [ak (ZNTk+ z<¥k))}+a%} (2.121)
a frekvenc¢na charakteristika
o N;l ~
HQ) = eJ_Q{ $ [2 arcos(N=1 - kﬂ N aN_l} (2.129)
k=0 2 2

Ako vidime, vysledna amplitidova frekvencna charakteristika je
dana superpoziciou kosinusovych funkcii a fazova charakteristika je
dokonale linearna v celom frekvencnom spektre, pricom sklon priamky je

uréeny hodnotou (%) :

V pripade, Ze koeficienty s nesimerné a N je parne, prenosova
funkcia ma tvar

H(z) = zNTFZ ak(z(%k) —z(%k)ﬂ (2.123)
a frekvencna charakteristika
HQ) = /50 2>[g21 2. asin (% - k)Q} (2.124)
- k=0 ke 2 ’
Pre N neparne
H(z) = z~ NT{E ( ok Z<N71k))] (2.125)

a frekven¢éna charakteristika

2

Nlg

HQ) =e A% _5)[50 2. aisin (% - k) Q} (2.126)



Vysledna amplitidova frekvencna charakteristika je dana
superpoziciou sinusovych funkcii a fazova charakteristika je linearna. Ako
vidime zo vztahov (2.124) a (2.126), cela je posunuta o konstantu A= 7—5 Je
len samozrejmé, ze v pripade, ak N je neparne, linearita fazovej
charakteristiky je zabezpecena iba za prepokladu, ak axt je rovné 0.V
niektorych aplikaciach sustav tieto podmienky posobia rusivo a pri navrhu
musime v tychto hraniciach zvazovat ktora funkcia je pre ktoré sustavy
vyhodne pouzitelna. Tieto uvahy budu zrejmejsie v 5. kapitole, kde sa
vyuzivaju pri navrhu FIR filtrov.
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