1. Teoria pravdepodobnosti

1.1 zZé&kladné pojmy, symboly a ich interpretacia

Nahodny pokus— akakdvek ¢innog’, ktorej vysledok nie je predteny podmienkami, za
ktorych prebieha a ktora je neobmedzen&aket (aspd teoreticky) opakovatea za
rovnakych istych podmienok (napr. hadzanie kockyolny proces... )

Hodnota nahodného pokusu sa od jedného konarrighiéchu meni (zavisi od nahody).
Vysledkom ndhodného pokusu je nahodny jav.

Nahodny jav — je akékdvek tvrdenie o vysledku nahodného pokusu , o ktorooZno po
uskut@neni pokusu rozhodriji pri danej realizacii pokusu jéj nie je pravdive.

Oznaenie nahodnych javov: A, B, C,....

Ciel tedrie pravdepodobnosti

- zavies mieru p@etnosti vyskytu nahodnych javov a poskytmgravidla pre manipulaciu
s ndhodnymi javmi a s mieramidminosti ich vyskytu.

Naplhiou tedrie pravdepodobnosti je pravdepodobnostngdrahjav.

Elementarny nahodny jav (E) —jav, ktory saza danej situacie sa nerozklada na mensSie,
Ciastkové javy. Nemozno ho vyjadiko zjednotenie viacerych javov.

Diskrétny nahodny jav — pri realizacii ndhodného pokusu n&itom intervale nadobuda
kon¢eny teda spietny pa@et hodnot.

Spojity nahodny jav — pri realizacii nAhodného pokusu n&itam intervale nadobuda
nekonéne vé'a hodn6t.
Vzt’ahy a operacie medzi javmi

1. Jav A jepodmnozinou (cag’ou) javu B - ak pri kazdom pokuse, ak nastaneAav
nastane aj jav B. A B

2. Jav C jezjednotenimjavov A a B — je to jav, ktory sgiva vo vyskyte jedného z javov
A alebo B. C=A0B

3. Jav C jeprienikom javov AaB - jeto jav, ktory spioa v sdéasnom vyskate javov
A aB. C=AnB

4. Jav isty e jav, ktory nevyhnutne musi na&t®zna&uje sal.
Jav nemozny- je jav, ktory neméze nastaa Ziadnych okolnosti. Ozige saV.

5. JavA jeopafnym (protikladnym, komplementarnym) javom k javu A, jak A nastane
prave vtedy, ké& nenastane jav A.
Zjednotenie ogaych javov je javom istym a ich prienik je javormmaznym.
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6. Javy A, B su javynavzajom sa vyl&ujuce (nezli€itePnymi alebodisjuktnymi), ak ich
prienik je javom nemoznym. A B =V

7. Javy k&, E, ..., K tvoria Uplny subor javov, ak su vzajomne disjunkiné a ak ich
zjednotenim je jav isty
E.0E0..0E=U

E: B =

1.2 Definicie pravdepodobnosti
Pravdepodobnog’ javu - miera opakovatmosti vyskytu vysledkov ndhodného pokusu

Existuju tri pristupy definovania pravdepodobnaosthodného javu
» Kklasicky,
» Statisticky,
» axiomaticky.

1. Klasicky pristup

Vychéadza z toho, Ze mnoZzina elementarnych javambsahuje konmy paet elementarnych
javov B, E,, ..., B a Ze vSetky tieto elementarne javy su rovnako @ozn
Tieto elementarne javy su vysledkamiitého ndhodného pokusu.

pravdepodobnos’ nahodného javu A p(A) = m
n

n — pa@et vSetkych moznych vysledkov nahodného pokusu
m — pa@et priaznivych vysledkov

m, n  su determinované (nemenné)

2. Statisticky pristup

Ak ur¢ity ndhodny pokus mé Vké mnoZstvo vysledkov N. Z tohto mnoZstva mozé by
nahodne vybranych 1nny, ng ........ prvkov, medzi ktorymi sa mbze vyskytb\a a . as |
..... priaznivych, podiel

W(A) =% _jerelativna potetnos’ = odhad pravdepodobnosti daného javu
n,

Relativna poetnos sa tym viac pribliZzuje k pravdepodobnosti danéaij¢im viac sa
rozsah vyberun (rmn, m,....) priblizuje rozsahu N



3. Axiomaticky pristup

Pravdepodobnadge definovana vetami (axiomami)

* Pravdepodobn@shahodného javu A je nezdportiélo, nanajvys rovné nule :OP(A)< 1
» Pravdepodobnd@gavu nemozného jerovna0: P(V)=0

* Pravdepodobna@gavu istého jerovnal: P(U)=1

* Ak jav A je podmnozinou javu B (B B), potom P(Akx P(B)

« Ak jav A je javom opanym kjavu A, ktory ma pravdepodobmos(A), potom

pravdepodobna’s javu A sa vypdita nasledovne: P(A) = 1 — P(A) cize sket
pravdepodobnosti dvoch navzgjom épgh javov sarovnal: P(A)+PA) =1

1.3 Analytické metddy na vypo €et pravdepodobnosti zloZzenych javov

a) Pravidlo s¢itania pravdepodobnosti
(pravidlo pre vypoet pravdepodobnosti zjednotenia dvoch alebo wateavov)

Pravdepodobndszjednotenia dvoch javov sa rovn&slpravdepodobnosti tychto javov
zmensenému o pravdepodobnhe&asného vyskytu tychto javov

P(AO B) =P(A) + P(B) - P(AB) (plati pre javy, ktoré sa nevylyju)

Ak javy A, B —sU navzajom sa vydujuce javy, potom: P(Al B) =P(A) + P(B) ,
pretoze AB je javom nemoznym ateda P(B)=0

Pravidlo plati v uvedenych tvaroch aj pre n nalyotirjavov.

b) Pravidlo ndsobenia pravdepodobnosti
(pravidlo pre vypeet pravdepodobnosti prieniku 2 alebo viacerychoyav

Pre javy zavislé:
Pravdepodobnds prieniku dvoch javov sa rovna &du pravdepodobnosti jedného
z tychto javov a podmienenej pravdepodobnosti @rainého.

R(B) = P(A) . P(B/A),
alebo P(B) = P(B) . P(A/B),
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Pre nezavislé javy:
Pravdepodobnds prieniku dvoch nezavislych javov sa rovnécisl pravdepodobnosti
tychto javov.

P@B) = P(A). P(B)
Pravidlo plati aj pre n nezavislych javov.
Javy A, B su zavislé, ak: P(B/&A)P(B/A")

Javy A, B sU nezdvislé, ak plati:  P(B/A) = XB/= P(B)

c) Veta o Uplnej pravdepodobnosti

Predpokladajme, Ze jav A sa m6zZe ushkito len v kombinacii s niektorym z javow, B
B,, .... By, ktoré tvoria Uplny subor javov a teda su navzéga vylgdujlce.

M6zZu sa vyskytntl moznosti: AB; alebo AB,, AnBsg, ....... A B,
Pravdepodobnds Ze jav A sa uskutmil, sa vyp@ita ako pravdepodobnbzlozeného
javu: A=(AnBy) O (AnBy) O............ O P(AnBy), cize

P(A) = P(AB))OP(AnBy)O ...OP(ANB,) =
= P(B. P(AB) + P(B) . P(A/B)).....= Y P(B).P(AB)

d) Bayesova veta(veta o pravdepodobnosti hypotézy )
Nadvazuje na vetu o Uplnej pravdepodobjosti
Predpokladame, Ze jav A sa uskntb
Pravdepodobnds Ze jav A sa uskutmil prave v kombinacii s javom;B, sa vypgita

nasledovne:

P(B).P(A/B)
ZP(B).P(A/B)

P(B/A) =



2. Nahodné veli éiny

2.1 Charakteristika a Strukturalizacia nahodnych v eliéin

Nahodna veltina (NV) — je to nahodna premenna, ktora pri realizadiitého nahodného
pokusu méZe nadobudhidznuciselnt hodnotu v zavislosti od ndhody.
Nahodna vetiina je vysledok nahodného pokusu vyjadréisjom.

Hodnota nahodnej veltiny — jeciselna charakteristika realizovaného ndhodnéhosokye
jednozn&ne utena vysledkom.

Oznaenie nahodnych velin : vé’kymi pismenami z konca abecedy napr. X, Y, Z ...

X1, X2, .
nadobuda pri realizacii pokusu

Rozdelenie NV :

a) Poda patu poloZiek, ktorymi su vyjadrené:

NV jednorozmerné— su vyjadrené len jednysislom X,Y,Z, ... (Xx,Y, z, ...)
NV viacrozmerné — su vyjadrené viaceryrislami, predstavuja n-rozmerny vektor
X X1, X2, ... Xa ; Y Y1 Y2, .. Ya

Z viacrozmernych sa ngjstejSie sa vyskytuju dvojrozmerné NV
Dvojrozmerna NV Z = (xy;) je tvorena dvomi jednorozmernymi NV

b) Poda charakteru
NV diskrétne — mo6zu nadobudden koréeny (spéetny) p@et hodnot
( napr.g@ nepodarkov)
NV spojité - aj na malom intervale méZu nadobtideekonéne vé'a hodnot
(naprcity parameter, rozmer,...)



2.2 Statistické subory a ich spracovanie

Statistické subory (SS) sa vytvaraju pri roznytdtistickych skimaniach (empirické SS).
Mo6Zu sa skladazo Statistickych jednotiek najroznejSieho druha. 3tatistickych jednotkach
mozno skumavela réznych Statistickych znakov.

SSje subor, skladajici safednotiek, na ktorych sa daju sledovaaky X, Y, ....
Jednotlivé znaky, ktoré predstavuju ndhodné pregemadobudaju roziné hodnoty,

napr, znak X méze nadobdtahodnoty X, X, ... % Spocetnosaminy, ry, ...r, kde indexy
1,2, ...k ozn&uju jednotlivé hodnoty alebo intervaly hodnot.

napr. 1,2,4,0; 12,40, 12,41, 12,39, ...

Usporiadany rad hodnoét - idaje {iselné hodnoty) zoradené od najmensej po dgjua
X=Xmin, X2, X3, eevernnn Xn = Xmax

Rad rozdelenia pd&etnosti

jednotlivé hodnoty X N Xk
Ny N | Nk
absolutne ptetnosti
Relativne pdetnosti | p P2 ... Pk
Kumulované Ny Nt |..... n
pocetnosti
p, ="
''n

pi - relativna peetnog i-tej triedy, n- absolUtna pgetmog i-tej triedy,
Kk
n - celkovy pdet Udajov v Statistickom subore n= z n,

Absolutna potetnos’ = paset Statistickych jednotiek patriacich damych skupin - tried.

Relativna patetnos’ = podiel Statistickych jednotiek i-tej triedy nalkovom rozsahu Statist.
suboru.

Kumulovana pofetnog® = patet (resp. podiel) jednotiek SS, ktory méa hodnotakzn
mensiu nanajvys rovnu hodnote danej triedy.

Tato pa&etnos dostaneme, ak relativne alebo absolUtrepmsti pripditavame postupne od
prvej triedy az po poslednd: 1 n m.m M+ Np+N3 N1+ Mo N3 ...+ Nk



Grafické znazornenie SS

1. Histogram
2. Polygon
3. Kumulovana krivka

Histogram rozdelenia péetnosti je dpikovy diagram, v ktorom sa na os x nanasaju
jednotlivé intervaly tried a nsypabsolutne alebo relativnecptnosti.

Interval n
20-21| 5
2,1-22| 10 .
22-23| 15 0
23-24| 25 30 T
24-25| 40 20 B
25-26| 35 10+—— | =
26-2,7| 30 0
2,7 _ 2,8 20 212223242526272829 3 x
28-29| 15
29-30| 5
> 200

Polygonje spojnicovy diagram, ktory vznikne pospdjanimegenikov stredov intervalov
na osi x a relativnej (absolutne&dginosti na osiy.

50
40 N
/\
30 \.\:\
20 o
10 .//t’
0

212223242526272829 3 x

Kumulovana (kumulativna) krivka vznikne pospajanim priesgkov stredov intervalov na
osi x a kumulovanej getnosti na osi y.



250 q
200 H
150 A
100 A

50 A

O n T T T T T T T T T T 1
2122232425 26272829 3 x

—e— Komulativna krivka

Intervaloveé rozdelenie p&etnosti
- vznikne vytvorenim systému intervalov a rozdetedidajov do prislusnych intervalov
Sirka intervalov i

i — Xmax B ><min
1+3322logn

Variacne rozpatie: R=X . — X,

min
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2.3 Spbsoby popisania pravdepodobnostného spravani a sa ndhodnych veli ¢in

Pravdepodobné spravanie sa nahodnych véin mozno popis& dvomi sposobmi:

a) Distribuéna funkcia
- mozno poud#t pri diskrétnych aj pri spojitych NV

b) Zakon rozdelenia pravdepodobnosti — pre diskrithie premenné (DNV)
Zakon rozdelenia hustoty pravdepodobnosti pre spojité premenné (SNV)

Distribuénéd funkcia — je funkcia, ktora kazdému X1 (- o , o« ) priraduje
pravdepodobnastoho, Ze NV nadobudne hodnotu mensSiu alebo nagapwnu x.

Pre vSetky X1 (- 0, )

F
F(X)=P (X<X) =P (-0 <X<X)

1__
Vlastnosti distribdnej DF f

1 P(x, = X<X,)=F(x,) - F(x)
2. F(-) =0 ’
3. F() =1

4.0<F(x)<1

5. F(x) neklesajuafunkcia

6. F(x) zlavaspoijitafunkcia

Zakon rozdelenia pravdepodobnosti (pre DNV)

- pozname vtedy, ki pozname vSetky hodnoty, ktoré méze nadobtdN¥ a zarové
poznédme pravdepodobnosti tychto hodndt.

Méze by dany:
» tabukou,

e grafom,
e funkénym predpisom

Distribu¢na funkcia DNV sa piita ako kumulovana relativna@nos (pravdepodobnd$

F(%) = p(x) + p(X,) + oo P(X) = Z p(x,)
O<F(x)=<1



Pi

0,4
0,3
0,2

0,1

Tabu’ka
Xi 0 1 2 3

pp | 03| 04| 02 01

Fp | 03| 07| 09| 1

Z&kon rozdelenia pravdepod. dany grafom — grafmri@&ornenie pravdepodobnosti

Graf distribinej funkcie

Fi
1 T [ —
09 T —
07 T —
03 —
I I I I

Funkény predpis — pravdepodobnostna funkcia

n -X
Napr. P(X) = (X] p*q"

Xi

10-
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Zakon rozdelenia hustoty pravdepodobnosti (pre SNV)

Hustota pravdepodobnosti je nezaporna funkciaakpoe vSetky K(-[J,00) vyhovuje vZahu

X

F(x) = [ f(t)at

—00

Hustota pravdepodobnost#':
() =F(x) F0 hustota

graf hustoty pravdepodobnosi_

Z

X % X

Px < x< %)= Kx)= R = | 10 de [ Ky ae [ (o

F{x)
1

'0,5/

X4 E(x,) Xy x,

Dvojrozmerné nahodné vekiny

Pravdepodobnostné spravanie sa dvojrozmernych resgzmernych nadhodnych vé sa
popisu tiez pomocou distribnej funkcie a zakona rozdelenia pravdepodobnogtkana
rozdelenia hustoty pravdepodobnosti.
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3. Kvantitativne charakteristiky NV

Su toc¢iselné hodnoty, ktoré popisuju pravdepodobnostrévapie sa NV

Mozno ich rozdeti do Styroch zakladnych skupin:

a) charakteristiky polohy,

b) charakteristiky variability,
c) charakteristiky Sikmosti,
d) charakteristiky Spicatosti.

3.1 Charakteristiky polohy

Su¢iselné hodnoty, ktoré charakterizujatroveal hodnét v Statistickom subore

Stredn& hodnota(o¢akavana hodnota, matematicka nadej) — éuzjeasa E(x)
Ma charakter pravdepodobnostného priemeru

Pre DNV: E(X) 2Xi.p = X
Pre SNV:  E(x) = [ xf(% dx
Aritmeticky priemer E(X) = szri:]

Dalsie charakteristiky polohy:
e median X

e modus V

* kvantily

Pr.

Xi 1 2 3
pp | 03] 04| 0,5

Stredna hodnota uvedeného Statistického suboru :
Exw=10, 3 +20,4 +30,3 = 2

Median - prostredna hodnota usporiadaného radu hodnonasGje sa Me aleba
Modus - hodnota s najw@ou pravdepodobntisu vyskytu (najpdetnejSia hodnota),

oznauje sa Mo aleboX
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Kvantily (Q) hodnoty v Statist. subore, ktoré robdig Stat. subor v ditom pomere

Q - 1% kvantil

Napr. Q
P(x<Qx)20,25; P (& Q) <0,75

Qvartily — rozdéuju Statisticky subor na éasti
Q25 - dolny kvartil

Q75— horny kvartil

Qso - prostredny kvartil = median

Decily - subor delia na 18asti

Percentily — delia subor na désasti

3.2 Charakteristiky variability

Vyjadruja menlivos t (premenlivog’, variabilitu) hodnot

Disperzia D(x) = rozptyl 62
= stredn& hodnota Stvorcov odchylok jednotlivyckinit ¥ od strednej hodnoty E(x)

Pre DNV:  D(x) = E[ x- E( 3|’

presnv: DX = [[x= E(%] (3 dx

rozptyl

o’ :% alebo O =Z(Xi —)_()2 9

D(x) = ¢*

Vlastnosti disperzie D(x):

. Dk)=0 k - konStanta
. D(kX) = k*D(X)

. DX £Y)=D(X)+D(Y) Z=(XzY)

. D(k £ X) = D(X)

=

A WN



5. Disperziu mozno vypidtat’ pomocou momentovych charakteristik

D(X) = EO¢)—{EO}° =% % p-[Z x A’ =v,-0?
—

Smerodajna odchylkao :
- je odmocnina z rozptylu

U:\/%z(xi _)_()2 n alebo o= Z(Xi _7()2 R

Variaény koeficient
- je bezrozmernou mierou variacie — udava sa vepgéch

VARG

V= W.lod%]

Empiricky vah : v = %.10(1 %]

Variaéné rozpatie
- interval v ktorom sa hodnoty pohybuju

R =x- Xmin

Normovana odchylka

- vznikne transforméciou nahodnej ey X, ktorA ma strednd hodnotu E(X)

a disperziu D(X)
v = X = E(X)

JD(X)
Stredna hodnota premennej (nahodnegu®gh) Y
E(Y)=0
D(Y)=1
X=X

Empiricky vz'ah (pouZzivany pri rieSeni tloh): t =

14—
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Momentové charakteristiky - doplnkové charakteristiky

moment - ¢iselna charakteristika pravdepodobnostného sprasndhodnej velny

m lepSie vyjadruje vplyv extrémnych hodnét, ktorypravdepodobnasvyskytu je vémi
malé

Pr.

Xi 1 2 3 4

pi 0,4 0,35 0,24 0,01 d.P=1

pociatotné momenty:
vi=E(X)=Xxpi=1.0,4+2.0,35+4.0,24+10.0,01=2,16
Vo= EGS) =3x%pi=212. 0,4 + ... = 6,64

Skupiny momentov:
1. vSeobecné momenty - hodnoty okoloPubovolnej hodnoty ¢

U = E{(X—c)k} k - je rad momentu

2. podiatoéné momenty, c¢=0
2xn
n

pre DNV: U,=EMX)=Xx%xp U, =
U, =E()=X%p
U =ECC) =X %R
U, =E(xX)=Xx'p

SNV U, = _f x* f (X) dx

3. centralne momenty- momenty okolo strednej hodnoty, ¢ = E(x)
k
u = E{[x - E(0]'}
= Z{[X - E( X)]} p=0 =0 vzdy! (1.centralny moment = 0)

D(X)=, = E{ X- B X}*=3(x-) p=2% xp-(Z x§ =0v,-0
= H2= D(X)

Mz = V3- v + 20,°
We = Vs - 4Vavy + Bupvs” - v’
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3.3 Charakteristiky Sikmosti

Urcuju, ¢i rozdelenie je symetrické alebo nesymetriclggngatrické)

Koeficient Sikmosti

(0 M3 - centrainy moment 3. radu
_ M _
A - _3 ...... — .. O 3 ., ,
g 0 0~ - smerodajna odchylka
rozdelenie symetrické A=0

n krivka - graf hustoty pravdepodobnosti
i

X
[

X1
[

x>

asymetrické rozdelenia:

A>0 A<O0

zoSikmenie dbava zoSikmenie doprave



3.4 Charakteristiky Spicatosti

Cim viac st Udaje sustredené okolo strednej hogtytyje graf rozdelenidpicatejsi.

K>0
rozdielenie je SpicatejSie ako normalne

K=0
n, rozdelenie je Spicaté ako normalne
K<0
rozdielenie je ploskejSie ako normalne
%)
(0 rozdelenie ploskejsie
Koeficient Spicatosti: K = ij -3.cc......> ...5 0 normaine rozdelenie
g Y0 SpicatejSie rozdelenie
Priklad
Vypocitajte zakladné kvantitativne charakteristiky!
Xi 2 4 6 8
pi 0,4 0,3 0,2 0,1

1. stredna hodnota: E(X)ws
2. smerodajna odchylka:o = VD(x) D(X) = M2 = V3 - V4°
3. koeficient Sikmosti: A= %

e . _ M
4. koeficient Spicatosti: K= P 3

Hz = Va- 3vvp + 4°

Ha = Vg - 4v3vq + 6\)2V12 - 3\)14
pociatotny moment: 1. radu U,=E(X)=2Xxp =4=X

2 X
by = 250
n
2. radu U, =E(X*)=Xxp =20
3. radu U, =E(X*)=Xx’p =116,8

4. radu U, =E(x")=Xx'p = 752
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4=X

=

u=E(X=xxp =

0 =VD(X)D(X) =p2=V2 -v12=20-16 = 4

n

D(x) = 4, o0 =2 -smerodajna odchylka

3. Uz = V3- o + 2:°=116,8-3.4.20 + 2°4 4,8

W48

0.3 - 23 0;6

- rozdelenie asymetrické ( zoSikmenéada)

Us = Va-4vavy + BUv® - *=752-4.116,8.4 + 6.2043.4 = 35,2

e

- rozdelenie ploskejSie ako normélne

Metoda vhodne zvoleného péiatku

Pouziva sa pre zjednoduSenie Wtpari intervalovom rozdeleni petnosti

Interval n pi Xi Xi’ >xini | Xxin | X xqni | X xi
14,20-14,30| 10 14,25 -3
14,30,14,40| 20 14,35 -2
14,40-14,50| 30 14,45 -1
14,50-14,60| 40 14,55 0
14,60-14,70| 20 14,65 1
14,70-14,80| 10 14,75 2
Vypocet zakladnych kvantitativnych charakteristik:
o , 5%
® metdda vhodne zvoleného pitatku X = h
Xo - je vhodne zvoleny piatok (14,5)
h - Sirka intervalov  (0,1)
X - stredy intervalov
, XX _14,25- 1455 _
T h 0,1 B
transformované
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vu,=E(X=Xxn ' Zﬁh
U, =E(X)=X%Xp U;:in:n
U =E(C) =2 %R %=Zﬁfn
U, =E(x)=Zx'p U;:ZX‘:n

W3=Vi3-3vvo + 20
Wa=Va-4V3v+ 6\)'2\)'12 - 3\),14

Disperzia: D’(X) =v'2-V 1 v, =X - X=xh+h,
Smerodajné odchylka: o'=,/D'(x) -0=0'h
Koeficient Sikmosti: A= ,u_ = &

a® d°
Koeficient Spicatosti:K = g— 3

X =X h+ ¥ | - spatna transformacia

0=0".h

D(x) = D" (X)I

H2=D'(X) =  M2=po.H
b3 = pg.h’
s = a0

A, K - mézeme utit z transformovanych hodnét (nemusime fapatna transformaciu)
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4. Teoretické rozdelenia nahodnych veli  ¢in

Modely teoretickych rozdeleni pre diskrétne NV:
1. Binomické rozdelenie

2. Hypergeometrické rozdelenie

3. Poissonovo rozdelenie

Pre spojité NV

1. Normalne rozdelenie (Gauss - laplaceovo)
Logaritmicko - normélne

X2 (chi kvadréat) rozdelenie

Studentovo (T)

Snedecorovo (F)

aprwD

Pre vSetky tieto rozdelenia je definovana pravdepadstna funkcia (pre DNV) resp. hustota
pravdepodobnosti (pre SNV) a distrédma funkcia.
Ich hodnoty su tabelované (uvedené v Statistickgbid’kach).

4.1 Binomické rozdelenie

Je najastejSie sa vyskytujuce rozdelenie DNV

Nech X je jednorozmerna diskrétna NV nadobldajiomnbty % , X, X3, ....... %
PravdepodobndsZe sledovany jav nastane nech je konStantn&Setéywhodnoty

p = konst. A pravdepodobnbgvu op&ného q = 1-p

Rozdelenie pravdepodobnosti tejto NV nazyvame biokym, ak jej pravdepodobnostna
funkcia (zakon rozdelenia pravdepodobnosti) je deaiahom:

n _ _
P = [XJ pq" = ——— pq"" pravdepodobnostna funkcia

p, N su parametre binomického rozdelenia
n - vSetky mozné vysledky pri nahodnom pokuse

p - pravdepodobnds/yskytu daného javu,  p = konst.
g — pravdepodobnégavu op&ného q=1-p

Distribu éné funkcia

F() (nj Xi N—Xi
X :z
X P~ qg
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Priklad:

n =100 g=1-p q=1-0,1=0,9

p=0,1

X=7 3 :(130]'0,17_0'993 = 0,088

F(7)=P(x<7)= R+ R+ B+..... > - distribu éna funkcia v bode 7

Stredna hodnota NV, ktord m& binomické rozdetenieE(X) =n.p

Disperzia: D(X)=n.pg
Koeficient Sikmosti: A= q-p
Jnpg
Koeficient Spicatosti K =1-6pq
n.p.q

V prevaznej v&Sine pripadov je to asymetrické rozdelenie, zoSikdreava.
Iba ak p = g, rozdelenie je symetrické.

Pre vypdet pravdepodobnosti, Ze premenna x, ktora ma bitkdmrozdelenie nadobada
hodnoty z intervalu (a,b) mozno potihiormované normalne rozdelenie:

x O(a, b
Placxh= Rb- Ra= R1)- R

normovana odchylka: z tabuliek N(O, 1) - normé&oormalne rozdelenie
_ X-E(X)

JDOX)
_a-np
tonpq

b-np

n. p.

t,=

H
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4.2 Hypergeometrické rozdelenie

o o, ||.,p£k0n§t- .
Pouziva sa pri rieSeni uloh, kde sa us bery bez opakovania

Parametre tohto rozdelenias8 ; K, s

S — p@&et prvkov v zakladnom subore (subor, z ktoréhoydser uskutonuje)

K — patet prvkov, ktoré maju @it sledovanu vlastn@s

S - paet prvkov, ktoré su vybrané zo zékladného subonggipprvkov vo vyberovom
subore)

X — paiet prvkov vo vyberovom subore, ktoré maju sledowaagtnogsou

Pravdepodobnds Ze vo vyberovom subore bude x prvkov s danomtmesou mozno
vyjadrit nasledovne:

(K)(S_ Kj
XJ\S— X . : L .
P(x) = (T] - pravdepodobnostna funkcia hypengetrickeého rozdelenia

S

m Distribu¢na funkcia hypergeometrického rozdelenia:

F(x)—XZs:x (Sj

S

Ak gs 005 — ak bude splneny tento predpoklad, mézeme hypergemke

rozdelenie nahratlibinomickym, préom plati: p n=s

= g ,

4.3 Poissonovo rozdelenie

Pouziva sa, ak et vysledkov nahodného pokusu jelImeé velky: n - o
a pravdepodobnésryskytu daneého javu je i mala p- O.

Je to rozdelenie tzv. zriedkavych javov.

Ide o jedno parametrické rozdelenie s paramekdlamda)
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p—i
A=n.p n/]
qzl—;

Pravdepodobnostné funkcia P(x):

/]IX e—/l
P(x) = v
Distribu¢na funkcia F(x): Iig e=2,718
FOO =2, =,
X <X :
Charakteristiky Poissonovho rozdelenia:
E(X) =A
D(X) = A
Ak su splnené predpoklady, mozno Poissonovym Predpoklady? < 4
rozdelenim nahradibinomické rozdelenie p<0,1
Priklad

Pravdepodobnds Ze vyrobok je nepodarok je konStantnd p = 0)pdfitajte, aka bude
pravdepodobna’s ze medzi 100 vyrobkami bude viac ako 1 nepodarok.

p =100, n=100
Pw»1 - vypaiitame ako pravdep. javu afpeého tzn. pravdepodobrtpsze medzi 100
vyrobkami bude najviac 1 nepodarok

lav op&ny: Px<1=R+P

P, - vypatitame pomocou binomického rozdelenia

100
P, :( 0 j.O,Ol0 099 = 0,369 P 1= P+ P, = 0,735

— |. spbsob vypétu

100 1 99
L | 00T 0997 =0369

Pre vyp@&et mozno pouZiaj poissonovo rozdelenie:
A=np=100.0,01=1 predpoklady su splnené

e’ _le" _ ,_1
P, = 5 :T =e'=-=03678] . spbsob vypdtu
! € = jednoduchsi
) 1tet _1e;—1 _} rychlejsi
1 1 1 e
Pa=F+thR _£+E:2:0’7352
e e e
P, =1-P'=1-0,7358=0,264
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4.4 Normalne rozdelenie ( Gauss-Laplaceovo)
Je natastejSie sa vyskytujucim rozdelenim spojitych nédiyot veltin.

Rozdelenie pravdepodobnosti spojitej NV nazyvamermanym, ak jeho hustotu
pravdepodobnosti moZnzapisd vztahom:

(x-%)?

e_ 20°

1
¢(X):Jm

Parametre normalneho rozdelenia %U: stredna hodnota,o - smerodajna odchylka

Graf hustoty pravdepodobnosti je symetrickd Gaussoivka

inflexné body

v_Dr o X=X=X vt v

Distribu ¢né funkcia:
('pri spojitej NV distribdna funkcia = integral hustoty pravdepodobnosti):

X (u-%)?
1
F(x)=Jame 20" du

Pre norméalne rozdelenie plati:
P(x - o( X(x+ ) = 0,65

P(x - 20( X(x+ 20) = 0,95
P(x - 30( X(X+ 37) = 09973
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Normované normalne rozdelenie

Akékol'vek normalne  rozdelenie s parametrami, @) moZno pretransformova na
normované normalne rozdelenie pomocou normovaie)yoky:
_X—X
o

Normované normalne rozdelenie ma strednd hodnetuir® a smerodajnu odchylku
rovnu 1, preto sa oztiaje ako N(0,1)

Hustota pravdepodobnosti normovaného normalnetaetenia:

1
o) = -
Distribu¢na funkcia normovaného normalneho rozdelenia: 1 2
F(t) = J- ﬁe_7du

—00

Graf: () o (1)

65 %

\
V) A

Laplaceov integral — je integral normovaného normalneho rozdelenieespnlivou hornou
hranicou, ktorého doln& hranica sa rovna 0.

1 v
d(t) = Eje 2du

F(t) =®(t) + 05

t=0...9()=0...F(t)=05

0....P(0) = 05....F () =1

ak..1{0.....= —t....®(-t) ==P(t).... F (-t) =1- F(t)
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Priklad:

Pri hromadnej vyrobe vyrobku je priemerna hodntgd®/aného parametra 500 mm .
Rozmer vyrobkov mé normalne rozdelenie so smeroadapaichylkous = 10 mm.

Aka je pravdepodobnésze nahodne vybrany vyrobok budetrmazmer v hraniciach (485,
515) mm.

T, = 485 - dolna tolerancia

Ty =515 - horna hranica

P(485< X < 515) = F(%) - F(x) = F(k) — F(t)

Pre rieSenie pouZijeme tdly N(O, 1),
Normalne rozdelenie s parametrami (500, 10) - ansfiormujeme na N(O, 1).

_ X, —-X _485-500 _

t -15

Yoo 10

(= X, —X _ 515—500:]15
o 1C

F(t,)-F(t,)=F 15) - F(-15) = F (15) -[1- F (15)| =

F(x,) = F(x) < = 2F (15) -1= 20,9332-1= 0,8664

D(t,) - D(t,) = P(L5) - P(-15 = 08664

Hodnoty distribénej funkcie resp. laplaceovho integralu s&iaiez tabuliek N(0,1)
PravdepodobnaosZze NV bude nadobuddodnotu menSiu ako 485:

P(x<485 = P(0< x< 485 = ®(t,) - P(t,) = D(-15) - D(-50) =
= -d(-15) - D(-50) = -® (15) - [~ P (50)] = 05 - 0,4332= 0,0668

_ 0-500 _

=50 ;
10

Obdobny postup moZzno potfre: P(51% x ) = P(515% X < «)

Logaritmicko-normalne rozdelenie

Je asymetrickym rozdelenim, je zoSikmené dava

Mozno ho pouii, ak ndhodna velina X je asymetricky rozdelend, ale jej logaritmyjin
normalne rozdelenie. Vytvori sa novd NV Y

Y =log x
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4.5. x? (chi kvadrat) rozdelenie

Ak NV X ma norméalne rozdelenie, vSetky hodnoty emené na 2 budl mahi kvadrat
rozdelenie.

n
X1 XZ — Xi2
X2 N (O, 1) ;
k=n-1
parameterk - patet stugiov va’nosti
) . 2 _ <)2 .

Rozptyl max“ rozdelenie O = Z(XI - ) R - pri testovani hypotéz
4.6 T - rozdelenie (Studentovo)

X
Vznikne transformaciou z dvoch NV : z= _Y

k

NV X ma normalne rozdelenie N(O, 1)
NV Y méa x® rozdelenie s k =n - Xpocet stugiov volnosti)

pouziva sa pri vyberovych metddach, ak subory slyaharozsahov,¢ize ak rozsah

vyberového suboru
n< 30

4.7 F - rozdelenie (Snedecorovo)

Ak NV vznikne ako podiel dvoch NV, ktoré majf rozdelenie.
Napr. podiel dvoch rozptylov - ma F-rozdelenie

rozplyt vyberového stboru sa oznje $

Xyovrrrnnns s
Kyereearnn, s
S _f
L =
S
Parametre F-rozdelenia su& k:
ki=m-1 11je rozsah jedného vyberového suboru

ko=mp—1 2 nje rozsah druhého vyberového suboru
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Aproximacia (vyrovnanie, nahradenie) empirického ro zdelenia
vhodnym typom teoretického rozdelenia

Aproximacia spoiva v nasledovnych krokoch:

1. vyber modelu vhodného teoretického rozdelenia

2. urcenie parametrov teoretického rozdelenia z empirickigkanych Gdajov (empirického
suboru)

3. vypoiet teoretickych pgetnosti.

Pr.
Interval ni pi ty t2 d(ty) | P(t) | P2 n’i | zaokr
ahnl
-13,25 20 0,04 -1,875-0,468] -0,5 | 0,032 15,9 16
(13,25-13,3¢ | 35 0,07 | -1,874 -1,25 - |~0,468]0,0738] 36,9 37
0,3944
(13,30-13,35 | 80 0,16 | -1,25| -0,62b -0,24 - 10,1544 77,2 77
0,3944
(13,35-1346 | 105 | 0,21 | -0,62% O 0 -0,24| 0,24| 120 120

(13,40-13,45 | 140 0,28 0 0,625 0,24 0 0,24 12D 140

(13,45-13,56 | 60 0,12 | 0,625 1,25 0,39440,24 | 0,1544 77,2 78

(13,50-13,5% | 35 0,07 | 1,25| 1,87% 0,468 0,3948,0738] 36,9 37

(13,55- 25 0,05| 1,87% oo 0,5 | 0,468 0,032 159 16
500 1 500

1. Ako model bolo zvolené normélne rozdelenie: My{X,

2. Vypacet parametrov norméalneho rozdelenia

X =0, :—inni

n
__2xn

U =
n

o =u, -V}

x=13,4,0 = 0,08 - vysledok

ni
n’ - teoretické pdetnosti b=
n;=p;.n

3. Vypctet teoretickych pravdepodobnosti
p’i - teoretické pravdepodobnosti



P(x, < X<%,)= ®(t,) - B(t) = P,
X, —X
t, -
t, = X, =X _ 1325-134 - 1875
o 008




