Numerické integrovanie

Budeme sa zaobetdunkciou X a jej integrdlom na intervale [1, 9]. Ako si padrae z
analyzy, X nema explicitne vyjadrita( primitivnu funkciu. Matlab nam to pripomenie:

>> f=inline('x.”x’);
>> s=sym('s’);
>> int(f(s))
Warning: Explicit integral could not be found.
> |In C:\MATLABG6p5p1\toolbox\symbolic\@sym\int.m &bhe 58
ans =int(s”s,s)

Odpovel'ou je zopakovanie otazky. Analyticky to teda tiesgjde’

|. Obd [znikova met6da
Rozdelime interval na 8 rovnaky¢asti.

>> h=1; x=1:h:9;

Vyjadrim si vektor stredov tychto dielov a fumki hodnotu v nich:
>> n=length(x); xs=(x(2:n)+x(1:n-1))/2; y=f(xs);

Numericka aproximécia integralu diidikovou metédou bude

>> In=h*sum(y)
In=8.330461002341646e+007

Odhadnime chybu. Potrebujeme na to ohigérdruha derivaciu f na intervale.

>> diff(diff(f(s)))
ans =s"s*(log(s)+1)"2+s"s/s

>> f2=inline('x.x.*(log(x)+1). 2+x."X./X")

>> xh=1:0.0001:9; M2=max(f2(xh))
M2 = 4.003353876773043e+009

Maximum sme naSli numericky. Ak by sme chcelf bslednejSi,museli by sme si vSinina
Ze f2 je kladna a rastica. Maximum absolutnej htydfbje preto v pravom bode intervalu.
Odhad chyby padéh vzorca je

>> en=M2*8"3/((n-1)"2)/24
en= 1.334451292257681e+009

! Nepriamo je mozné vyjadriieSenie Glohy aj analyticky akod&i nekoneného radu.



Chyba je fatalna, Wdia nez sdm vysledok. To sa tak trochu dalke’, delenie intervalu je
vel'mi hrubé a M2 je prilis Jké. Skor nez pojdemdalej, ukaZzeme si na obrazking sme sa
to vlastne pokusili urobi

>> plot(xh, f(xh), 'r"), hold on

>> bar(xs, f(xs),1)

Obrazok ukazuje, Ze chyba méze’ logaj véka.

Paitajme integral postupne pre stale hustejSie delémiervalu. Pripravme sa na to, Ze
matlabu to méze chid trva’.

>> for k=2:20, h=h/2; x=1:h:9; n=length(x); xs=(x(2+x(1:n-1))/2; y=f(xs); In=h*sum(y);
en=M2*873/((n-1)"2)/24; [n-1,In, en], end

Pdet podintervalov Inteqgral Odhad chyby

1.600000000000000e+001 101¢ 4008 3.336128230644202e+008
3.200000000000000e+001 14/ €4+008 8.340320576610506e+007
6.400000000000000e+001 1172 e+008 2.085080144152626e+007
1.280000000000000e+002 1392 6+008 5.212700360381566e+006
2.560000000000000e+002 1.225 6+008 1.303175090095392e+006
5.120000000000000e+002 1.228 6+008 3.257937725238479e+005
1.024000000000000e+003  1.295 €+008 8.144844313096197e+004
2.048000000000000e+003 1.2259 €6+008 2.036211078274049e+004
4.096000000000000e+003  1.22592 8+008 5.090527695685123e+003
8.192000000000000e+003  1.22592 +008 1.272631923921281e+003
1.638400000000000e+004 1.225928 8+008 3.181579809803202e+002
3.276800000000000e+004 1.225926 €+008 7.953949524508005e+001
6.553600000000000e+004 1.2259263 @+008 1.988487381127001e+001

1.310720000000000e+005 1.22592632!20€+008 4.971218452817503e+000
2.621440000000000e+005 1.225926326°0e+008 1.242804613204376e+000
5.242880000000000e+005 1.22592632%°%€+008 3.107011533010939e-001
1.048576000000000e+006 1.2259263266 e+008 7.767528832527348e-002
2.097152000000000e+006 1.2259263266@+008 1.941882208131837e-002
4.194304000000000e+006 1.22592652600®+008 4.854705520329593e-003

Farebne sme zvyraznili postupné zvySovanie presmystedku. Tabika naznauje, Ze
presnos rastie a podalSich zjemneniach delenia intervalu by sme mabptd k eSte
presnejSim hodnotam. Kto ma dasiny paitac s ve’kou paméou, moze skusi..

Otazne je, nalixo pri tejto konvergencii k presnému vysledku magibdiel chyby
spbsobenej zaokrlibvanim. To posudime neskor. Z&ti@erme matlabu — na zaklade
zistenych udajov méZzeme za $pblivi hodnotu integralu povazav&islo z posledného

riadku
122592632.6655 + 0.005

Pozrime sa na extrapolované hodnoty integralu miskaetddou polo¢ného kroku. Z
poslednych dvoch hodnét integralu v naSej tabwypaitame spresnenu hodnotu:

ii=[1.225926326654990e+008, 1.225926326649356e+708](1)-ii(2))/3
ans = 1.225926326686%+008

Tato hodnota by mala ByresnejSia, ale nevieme s istotou, H&ko



Il. Lichobeznikova metéda

Pri lichobeznikovej metdde né&akavame vysSiu presmbden si to chceme skd'sv matlabe:

>> h=1; x=1:h:9;
>> n=length(x); In=h*(0.5*f(x(1))+sum(f(x(2:n-1)))3:5*f(x(n)))

In= 211361072

Postupujeme podobne ako pri ébdkovej metode. V kazdom kroku si navySe nechame
vypisa' aj spresneny vysledok metddou potmého kroku. Nebudeme gitet’ v cykle, ale
ru¢ne krok za krokom, aby sme vychutnali, ako budeovgptrva’ stale viac a viac:

>> |=1;
>> h=h/2;I=1+1; x=1:h:9; n=length(x); In(I)=h*(0.5x(1))+sum(f(x(2:n-1)))+0.5*f(x(n))); en=M2*8"3/((-1)"2)/12;
Inr=(4*In(l)-In(1-1))/3; [n-1,In(l), en, Inr]

Tento riadok budeme valanovu a znovu. Vypisy:

Patet podintervalov Integral Odhad chyby Spresnenie
1.600000000000000e+001 47~ 84008 6.672256461288405e+008 592 €+008
3.200000000000000e+001 €192 6+008 1.668064115322101e+008 121 €+008
6.400000000000000e+001 422 &4008  4.170160288305253e+007 4127 6+008
1.280000000000000e+002 1992 €+008 1.0425400720763136+007 1.2259 6+008
2.560000000000000e+002 192 €+008 2.606350180190783e+006 1.22502 €+008
5.120000000000000e+002 122 €+008 6.515875450476958e+005 1.2258963301@+008
1.024000000000000e+003  1.2259 6+008 1.628968862619239e+005 1.2259263265@+008
2.048000000000000e+003  1.2259 6+008 4.072422156548098e+004 1.22592632627e+008
4.096000000000000e+003  1.2259 €+008 1.018105539137025e+004 1.2259263266+008
8.192000000000000e+003  1.22592 6+008 2.545263847842562e+003 1.22592632688+008

1.638400000000000e+004 1.225926 e+008 6.363159619606404e+002 1.2259263265686:008
3.276800000000000e+004  1.2259263 e+008 1.590789904901601e+002 1.225926326686808
6.553600000000000e+004  1.2259263 e+008 3.976974762254002e+001 1.225926326586808
1.310720000000000e+005 1.22592G3 €+008 9.942436905635006e+000 1.225926326G586808
2.621440000000000e+005 1.22592632320®@+008 2.485609226408752e+000 1.225926326685808
5.242880000000000e+005 1.225926326'0e+008 6.214023066021879e-001 1.225926326GG86808
1.048576000000000e+006 1.225926326)54€+008 1.553505766505470e-001 1.225926326623808
2.097152000000000e+006 1.2259263266:€+008 3.883764416263674e-002 1.225926326686808
4.194304000000000e+006 1.2259268266£+008 9.709411040659186e-003 1.225926326686808

Potid’'to sa stroj dostal, ndalSi krok uz nestéla pamd. Je to podobné ako v predoSiom
pripade. VSimnime si, o Kko krokov skér dosahuje &iti mieru presnosti vysledok
spresneny metdédou polémeho kroku.



lll. Simpsonova metéda

Simpsonova metdda je pri konkrétnom deleni interyaksnejSia, ale o rie nar@nejSia na
vypocet. Okrem samotného vy@o integralu nas bude zaujithakedy zéne ma potitad
problémy s objemom operécii a k akej presnostizdapracujeme. Oplati sa investicia do
zlozitejSich vypeétov? Bude vyvazena tymip uSetrime na menej hustom deleni intervalu?

>> h=1; x=1:h:9; n=length(x); xs=(x(2:n)+x(1:n-1))/
In=(f(x(1))+2*sum(f(x(2:n-1)))+4*sum(f(xs))+f(x(n)}h/6

In=1.259900973489443e+008
Na odhad chyby potrebujeme 4. derivaciu:

>> diff(diff(diff(diff(f(s)))))
ans =
s"s*(log(s)+1)M4+6*s”s*(log(s)+1)"2/s+3*s"s/s"2ehs*(log(s)+1)/s"2+2*s"s/s"3

Vidime (?), Ze 4. derivacia je kladna a rasticaximam dosahuje preto v pravom bode
intervalu. Rovno dosadime:

>> s=9;
M4=s"s*(log(s)+1)"4+6*s"s*(log(s)+1)"2/s+3*3882-4*s"s*(log(s)+1)/s"2+2*s"s/s"3

M4 = 4.307767766869635e+010
Kto tomu neveri, nech najde s pomocou matlabu maxirf(xh).

Pokratujme d’alej. Hoci je vzorec na vyget integralu zlozitejSi, get potrebnych operacii
nie je radovo vé&Si. Mali by sme sa preto dostaz k tomu deleniu intervalu, pri ktorych sme
skortili s predoSlymi metdédami. Budeme @’ numericky integral, odhad chyby
a spresnenie integralu polémym krokom. Do riadku toho musime natbjjiomerne vEa.
Tu sa zaéina potreba m-funkcie, ale pokuSeniu odolame.

>>|=1;
>> h=h/2; |I=1+1; x=1:h:9; n=length(x); xs=(x(2:n)¢xn-1))/2;
In(=(f(x(1))+2*sum(f(x(2:n-1)))+4*sum(f(xs))+f(xt)))*h/6; en=M4*8"5/(n-1)"4/2880;
Inr=(16*In(l)-In(1-1))/15; [n-1,In(l),en,Inr]

Tato sadu prikazov v 1 riadku opakujeme, kyniifas viadze:



Pdet podintervalov Inteqral Odhad chyby Spresnenie

1.600000000000000e+001 1522 €+008 7.478763484148672e+006 1.2264571883&3 008
3.200000000000000e+001 1622 e+008 4.674227177592920e+005 1.2259368943809D8
6.400000000000000e+001  1.2259 6+008 2.921391985995575e+004 1.22592650324#008
1.280000000000000e+002  1.22592 €+008 1.825869991247234e+003 1.225926329464DD8

2.560000000000000e+002  1.22592G3 e+008 1.141168744529522e+002 1.22592632671609H8
5.120000000000000e+002 1.22592637 652+008 7.132304653309509e+000 1.225926326G&4BHS
1.024000000000000e+003 1.225926G32%)3€+008 4.457690408318443e-001 1.22592632662381H8
2.048000000000000e+003 1.2259263266 e2+008 2.786056505199027e-002 1.225926326&s3808
4.096000000000000e+003  1.2259263266%+008 1.741285315749392e-003 1.225926326&=6808
8.192000000000000e+003  1.225926326656+008 1.088303322343370e-004 1.225926326G&3808
1.638400000000000e+004 1.2259263266568008 6.801895764646062e-006 1.225926326&=6808
3.276800000000000e+004 1.2259263266568008 4.251184852903789e-007 1.225926326G=3808
6.553600000000000e+004 1.2259263266568008 2.656990533064868e-008 1.225926326&=3808
1.310720000000000e+005 1.2259263266568008 1.660619083165543e-009 1.2259263266863808
2.621440000000000e+005 1.2259263266568008 1.037886926978464e-010 1.2259263266=3808
5.242880000000000e+005 1.22592632665686B=+@486793293615400e-012 1.2259263266568@B=+0
1.048576000000000e+006 1.2259263266568008 4.054245808509625e-013 1.225926326C6808
2.097152000000000e+006 1.22592632665686B=+@533903630318516e-014 1.2259263266568@@=+0
4,194304000000000e+006 1.22592632665686B+010583689768949072e-015 1.2259263266568@B=+0

Presnos rastie ovéa rychlejSie nez pri predoslych metédach. V istoammante sa zd4, akoby
sa hodnoty integralu uz ustalili, ale pase sa to eSte na poslednych dvoch poziciach trochu
zmeni. Tomu vSak nesmieme unahlenetvétii tejciselnej hodnote, ktorl integral dosahuje,
a pri paméovych moznostiach matlabu, jeciste technického Iladiska nemozna presmos
vySSia ako zhruba 2e-8 (ge?). Ak ndm vzorec pre en dava stale menSie hodpotgnos
metody ko tam, kde kodi presnos pctitaca.

To sme eSte nevzali do Uvahy r6zne chyby zadkndnia. Bez toho, aby sme sa nimi
podrobne zaoberali, z uvedeného vypisu vidime, Gdepé dve cifry si Ziadaju opatrmos

PredbeZne tedadime hodnotu integralu orieritae
122592632.6656870.0000005

Pri vSetkej opatrnosti je ziskany vysledok kavéepSi nez s pouzitim metdd nizSieho
radu. Skisme nakoniec potia@Ste metdédy samotného matlabu, skryté za prikagpaaal.
Zvolime si presnads primerand tomu,éo vieme o0 zobrazovacich moZnostiach matlabu,
a skusime mierne zvySoaaroky:

>> quad(f,1,9)

ans = 1.225926326656876e+008
>> quad(f,1,9,1e-7)

ans = 1.225926326656876e+008
>> quad(f,1,9,1e-8)

ans = 1.225926326656876e+008
>> quad(f,1,9,1e-9)

ans = 1.225926326656876e+008

>> quad(f,1,9,1e-10)
Warning: Maximum function count exceeded; singtjatikely. (Type "warning off MATLAB:quad:MaxFcnCouhtto
suppress this warning.) In C:AMATLAB6p5p1\toolbox\taktfunfun\quad.m at line 88

ans = 1.110973990576650e+008

Metody, ktoré pouziva matlab, su oduoerafinovanejSie nez zakladné Newtonove Cotesove
vzorce, takZze sa m6zeme na ne aj viadapad'. Vysledok

1.225926326656876e+008
sa da povazovaza spdahlivy na tdko miest, kdiko je zobrazenych.



Ak sa teraz vratime sp& vypisu hodnét ziskanych Simpsonovou metddouinvid
Ze spravne su

3.276800000000000e+004 1.2259263266568008 4.251184852903789e-007 1.225926326G&3808
6.553600000000000e+004 1.2259263266568008 2.656990533064868e-008 1.225926326&s3808

CiZze tie hodnoty, pri ktorych je metodicka chybaztmuba na urovni chyby zaokrdvania

a zobrazovania. Akonahle metodicka chyba klesaaiggsledok z&ina by’ menej presny.

Uloha:
1. Paitajte vSetkymi moznymi metédami integrél funkcie/x na intervale [1,13].




