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prednášajúci: doc. Olejček

Zápočet

1. Čísla v blokoch danej scha predpokladu, že jednotlivé prerušenia prúdu sú navzájom nezávislé, vypočítajte pravdepodobnosť prerušenia prúdu medzi bodmi A, B.









[5]

2. Čas čakania v minútach na prístup k istej internetovej adrese má exponenciálne rozdelenie s parametrom 0.2, t.j. funkciu hustoty
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f(x) = 
      0.2 e-0.2x
pre x>0




        0

inak


a. Vypočítajte pravdepodobnosť toho, že na prístup budeme čakať viac než 3 minúty.

[2]


b. Určte čas t, pre ktorý pravdepodobnosť toho, že na prístup budeme čakať najviac t minút, je 0.9.













[2]

3. Náhodný vektor (X, Y) má rozdelenie pravdepodobnosti určené pravdepodobnostou funkciou
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p(i, j) = k . i (i + j)
pre i = 1, 2 
a  j = 0, 1, 2


a. Určte konštantu k.








[1]


b. Zistite, či zložky X, Y sú nezávislé. Zdôvodnite.





[2]


c. Nájdite rozdelenie pravdepodobnosti náhodnej premennej Z=X+Y.



[3]

Skúška

TEORETICKĚ OTÁZKY

1. Ukážte, že ak náhodná premenná X má geometrické rozdelenie, t.j. ak jej pravdepodobnostná funkcia má tvar


p(x) = p(1-p)x
pre x = 0, 1, 2, ...

tak


P(X ≥ k+n | X ≥ k) = P(X ≥ n)

pre každé k, n є N.









[6]
2. 
a. Čo viete povedať o náhodnej premennej X, pre ktorú platí  var(X) = 0? Svoje tvrdenie dokážte aspoň v diskrétnom prípade.



  n





[4]


b. Ukážte, že odhadová funkcia  S 2 (μ) = 1/n Σ (xi - μ)2   pre  disperziu náhodnej premennej X pri 

  i=1  

známej strednej hodnote μ  je nevychýlenou odhodovacou funkciou.




[4]

3. Momentovou metódou nájdite odhadovú funkciu parametra υ funkcie hustoty


f(x; υ) =            2 - 2x/ υ

pre 0 ≤ x ≤ υ




0

inak






[6]

VÝPOČTOVÉ ÚLOHY

1. Náhodný pokus spočíva v 5-násobnom hádzaní pravidelnou hracou kockou. S akou pravdepodobnosťou


a. nepadne 6-ka









[3]


b. padne 6-ka práve 4 krát








[3]


c. nepadne 6-ka viac než 2 krát







[4]

2. Náhodná premenná X má hustotu




f(x) = 
      b(1 - |x|)
pre -1 ≤ x ≤ 1






0
inak


a. Nájdite hodnotu konštatnty b.







[2]


b. Určte pravdepodobnosť toho, že X ≥ -0.5






[4]


c. Určte konštatntu c tak, aby P(|X| ≤ c) = 0.9





[4]

3. Nech zložky X, Y náhodného vektora sú nezávislé a nech X~ Exp(λ), Y~ Exp(λ).


a) Nájdite hustotu náhodného vektora (X, Y).





[4]


b) Nájdite hustotu súčtu X + Y zložiek vektora.





[6]

4. Vypočítajte var(2X - Y), ak ρ(X,Y) = 1/2,  var(X) = 4  a  var(Y) = 9.



[6]

5. Daná je realizácia náhodného výberu


20, 21, 23, 19, 20, 18, 19, 18, 20

z hodnôt náhodnej premennej X~N(μ, σ2).

a) Určte bodové odhady parametrov μ, σ2 .






[2]
b) Určte intervalový odhad s koeficientom 0.9 pre strednú hodnotu μ rozdelenia náhodnej premennej X.












[6]

c) Testujte hypotézu H0: σ2 ≤ 4  proti H1: σ2 > 4 na hladine významnosti α = 0.05.

[6]

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------Tabuľka kvantilov: xα:
P(X<xα) = α

Rozdelenie
N(0,1)


t(k)


 
 χ2(k)

       α



k = 8

k=9

k = 8

k = 9

0.05







2.73

3.33

0.1







3.49

4.17

0.9

1.282

1.397

1.383

13.4

14.7

0.95

1.645

1.860

1.833

15.5

16.9

Opravná skúška

TEORETICKĚ OTÁZKY

1. Nech A, B  a C sú navzájom nezávislé náhodné udalosti.


a. Ukážte, že udalosti A  a   B U C  sú nezávislé. 





[3]


b. Rozhodnite, či A  a   A U C   sú nezávislé. Platí to s nejakými ďalšími podmienkami? Svoje tvrdenie dokážte!











[3]
2. Nech X je náhodná premenná so strednou hodnotou E(X). Platí niektoré z nasledujúcich tvrdení?


a. Ak   X ≥ 0, potom E(X) ≥ 0.


b. Ak E(X) ≥ 0, potom X ≥ 0.

Svoje tvrdenie dokážte aspoň v diskrétnom prípade.






[8]

3. Metódou maximálnej vierohodnosti nájdite odhadovú funkciu pre smerodajnú odchýlku σ  normálneho rozdelenia pri známej strednej hodnote μ.







[6]

VÝPOČTOVÉ ÚLOHY
1. Zariadenie môže pracovať v troch režimoch. V prvom pracuje 50% pracovného času, v druhom 35% a v treťom 15% pracovného času. Pravdepodobnosť poruchy závisí od režimu, v ktorom zariadenie pracuje a rovná sa 0.01 v prvom režime, 0.03 v druhom a 0.05 v treťom režime.


a. Aká je pravdepodobnosť poruchy v pracovnom čase?




[5]

b. Predpokladajme, že v pracovnom čase došlo k poruche. Aká je pravdepodobnosť toho, že zariadenie vtedy pracovalo v prvom režime?








[5]

2. Nech (X, Y) je diskrétny náhodný vektor s pravdepodobnostou funkciou   f(i, j) = c
pre i = 1, 2, 3, 4,   j = 1, 2, 3.


a. Určte hodnotu konštanty c.







[2]

b. Zistite, či sú zložky X, Y náhodného vektora nezávislé. 




[3]

c. Určte rozdelenie pravdepodobnosti náhodnej premennej Z = X + Y.



[5]
3. Nech X~Po(4)    ( E(X) = var(X) = 4 ). Pravdepodobnosť toho, že |X - 4| ≥ 3


a. odhadnite pomocou Čebyševovej nerovnosti





[6]


b. vypočítajte a porovnajte s predchádzajúcim odhadom.




[4]

4. Použite Centrálnu limitnú vetu a vypočítajte, koľkokrát treba hodiť kockou, aby pravdepodobnosť toho, že 6-ka padne aspoň 25 krát bola aspoň 0.9.







[6]

5. Daná je realizácia náhodného výberu


20, 21, 23, 18, 21, 23, 17, 19, 23, 21

z hodnôt náhodnej premennej X~N(μ, σ2).

a) Určte nevychýlené bodové odhady parametrov μ  a  σ2 .




[2]
b) Určte intervalový odhad s koeficientom spoľahlivosti 0.95 pre smerodajnú odchýlku  σ  náhodnej premennej X.










[6]

c) Testujte hypotézu H0: μ ≥ 22  proti H1: μ < 22 na hladine významnosti α = 0.1.

[6]

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------Tabuľka kvantilov: xα:
P(X<xα) = α

Rozdelenie
N(0,1)


t(k)


 
 χ2(k)

       α



k = 9

k = 10

k = 9

k = 10

0.025







2.70

3.25

0.05







3.33

3.94

0.1







4.17

4.87

0.9

1.282

1.383

1.372

14.7

16.0

0.95

1.645

1.833

1.812

16.9

18.3

0.975

1.96

2.262

2.228

19.0

20.5
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