Binomické a Poissonovo rozdelenie

Cielom tohto textu je ilustrovat’ priebeh binomického a Poissonovho rozdelenia,
precvicit si pracu s cyklom v matlabe a v rdmci moznosti racionalizovat’ vypoctovy proces.

Priklad 1:

Do skoly v Hornej STUbni chodi 49 Ziakov. Pravdepodobnost’ absencie jedného
Studenta v ktorykol'vek den je 11%. Vypocitajme pravdepodobnost’, ze v urcity denn bude
chybat k ziakov, pre k=0, 1, 2, ... , 49.

Pravdepodobnost’ sti¢asnej absencie k ziakov je dand binomickym rozdelenim:

p(k) = n!/ (k! (n-K)1) * p* (1-p)™¥
Tieto hodnoty v matlabe ziskame najjednoduchsie pomocou cyklu:

n=49;p=0.11,

for k = 0:n, bp(k+1) = factorial(n)/factorial(k)/factorial(n-k) * p~k * (1-p)*(n-k); end
sum(bp)

bar(0:n,bp)

Poznédmky:

a) Sposob vypoctu hodndt bp nie je najvhodnejsi a v d’alSom priklade ukézeme, pre¢o ho
treba a ako ho moZzno vylepsit'.

b) Vektor pravdepodobnosti bp méa dizku 50. Kedze Matlab indexuje zlozky vektorov
zasadne od jednotky vysSie, musime pisat’ bp(k+1) = ... . Hodnotam p(0), p(1), ... , p (49)
teda zodpoveda bp(1), bp(2), ..., bp(50).

c) Za predpisom pre vypocet bp(k+1) musi NUTNE nasledovat’ bodkociarka. Ak ju tam
nedame, v kazdom kroku (je ich 50) Matlab vypise vSetky hodnoty vektora bp, ktoré uz
vypocital, a zamori ndm obrazovku.

d) Spravnost’ vysledku skontrolujeme s¢itanim hodndt vektora bp. Vysledok by mal byt’ 1.

e) Napokon rozdelenie vykreslime:
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Priklad 2:

Do skoly v Dolnej STUbni chodi 765 Studentov. Kvoéli problémom s dopravou je
pravdepodobnost’ absencie Studenta v ktorykol'vek deit 23% . Vypocitajme pravdepodobnost,
ze v urcity deni bude chybat’ k ziakov, pre k=0, 1, 2, ..., 765.

Opét ide o vypocet hodndt binomického rozdelenia pre n=765 a p=0.23. Ak by sme
cheeli postupovat’ podla predoslého navodu, narazime na problém — Matlab si neporadi
s faktoridlom ¢isla 765. Najvyssi faktoridl, ktory zvladne, je 170.

Vd’aka tomu, ze je Matlab rychly, sme narazili iba na jeden problém, v skutocnosti st
vSak dva. Aj ten druhy vsak treba riesit’.

a) Prvy problém je vo velkych hodnotach faktoridlov. Tu si treba uvedomit’, ze my
nepotrebujeme samostatné hodnoty vsetkych troch faktoridlov, ale len vysledny podiel, ktory
nebude tak vel'ky. Vypocet treba prispdsobit’ tak, aby sme sa tymto vel'kym ¢islam vyhli.

b) Druhy problém spociva v mnozstve zbytocnych (zbytocne opakovanych) operacii.
Napr. ak mame vypocitany (k-1)!, nie je nutné pocitat’ k! od zaciatku, ale staci vziat’ predosly
vysledok a ndsobit’ ho Cislom k. Pocet operacii tak dost’ podstatne klesne. Hoci je Matlab
rychly a pri jednoduchsich vypoctoch ndm neda pocitit’ neefektivnost’ algoritmu, pri dlhsich
vypoctoch bude rozdiel citel'ny. AvSak bez ohl'adu na to, o pocitame, efektivnost’ algoritmu
by mala byt’ otazkou ako estetiky, tak aj elementarnej inZiniersko-programatorskej hrdosti.

Oba problémy mozeme naraz vyrieSit' tak, ze kazdy dalsi ¢len vektora hodndt
pravdepodobnostnej funkcie budeme pocitat’ z predchadzajiceho ¢lena. Ak plati:

p(k) =n!/ (kl (n-k)l) * pk * (1_p)(n-k)
p(k-1) = n! / ((k-1)! (n-k+1)1) * ¥t * (1-p)+D

potom

p(k) = p(k-1)*(n-k+1)/k*p/(1-p)

Cyklus pre vypocet bp bude vyzerat takto:

clear bp

n=765; p=0.23;

bp(1) = (1-p)*n;

for k=1:n, bp(k+1) = bp(k)*(n-k+1)/k*p/(1-p); end
sum(bp)

bar(0:n,bp), colormap([0.5 0 0])

Pocet vykonanych operécii je teraz rddovo nasobkom n, kym v predoSlom pristupe si
vyzadoval radovo n" operacii, ¢o je pre vicsie n likvida¢na hodnota.



Priklad 3:

Pre vicsie n mozno binomické rozdelenie tispesne aproximovat’ Poissonovym. Najmé
ak chceme pocitat’ pravdepodobnost’ len pre niekol’ko hodnét £, pouzitie vzorca pre
Poissonovo rozdelenie je jednoduchsie.

Zvolme L=n*p. Hodnoty Poissonovho rozdelenia ziskame v duchu predoslych tivah
opat’ rekurentnym spdsobom:

L=n*p;

pp(1) = exp(-L);

for k = 1:n, pp(k+1) = pp(k)*L/k; end
sum(pp)

hold on, bar(0:n,pp), colormap([0 0.5 0])

Ak si zvacSime ziskany obrazok, v detailnych ndhl'adoch uvidime, ako sa k sebe blizia obe
rozdelenia:
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Priklad 4:

Podra statistik je pravdepodobnost’ padu lietadla istej nemenovanej leteckej spolo¢nosti XY
so zékazom vstupu na eurdpske letiskd p = 1/213 000.

a) Pri akom pocte letov mdze spolocnost’ ratat’ s viac ako polovicnou pravdepodobnostou, ze
si do svojich kronik zapiSe nest’astie?

Na vypocet zvolime postup od konca — pri akom pocte letov sa pravdepodobnost’
beznehodového fungovania dostane pod 50% ? Ingmi slovami, pre aké & plati (1-p)* < 0.5 2

>>log(0.5)/log(1-p)
ans = 1.4764¢+005

Je to zhruba 148 tisic letov.

b) Isty proeurdpsky naladeny minister navrhol, Ze po troch havaridch svojich lietadiel by
kazda spolo¢nost’ mala prejst’ prisnym akreditaénym konanim. Aka je pravdepodobnost’, ze
v obdobi, ked’ chce uskuto¢nit’ milion letov, by spolo¢nosti XY hrozilo takéto konanie?

Ide o pravdepodobnost, ze pocas milion letov sa v prevadzke stane 3 alebo viac
nehdd. Pocitajme ,,0odzadu’ — aka je pravdepodobnost’, Ze sa v tom case stane 0, 1, 2 nehod?

>>n=1000000; PO12 = (1-p)*n + n*(1-p)*(n-1)*p + n*(n-1)/2*(1-p)*(n-2)*p"2
P012 = 0.1528
Pravdepodobnost’ 3 alebo viacerych nehdd je potom

>> 1-P012
ans = 0.8472

Spolo¢nost’ po tomto zisteni rozpredala Cast’ strojov a naplanovala si obmedzeny prevadzkovy
rezim so 100 000 letmi. M4 redlne Sance vyhnut sa problémom?

>>n=100000; PO12 = (1-p)"n + n*(1-p)"(n-1)*p + n*(n-1)/2*(1-p) (n-2)*p"2
>>1-P012

P012= 0.9878
ans = 0.0122

Na takmer 99% sa problémom vyhnu. Chybajlice percento poistili neobmedzenou ponukou
letov zadarmo Specidlne pre pana ministra.

Uloha: Podla itatistik je pravdepodobnost padu lietadla Boeing 737 spolo¢nosti British
Airways jeden k stodesiatim milionom (p = 1/110000000). Sformulujte podobné tlohy ako
vyssie uvedené a), b) a rieste ich.



Priklad 5:  Provokatér — hazardny hra¢ nam ponuka nasledovny podnik:

Pozyva nas na hru, kde mame v 'ubovol'nom kole 40% Sancu zvitazit'. AvSak v pripade vyhry
dostaneme 600 Sk, kym v pripade prehry platime len 350 Sk. Zaujimavé, no nezahrajte si...

a) Je rozumné sa do takejto hry puastat™?
b) Kolko kol treba hrat, aby sa to oplatilo?

Ak je vyhra dvojnasobna oproti prehre, sta¢i zvitazit' najmenej v tretine hier, aby sme neboli

stratovi. Pozrime sa na svoje Sance pri rdznych poctoch n:

>> for n=1:20; k=ceil(n/3); p=0.4; q=p”n; s=0; for i=n:(-1):k, s=s+q;
g=q/p*(1-p)*i/(nt1-i); end, [n,s], end

ans = pocet hier __Sance
1.0000 0.4000
2.0000 0.6400
3.0000 0.7840
4.0000 0.5248
5.0000 0.6630
6.0000 0.7667
7.0000 0.5801
8.0000 0.6846
9.0000 0.7682
10.0000 0.6177
11.0000 0.7037
12.0000 0.7747
13.0000 0.6470
14.0000 0.7207
15.0000 0.7827
16.0000 0.6712
17.0000 0.7361
18.0000 0.7912
19.0000 0.6919
20.0000 0.7500

Sance dost’ koli3u, o je dané aj skokmi pri zaokrthPovani n/3. Celkovo to viak vyzera vietko

v nas prospech a treba hrat’.

7.

Ulohy: a) Ubezpecte sa, Zze Sance nezacnu neskor klesat. Berte pritom na vedomie, Ze pri
vys$ich hodnotach n za¢ina mat’ Matlab problémy s presnost’ou vypoctu.

b) Skumajte situaciu pri inych hodnotdch p ainom podieli vyhry ¢i prehry.

Nezabudnite na pripad p=0.4, 600Sk vyhra a400Sk prehra, ani na p=0.5

a podobne.

a 500:500



Priklad 6:

a) Od porodu do prepustenia domov stravi Zena s dietatom v priemere 4 dni' v pdrodnici.
Podrla Statistik ro¢ne prichddza do porodnice priemerne 1207 zien. Aké je strednd hodnota
obsadenosti porodnice?

Pri danych ¢islach za rok potrebuje poérodnica 3.5*1207=4828 16zkodni. Denne je teda
obsadenych v priemere 4224.5/365 = 13.2274 1670k.”

b) Na zaklade uvedenych c¢isel ministerstvo rozhodlo o redukcii poctu 16zok na 18. Aka je
pravdepodobnost’, ze to v niektory den nebude stacit'?

Pocitajme s Poissonovym rozdelenim pravdepodobnosti, kde L=13.2274. Aby sme sa vyhli
nekonecnym stctom, pocitajme pravdepodobnost’ toho, ze pritomnych Zien bude najviac 18.

>> gq=exp(-L); s=0; for i=0:18, s=s+q; q=q*L/(i+1); end, s
s =0.9207

Ak pri kazdom dni je pravdepodobnost’, Ze kapacity postacia, 92.07%, pocas roku treba ratat’
s 7.93% dni, tj. asi 29 dilami, ked’ to stacit’ nebude.

c¢) Kol'’ko 16zok je potrebnych na to, aby pravdepodobnost’ zlyhania kapacit bola najviac 1% ?

Opét pocitame odzadu, teda h'adame taky pocet 16zok, aby pravdepodobnost’ ich dostatku
bola asponi 99% :

>> g=exp(-L); s=0; i=0; while s<0.99, s=s+q; i=i+1; g=q*L/i; end, [i-1,s]
ans = 22.0000 0.9908

Pri pocte 22 16zok sa da pocitat’ s tym, ze len necelé percento dni, v priemere teda 3.3621
diia, bude kritickych. Dajme tomu, Ze ministerstvo pokorené brilantnou Statistickou analyzou
suhlasilo a zvysilo pocet na 22.

d) Pripadnu preplnenost’ porodnice treba podl'a inStrukcii zhora rieSit’ presunom na vedlajSie
oddelenie. Pre jednoduchost predpokladajme, ze obe oddelenie maji zhodné parametre
vytazenosti (myslia sa tym c¢isla dosaddzané do Poissonovho vzorca). Aké je pravdepodobnost,
Ze sa tymto sposobom podari predist’ kapacitnym koliziam?

Pocitajme pravdepodobnosti toho, Ze ,,susedia“ maju prave obsadenych 0, 1, 2, 3, ... 21 miest
(vysledok nazveme S) a teda vol'nych aspon 22, 21, ..., 1 miest (nazveme to Sc):

>> g=exp(-L); S=[]; for i=0:22, S=[S q]; g=q*L/(i+1); end
>> Sc=cumsum(S)

Ak je v porodnici do 22 Zien, nie je problém. Ak ich je 22+k, treba ich k presuntt’ a na to
treba, aby vedl'a bolo aspoi k (tj. k alebo viac) miest vol'nych.

! Pre jednoduchost berme do uvahy dni ako nedelitelné celky.
* Kazdé 16zko matky ma samozrejme priradenti kolisku pre dieta.



Do vektora P ulozme pravdepodobnosti toho, Ze v pérodnici bude k=1:22 zien navyse (o
pocte nad 22 neuvazujeme, lebo na to ani celkom prazdne susedné oddelenie nebude stacit’):

>> g=exp(-L); P=[]; for i=0:44, P=[P q]; q=q*L/(i+1); end
>> P=P(24:45);

Ak je teda kzien ,navyse“, ¢o je udalost’ s pravdepodobnostou P(k), potrebujeme mat
u susedov aspon k vol'nych 16zok, o ma pravdepodobnost’ Sc(23-k). Pravdepodobnost” toho,
ze vznikne na poérodnici pretlak a zaroven bude vedla dostatok miesta, je

>> pkv=P*(flipud(Sc"))

pkv=0.0089

Spolu s pravdepodobnostou, Ze k pretlaku vobec nepride, je to 0.9996 pravdepodobnost’, ze
v porodnici nenastane nerieSite'na situdcia. Inymi slovami, s nerieSitelnou situaciou treba
ratat’ v priemere tak raz za 7.6 roka.



