RIESENIA ULOH

Fyzikalne ulohy a ich postavenie pri studiu fyziky

Této zaverecnd Cast’ mojho pojednania o elektromagnetizme je venovana rieSeniu tloh, ktoré
som Citatel'ovi-Studentovi predkladal za kazdou kapitolou. Narocnost’ dloh je rozna: niektoré su
vel'mi jednoduché a ich rieSenia st udané iba numerickymi vysledkami, iné, narocnejsie, vyZzaduji
hlbsi analyticky rozbor. Niekol’ko tiloh vyZaduje mimoriadne dobri pripravu a patria skor do vykladove;j
Casti. Takuito paletu dloh som zvolil na zdklade skidsenosti, Ze potencidlni riesitelia-Studenti maju
roznu droven teoretickej pripravy, a teda aby aj menej erudovani mali Sancu dspeSne rieSit
prislusny pocet dloh. Na druhej strane, aby sa t{ ambiciéznejsi pri rieSeni nenudili.

Najvicsi problém pre riesitel’a tilohy je obvykle odpoved’ na otdzku: "Ako zacat'?" Niet na fiu
jednoznacnej odpovede. Uspech sa dostavi aZ po tvrdej a systematickej praci s tilohami a ziskanim
dostatocnej skuisenosti. Ako pri skuto¢nom fyzikalnom vyskume, ani pri rieseni tlohy nie je vzdy
od zaciatku jasné, aka je optimdlna postupnost’ krokov pre dosiahnutie vysledku. Ak mozno nieco
poradit’ — tak potom popri $pecidlnych zdkonoch tykajicich sa priamo zloZitého problému, treba sa
pri jeho rieseni pokusit’ vyuzit' fundamentalne fyzikalne zdkony, ako sd napr. zdkony zachovania
a princip superpozicie. ESte vyssi stupen chdpania problému predpokladd schopnost’ vyuZivania
metodologickych principov fyziky, ako sd: princip pri€innosti, symetrie, relativity a ekvivalencie.
Niekedy sa treba tieZ povzniest’ nad priehradky, ktoré sme vo fyzike narobili. Fyzikdlny svet je
zlozity a mnohotvarny a ¢asto sa treba na problém vediet’ pozriet’ aj z inej, nielen "elektromagnetickej",
ale napr. aj z mechanickej, ¢i termodynamicke;j stranky.

Umenie riesenia tloh spociva tieZ v schopnosti odliSit’ podstatné stranky problému od menej
podstatnych, ¢i nepodstatnych. Takato schopnost’ sa pri rieSeni prejavi schopnost'ou zanedbavat’ tak,
Ze sa vypocty stani matematicky jednoduchsie, pricom vysledok rieSenia problému zostdva pre prax
dostatocne presny. Dobrym prikladom je zanedbanie gravitacného pdsobenia pri elektromagneticke;j
interakcii elementdrnych Castic.

U vicsiny predkladanych tloh sa vyZaduje numericky vysledok. Nie je mojim zdujmom tyrat’
Studentov bezduchymi numerickymi cvi¢eniami, skor mam tmysel poukdzat’ na konkrétne kvantitativne
stvislosti, ktoré moézu byt pre budiceho profesiondlneho fyzika velmi poucné. Ved dozvediet’ sa
ako 10" V/m a rastie smerom do vnitra k neznamym hodnotam, e magnetické indukcia pritom tieZ
dosahuje extrémne vysokych hodnét cca 12 T, je poznanie vel'mi vzruSujice a Sokujice zdroven.
Atém takto predstavuje singularitu hustoty elektromagnetickej energie.

V dnes$nej dobe pri sicasnych moZnostiach vypoctovej techniky nepredstavuji numerické
vypocty uloh nijaké mimoriadne problémy. Mnohé z uvedenych tloh autor numericky riesil
v case, ked mal k dispozicii ako jedind vypoctovi techniku logaritmické pravitko, k tomu
matematicko-fyzikdlne tabul’ky, papier a ceruzku.

RieSend zbierka tloh ma svoje vyhody, ale aj nevyhody. Vyhodou je, Ze zbavuje Studenta
pochybnosti pri hodnoteni svojho rieSenia, nevyhodou je, Ze zvadza na "odpisovanie". Fyzikalne
tlohy maju predovsetkym preverit’ hlbku a rozsah teoretickej pripravy Studenta a jeho schopnost’

567



samostatne riesit’ tlohy fyzikdlnej praxe. Mali by byt’ preto rieSené samostatne, bez pomoci nejakych
vzorovych rieSeni, ak naviac uvdzime, Ze ulohy mézu mat’ niekol’ko spravnych sposobov rieSenia
obvykle iba s jednym spravnym vysledkom. Student by po rieSeniach mal siahnut’ iba pri
konfrontécii vlastného postupu a dosiahnutého rieSenia. Ak si musi nimi pomahat’ pred dosiahnutim
vlastného vysledku, znamena to, Ze jeho priprava nebola dostatocnd, alebo nema dost’ trpezlivosti.
V takom pripade rieSenia su tieZ uZzito¢né, ale iba ako dodato¢na §tudijnd literatira (potom vSak
treba siahnut’ aj po inej dostupnej zbierke dloh).

Napriek argumentom pre a proti si myslim, Ze rieSené ilohy mozu byt uZito¢nou pomdckou,
ak sa rieSenia budd pouzivat’ v rozumnej miere. Domnievam sa, Ze ich treba zaradit' aj kvoli
ucelenosti predkladaného diela.

2 Elektrostatika nabojov vo vakuu

1. Vysledn4 sila posobiaca na ndboj gy na obr. RI mdze byt nulova iba vtedy, ak sily od
nabojov g; a g, si opa¢ného znamienka. To mdZe nastat’ vtedy ak:

a) g a g, st opacného znamienka, pritom x > d alebo x < 0,

b) g, a g, st rovnakého znamienka, pricom 0 < x < d.

9,
0

Podmienka rovnovéhy sil je

a—0.Lf
x—(%)f‘

Obr. R1

1 ‘6]1‘610 ‘5]2‘5]0
F= Ame [ 2 7)|=9
L (-a)
z ¢oho pre x plynie kvadratickd rovnica

(1=p*=2dx+d*=0

kde p = Ig,l/lg,]. Korene tejto rovnice si

1+Jp 4
X,=d =
’ I-p 1F \/;
a udavaju polohy naboja g, v ktorych je tento ndboj v rovnovéhe. Pritom mdZu nastat’ tieto pripady:
a) ak 0 < p <1 (Igsl < Igyl), potom

x>d a O<x,<d

Prvy koreni zodpoveda ndbojom opacného znamienka a druhy ndbojom rovnakého znamienka.
B) ak p > 1 (Ig,l > lg1), potom
x <0 a O<xy<d
Prvy koreni zodpoveda ndbojom opacného znamienka a druhy ndbojom rovnakého znamienka.
Y) ak p = 1 (Ig,l = Igyl), potom pre naboje rovnakého znamienka je rovnovdzna poloha medzi

ndbojmi vo vzdialenosti x = d/2. Pre naboje opa¢ného znamienka rovnovézna poloha neexistuje,
resp. je v oo,
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2.f=92.10°N.
3. Dostrediva sila sa rovnd Coulombovej sile a plat{

2 2

m, e

ro Aneyr’

z &oho plynie pre rychlost’ hodnota v = 2,25.10° m/s.

4. Vyuzitim Gaussovho zdkona dostaneme pre intenzitu elektrického pol'a vo vnitri rovnomerne
nabitej gule vyraz

E(r)=—Z

r)= prer <R
4me, R’

Elektrén md rovnovaznu polohu v strede gule. Ak sa vychyli z jej stredu do vzdialenosti r, bude
nan pdsobit’ centralna sila

Flr)=eb() = 2"
0

Pohybovd rovnica pre elektrén bude tvaru

2
)=

“ar? 4ne R
Je to diferencidlna rovnica pre netlmeny harmonicky pohyb s frekvenciou

_o_ 1|0
2 2% 4Tt£0meR3

f

Pre vodik (m, = 9,1.10°" kg, 0 = 1,6.107° C) f=7.10"° Hz. Tito frekvencia spadé do d’alekej UV
— oblasti (pozri tab. 20) za hranou Lymanovej série — pojem z atémovej fyziky.

5. E=64.10°Z/A*? [V/m].

6. a) div E = 0, rot E = 0. Pretoze rot E = 0, dand funkcia mdZe predstavovat redlne
elektrostatické pole.

b) Integral J.E .dl po dréhe 1 na obr. R6 je

(0.1) (L)
L=K [ (ydxexdy)+K [(ydverdy) = K(O0+1)=K
(0.0) (0.1)
Integral po drdhe 2

(1) (L.1)
L=K [(ydvexdy)+K [(ydvexdy)=K(0+1)=K
(00) (0)

Dréhu 3 predstavuje priamka y = x, pricom vzdialenost / od zaciatku siradnic sa da vyjadrit’ ako

l=\/x2+y2
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Obr. R6

Na drahe 3 mad intenzita elektrického pol'a velkost

E=E+E =KX’ +y* =Ki

a smeruje pozdiZ priamky, takZe integral po drahe 3

P V2
13:IEdl:KIldl:K
0 0

Vsetky tri integrdly maji rovnakd hodnotu K, teda hodnota integralu j E.dl nezdvisi od zvolenych

drdh.
¢) Potencidlova funkcia je tvaru

V =—Kxy + kon§t.

7. a) Celkovy naboj v gul'ovej vrstve g = O
b) Pre r <R, je E = 0. Pre R, < r < R z Gaussovho zdkona pre intenzitu plynie

Q(r‘Rz)

Elr)=—"r—"—
( 4mey(R — Ry)r?
Pre r > R je
E(r = 0 3
4neyr
¢) Potencidl pre r > R,
Vir)= 0
4meyr
Pre R, <r<R,
V(r)= - (r_R2+1nﬁ)
47t£0(R1—R2) r r

a pre r < R, je potencidl konStantny a z ddvodov spojitosti rovnaky ako pri r = R,, teda
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vee 92 R yons

8. Ak napiSeme dany potencidl v tvare

-ar _q

y=_4 ¢ q
4ne, 1 4ngyr

vidime, Ze je superpoziciou potencidlu bodového ndboja g a potencidlu

-ar _1

v=—1=_°
4ne, r

na ktory treba aplikovat’ Poissonovu rovnicu v sférickych siradniciach (pozri tabul’ku 23)

PAVAS ’ 2 —ar ’
AVi=2Y 2V _gae ™ P
or r or  4ngyr &

z ¢oho hustota ndboja zodpovedajiica potencialu V'(r) je
g a2 e ar

pr== 47r

Ak hustotu bodového ndboja vyjadrime pomocou Diracovej &-funkcie
po=dr)q
potom vysledna hustota ndboja je superpoziciou p, a p'(r), teda
A= o+ P0)

Yukawov potencidl je teda budeny bodovym ndbojom ¢ a zdpornym ndbojom, ktory je rozloZeny
so sférickou symetriou okolo naboja ¢ s hustotou p'(r). Celkovy ndboj rozloZenia p'(r) je

oo

jp'(r)4nr2dr = —qaZJ.efarrdr =—q
0 0

Rovnica pre Yukawov potencidl sa dd napisat’ v tvare

__4q%(n
&

AV —a?v

v ktorom je zndma z literatury.

9. a) Celkovy nédboj

szpdrz—iijr’z exp(_zr )dr'z—e
o 45

ap

b) Intenzita elektrického pol'a budend elektronovym mrakom

r ’
E,(r)=- ! 5 % exp —ar anr2dr =
4neyr” may 0 ay

e 2r -2r e -2r
=———|I-|1+— pxp| — | |+ 5 exp| —
4neq agr ay ay 2meya ay
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Protén nachddzajuci sa v strede symetrie budi v svojom okoli elektrické pole s intenzitou

e
E,(r)=——
P 41t<5‘0r2

takZe vyslednd intenzita elektrického pola vodikového atému je
E(r) = E(r) + E)(r)

Zavislost’ intenzity pol'a od argumentu #/ay je graficky zndzornena na obr. R9a (Bohrov polomer
ap = 5,29.10"" m, naboj proténu a elektrénu e = +1,602.10™"° C). Z grafu vidime, Ze intenzita
elektrického pol'a vo vnitri atému je obrovskd a neda sa porovnat’ so Ziadnym makroskopickym
polom v beZnom Zivote.

1.0x10"

8.0x10""

Intenzita elektrického pola
6.0x10""

vodikového atému

4.0x10""

E/Vim

2.0x10"" 4

0.0

-2.0x10"" 4 e

0 1 2 3 4 5 6
r/a,

Obr. R9a

c¢) Podrl'a vyrazu (2.88) potencial sféricky symetrického rozloZenia néboja je dany vyrazom

V,(r)=—— | P+ [ peryiar =——— (1 I+ Izj
gry £

nEyay \ ¥
kde
r =2r"\ ,, aS 2 2r? —2r
I =J.exp ——|rdr’ == 1-| 1+ —+—|exp| —
0 a, 4 ap, ag a,
* N, 2 _
I, =Iexp[ 2r jr’dr':%[Her (2)
g a, 4 a, a,
takze

Potencidl od celého vodikového atému je
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V(r) =V (r) + V,(r)
kde

V,(r=—"

4neyr

je potencidl jadra (proténu). Zavislost’ potencidlu od argumentu r/a, je pre uvedené numerické
hodnoty e a a, graficky zndzornend na obr. R9b.

50

40

30 Potencidl elektrického pola

vodikového at6mu

20
104

0

POTENCIAL /V

-10

-20 4

-30 T T r T . T T T T r
0 1 2 3 4 5 6
r/a,

Obr. R9b

10. a) Dizka dip6lu d = ple = 3,85.107"" m. b) Intenzita pola na osi dipélu je 4,1.10° V/m,
kolmo na os dip6lu je —2,05.10° V/m. ¢) Maximélna sila, ktorou dip6l pdsobi na vodikovy i6n
je 6,55.10™" N. d) Elektrick4 sila medzi dvoma molekulami vody je 3,27.107'' N.

11. a) Z obr. R11 vidiet, Ze vysledna sila posobiaca na jeden z nabojov —q je
. V3
f=2fc0s30" - f, =——1(¢-30)
4neqa

Ak g> \/gQ , sila pOsobi von z trojuholnika, ak ¢ < \/gQ , potom sila posobi dovniitra.
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b) Energia ststavy

Tmeg17V30)

47580(1

¢) Sila pdsobiaca na ndboj —g bude nulovd, ak g = \/gQ. Energia ststavy je vtedy nulova.

Systém je nestabilny, pretoZe akakol'vek zmena polohy jedného z nabojov vedie k vzniku nenulovej
sily pdsobiacej na naboj Q, ¢im sa cely systém zriti. Elektrostaticky systém volnych nébojov je
vzdy nestabilny (Earnshawova veta).

12. Intenzita bude maximélna vo vzdialenosti x = 7,1.10~ m od stredu kruZnice na jej osi a jej
hodnota je E,q = 1,73.10° V/m.

13. Podl'a 0obr. R13 je v rovine symetrie nabojov intenzita elektrického pol'a dand vyrazom

Qa

E=2E'cosp=——"— >
ZTESO(r2+a2)

a je kolmd na rovinu symetrie nabojov. Tok vektora intenzity elektrického pol'a je

R

Qa

Y =IE.dS =J-3/22nrdr=Q(l—a}
0 27c80(r2+a2) € R*+d®

Obr. R13

14. Dosku mozno rozlozit' na prizky podla obr. RI14, pricom potencidl od jedného prizku
v strede dosky je

dv’'=

x+fx odx (1+\5)

2n80 X 2n£0

Potencidl od trojuholnikovej ¢asti OAB

aln1+f al2
I ar=
2n80

1n1+f)

a od celej dosky

V:4V':ﬂ1n(1+ﬁ)

e,
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Obr. R14

15. Z vyjadrenia intenzity elektrického pol'a v sférickych stradniciach (pozri tabul’ku 22)

oV 19V 1 oV
E=—gradV=—-e, ————e,4 — —e
£ o " rov ’ rsing g 7
dostaneme pre zlozky pol'a vyrazy
oV 2acos?d b 1 9V 10V asind
E=——=""""" 4" E =— =0 E,=——— =
’ or P r? ?  rsin® og Y r?

I

I
Q

I

E
:/
a
7 E 7 _
L~ /0 N Tx

| %

l

|

I

Obr. R16

16. Nech os x smeruje kolmo na vrstvu, pricom x = 0 v strede vrstvy. Pouzitim Gaussovho

zdkona:
—pre xl <a/2
E = ﬁxi = —sz
& 2¢,
—pre xl > a2
_pa x. Py e
2¢, |4 2¢, 8¢,
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i je jednotkovy vektor v smere osi x. V rovine x = 0 je V = 0. Grafické zdvislosti £ a V od x su na
obr. R16.

17. Nech os x smeruje kolmo na vrstvu, pricom x = 0 v strede vrstvy a nekonecnd rovina
nabitd ploSnym ndbojom o je vo vzdialenosti a/2 na vrstve vpravo. Potom:

—pre xl<a/2
p— 2_
:2px O'i V:_px ox
2¢, 2¢,
o
ol
I
E
|
|
-a g
2 2
0 T x
E
4
E |
I
I
I
Obr. R17
—pre I > a/2
E=P*9 X, V:_pa+0'x+paz+0'a[l+x]
2¢, | 2¢, 8e, 4e, Ao

i je jednotkovy vektor v smere osi x. Pre x = 0 je V = 0. Priebehy E a V v zavislosti od x st pre
o= apl2 zobrazené na obr. R17.

18. Intenzita elektrického pol'a na osi disku vo vzdialenosti z od jeho stredu

E—ﬁ 1nR+\/R27+z2_ R
280 Z \/R2+22
2, .2
a potencidl VzA[R R2+Z2—z21nmJ
4¢g, z

19. Na disku mozno zvolit' nekoneéne tenké kruhové prizky podla obr. R19 s plochou
dS =2rddr, pricom r = 2R cos?a dr = —2R sin?? d &, takze dS = -8R ¢ sin?} cos ¥ d . Potencidl,
ktory budi ndboj na prizku v bode 0 je
1 odS

av = =R Sinsds
dne, r nE,
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0
a od celého disku V- [ gsinsao="21

ey - TE,
V strede disku je potencidl [pozri vyraz (2.84), pri z = 0]
OR 5 1% T
V. =——>V takZe pomer Zsired — Z 5
stred 280 v B

Potencidl na disku teda smerom od stredu disku k jeho okraju klesa.

Obr. R19

20. Vyuzitim vyrazu (2.88) dostaneme potencial a intenzitu elektrického pola pre 0 < r < R
v tvare

A(4R3 - r3) A2
T 12g, 4g,
Pre r >R
AR4 4
Ve £ AR :
deyr 4e4r

Intenzita ma radidlny smer zo stredu symetrie.

21. Pouzitim Poissonovej rovnice dostaneme pre hl'adané nabojové rozloZenie vyraz

oA ,a,( 2 )

=—e " =-a
P 47 r
22. p=-6&a; ndboj na guli je rovhomerne rozlozZeny.
23. Intenzita elektrického pol'a
E =-VV=—(ayi + aog — 20zk)

kde i, j, k st jednotkové vektory v smeroch stradnicovych osi. Priemet E do smeru vektora a je
dany vyrazom

E:Ei—m&_”

© e Vio

V bode M je E, =~(19/+10) a
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24.Prer<r

E=0 yo ! [42_%]
drey\r, n
prer <r<nr
1 1
4aney r dneg\r, 1
aprer>r,
1 - 1 -
_ 9> 2q1 e, V= 9~ 4
dme,  r 4me,  r

e, je jednotkovy vektor v radidlnom smere zo stredu symetrie. Ak sa gule navzajom posunt, potencial
vo vzdialenom bode bude superpoziciou potencidlu bodového néboja vel’kosti ¢, — g a potencidlu
dip6lu s momentom p = ¢,8x.

Obr. R25

25. Z obr. R25 plynie pre potencidl vo velkej vzdialenosti r (v rovine kolmej na dvojicu
priamok)

V= A (1nr1—1nr2)= In-L
2neg, 2ne, n
pricom pre r » d
2
5 r2+(£) +rd cos @
n A 2 d d
In—=In——=In 5 =In|1+—cos¢@|=—cos¢@

1) nrn r r r

Potencidl priamkového dipdlu je teda

Ve Adcosgp  p'r
2reyr 27t£0r2
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kde p' = Ad je moment priamkového dip6lu. Intenzita elektrického pol'a

E =—gradV = L[Lf)—%}
2me, r r

26. Pre r > a je hladany potencidl rieSenim Poissonovej rovnice, ktord ma v cylindrickych

stiradniciach pri osovej symetrii tvar (pozri tabulku 23)

11(&) _ Ak
rdr\ dr & Eor

Po udprave rovnice a prvej integracii dostaneme
dv kG
—=-FE=——+2

dr & F
kde C; je prva integracnd konstanta. V oblasti r < a je intenzita elektrického pola nulovi, a teda

prer=a
w__k.G_,

dr & T

odkial pre integra¢ni konstantu plynie hodnota

o =a£
€

Potencial dostaneme d’alSou integraciou vyrazu dV/dr v tvare

V=—£r+C1 Inr+C, =£(alnr—r)+C
& &

kde C, = C je druhd integrand konStanta. V oblasti r < a je potencidl konStantny a rovny jeho
hodnote pri r = a, teda

V=£(alna—a)+C
€o

27. Umiestnime pésik symetricky okolo osi x pravouhlého stradnicového systému podla obr. R27.
Nekonegne tizky priizok dy s dizkovym nibojom dz= o(y)dy vytvori v bode M(yy, zo) elementarnu

intenzitu
dE = dz O'(y)dy

2meyr 2ne, (yo—y)2+z§

Priemety intenzity do smerov osi y a z su
a
o -y)d
Ey:IdEcos¢: I (y)(yozy)zy
ey < (vo— ) +2

EZ:IdEsinwz I O'(y)zgdy 5
e 2 (vo—¥) +7
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a 0 y y
Obr. R27
a) Ak 0 = gy = konst., integraciou poslednych vyrazov dostaneme
o (yo—a)2+zg (o a+ty, a-—y,
E, =- % In ) E, = arctg +arctg———
aney  (yg+a) +z; 2mE, ) )
b) V tomto pripade integrdcia vedie na tvary
o, ( 2n ) 2n oy ( 2n ) 7o . 2T
E, =————exp| ——|zo|| cOsS— E =——exp| ——|z¢| |7 sin—
v = e, S "7 foljeos T £ =g, X7 ol E

Pozndmka: V pripade b) treba vyuzit’ integral

J. Lyz sin(ay)dy = nexp(—a,/ p— qz) \/cq;bz sin(aq)+ c cos(aq)
o pP—q

p+2qy+y

28.E,=(q1 + 92)/(2&), E; = (g1 — ¢2)/(2&), 01= 6, = (q, + q2)/2, 0' = —0%' = (q1 — ¢2)/2.

29. Hlradany potencidl je rieSenim Laplaceovej rovnice

oV oV

+—5=0
oxr oy’

a v rovine y = 0 predstavuje periodicki obdiznikovii funkciu, ktorti moZno rozviniit' do Fourierovho
radu

kde n = 1, 3, 5, ... si vSetky nepdrne kladné ¢isla. RieSenie Laplaceovej rovnice mozno hladat’
Vv tvare

V(x.y) = X(x).Y(y)

Dosadenim tohto vyrazu do Laplaceovej rovnice a po jej Gprave dostaneme rovnicu

1d*’x 1d%
_— =
X dx* Y dy?
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Prvy €len tejto rovnice zdvisi iba od x a druhy iba od y. Aby rovnica bola splnend pre vSetky x a y
treba, aby sa jednotlivé ¢leny rovnali konStantdm. PoloZme teda

1 d°x ) )
Yoz~ gk
kde
ka = ky2 =k
je predbezne 'ubovol'nd konstanta. RieSenia tychto rovnic si
X = A sinkx + B coskx Y=Ce®+De™®
takZe
V(x,y) = X.Y = (A sinkx + B coskx).( C e + D e™)

kde A, B, C, D si integracné konStanty. RieSenim Laplaceovej rovnice bude aj superpozicia
takychto rieSeni, teda

Vix,y)= z (A, sink,x+ B, cos knx)(Cnek”y +D, e )

n

pre n neparne. Hodnoty konstant A, B, C, D treba ur€it’ z okrajovych podmienok. Pre lyl — oo
potencidl musi klesat’ k nule, z ¢oho plynie, Ze musi platit’

C,=0prey>0 a D,=0prey<0

Tiez B, = 0, pretoZe rieSenie v rovine y = 0 neobsahuje ¢leny s kosinusmi. Pre konStanty A, a k,
z vyrazu pre potencidl v rovine y = 0 plynie

4V, nt
S Ly
Hl'adany potencidl je teda tvaru
4V, 1 nm nm
V(x,y)=—2) —ex (—— )sin—x re y >0
(v.y)=— Z —exp| ——  Jsin— pre
4V, 1 .
V(x,y)zfoz—exp(+n—nyj sin 2% x pre y<0
T n a a

n

Jednotlivé ¢leny potencidlu (harmonické zlozky) klesaji exponencidlne s narastom lyl. n-td
harmonicka klesne na 1/e-tinu vo vzdialenosti y, = a/(nm). Amplitidy harmonickych zloZiek klesaju
vel'mi rychle, takze uZ pre lyl > a/t mozno potencial vyjadrit’ pribliZnymi vyrazmi

4V, .
V(x, y)z—oexp(—ﬁyj sin > x pre y 2 a/m
I a a
4V, T . T
V(x,y)= —Oexp(— yj sin—x pre y<—a/m
T a a

30. Z vyrazov (2.21) alebo (2.119) plynie pre intenzity v bode A hodnota E|, = 3,1.107 V/m,
a v bode B hodnota E, =—6,2.10” V/m.

31. Energia dipdlu p, v elektrickom poli E, dipdlu p, je W = —p,.E,, pricom
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2

1 [31‘(1721) _pz}

4neg, 3 3

r r
takze W= L | pi.p, 3(p.r)(py.r)
dney | 1 5

r r
Vyraz pre energiu je symetricky vzhl'adom na p; a p, — ide o vzdjomnu (interakénu) energiu.
32. Vo vzdialenosti r od priamky je intenzita elektrického pol'a

" 2meyr

kde e, je jednotkovy vektor v smere vzdialenosti r.
a) Vektory p, e, resp. E, su kolinedrne. Vel'kost sily pdsobiacej na dipdl je dand vyrazom

dE, Ap

F =p.gradE =p.—Le =%
r=P-8 r =P o 27550"2

a smeruje k priamke alebo od nej podla orientdcie dipélu. Moment sily
M=pxE,=0
b) Vektory p a E, st navzdjom kolmé. Sila F, = 0 a moment sily

M=pxE, =% i

€y

T 2meyr

kde e, je jednotkovy vektor v azimutdlnom smere.

Obr. R33
33. Potencial v bode P na obr. R33 je dany superpoziciou potencidlov od jednotlivych nabojov,
teda
v 4 [1+1_2)
dreg\n, 1
pricom

n =\/r2 +d? +2rdcosg0=r\/l+p2 +2pcos@

;"2:\/r2 +d? —2rdcos¢:r\/l+p2 —2pcos@
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kde p = d/r. Vyraz pre potencidl mozno teda napisat’ v tvare

q 1 1

= + -2
4ngyr \/1+p2+2pcosq0 \/l+p2 —2pcos@

KedZe p « 1, mozno prvé dva €leny v zatvorke rozvinit’ do mocninného MacLaurinovho radu
podl’a mocnin p s vyuZitim rozvoja

! :1_l§+§52_... kde v naSom pripade S=p* £2p cosg
V1+68 8

takze dostaneme

1 B 2

—  =1%¥pcos (o+p—(3cos2 qo—l)i cleny vyssich rddov
[ 2 2
1+ p°t2pcos¢p

Ak sa obmedzime na &leny s mocninami najviac p*, potom pre potencidl dostaneme vyraz

a2
y=_4

4reyr

3 (30052 (p—l)

34. Podl'a obr. R34 a vyrazu (2.127) je potencidl na osi kruhovej dvojvrstvy vo vzdialenosti
z dany vyrazom
v=—"L—{a0
4me,
Q

kde dQ =27 sing d @ je element priestorového uhlu Q , takZe

’ ’

Po
v=-_L IZnsin (pdgﬂzL(l—cosgBO)
0

B 4re, 2¢&,

Kedze cos@p, =2/ R*+z* mozno vyraz pre potencial napisat’ v tvare

yot (I_Z]Z
260 JR2+2) A

z

p

Obr. R34
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Intenzita elektrického pola v bode P je

_av_ PRz

R _260(R2+z2)3/2 g

z

35. Intenzita elektrického pola od nédbojového elementu Adx (obr. R35) vo vzdialenosti r je
dand vyrazom

Adx
dE = 5
4meyr
a zlozky v smeroch osixay
. Adx
dE, =— S sina dE| = S cosa
dme,r Anegr
dE y
[0
r
d
0 X Adx
Obr. R35

Ak vezmeme do tvahy, 7e x = d tga, dx = (d/cos*@)daa r = d/cosa, mozno posledné vyrazy uviest
na tvar

dE, =— A sinada dE| = A cosada
4meyd 4meyd

Integraciou tychto vyrazov podl'a &zod 0 po 7/2 dostaneme
A A
x =7 E y =
4med ° 4mend

Velkost vektora intenzity elektrického pol'a

22
E=\E2+E?=
Y dneyd

a uhol, ktory zviera vektor E s osou x

o, = arct, i—45°
0= gE =

£
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36. Pole v dutine moZno povazovat’ za superpoziciu pol'a od naboja rovnomerne rozloZeného
v celom objeme gule s hustotou +p a pol'a ndboja rovnomerne rozloZeného s hustotou —p v gul'ovom
objeme s polomerom R'. V dutine bude teda platit’ (obr. R36):

Obr. R36

) E=Lr- Ly L(r—r') P

3¢, 3¢ 3¢, B 3¢, 0
Je dobre vSimniit si, Ze elektrické pole v dutine je homogénne a pre kladné p ma smer vektora ry.

b) Pri danom R bude elektrické pole v dutine maximdlne, ak bude ry, maximdlne, a teda ak
ro=R — R, t.]. ak sa dutina svojim okrajom bude dotykat’ vonkajsej gulovej plochy. Objem dutiny
7=47R"/3. St&in
_4mp

9¢,

& (RR'3 - R"‘)

bude maximélny pre také R’, ktoré spifia podmienku

JdtE _ 4mp
oR"  9¢,

(3RR’2 -4 R'3) =0 a teda ak R'/R = 3/4

37. Z vyrazu pre nulovy potencidl

V_I(Ql_szzo

dnea\n 1

plynie vztah medzi vzdialenostami r; a r, ndbojov od l'ubovolného bodu na ploche nulového
potencidlu (pozri obr. R37)

Oiry = Qory

Podl'a kosinusovej vety

rl2 =r2+d2+2rdcos¢

r22 =r2+d2—2rdcos¢
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V=0

Obr. R37
takZe rovnicu pre plochu nulového potencidlu mozno napisat’ v tvare

2.2
r2+d2—2rd%cosq0:0
o -0

V poléarnych suradniciach je to rovnica kruZnice s polomerom

2
R=d 7lesz
Or —0;
a stredom leZiacim na poldrnej osi vo vzdialenosti od bodu 0

2 2
n=d 22
o -0

Plocha nulového potencidlu je teda gulova plocha s polomerom R a vzdialenostou stredu ry
od zacdiatku zvolenej suradnej sustavy.

3 Elektrostatické pole za pritomnosti vodi€ov

38. Intenzita elektrického pol'a v gul'ovom kondenzatore podla obr. R38 (pre a < r < b) je

E(r -1 a na povrchu vnitornej gule E(a -4
dmeyr? dneya’
Rozdiel potencidlov guli je
U=—1 (1 _l) z ¢oho q=4neU ab
dmeg\a b b-a
takZe intenzitu elektrického pol'a na povrchu vnitornej gule mozno vyjadrit’ ako
bU
(a)=
a(b—a)

Intenzita bude mat’ extrém (v tomto pripade minimum) pre takd hodnotu a, pre ktort plati
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BE(a):bU 2a-b -0
da a’(b-a)?

odkial’ pre polomer vnitornej gule s minimédlnou intenzitou plynie hodnota a = b/2. Kondenzator
bude mat’ pritom kapacitu

C= 4dneqab

=4mne b
b—a 0

%

Obr. R38

39. Intenzita elektrického pol'a v koaxidlnom kabli je

E(r)= A
2mneyr
a na povrchu vnitorného vodica s polomerom a
E(a)=
(@) 2neya

kde A je naboj na jednotku dizky vodiga. Napitie na kabli moZno vyjadrit’ ako

U= A nl z &oho P
2ne, a b
In—
a
takZe E(a)= L
aln—
a

Intenzita bude minimélna pre taky polomer vniitorného vodica ay , pre ktory plati

l—lni

(@) :Uiao:o
oa a=dy azln2i
0 2

z Coho pre polomer vnitorného vodica plynie hodnota ay = b/e, kde e je zdklad prirodzenych
logaritmov.
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40. Roviny B a C su na potencidloch

) o
Vp=—0ua Ve=—Db
€o €o

oproti zemi.

A
IEB Ec TEBA
B (2
E
c o' l BC
Eg 1E'C JECD
D

Obr. R41

41. Ulohu mo7no rieiit’ napriklad s vyuZitim zdkona superpozicie. Mozno vybrat dosku C
a pocitat’ intenzitu elektrického pol'a od naboja na doske B. Pre tento pripad plati (pozri obr. R41)

Ega= Ej2a a z Gaussovho zakona Egx+Ep= o

€o
takZe = 20 - o
3¢g, 3g,

Podobne, ak sa odstrani doska B, potom intenzity elektrického pola od ndbojov na doske C si

, 20"
_o E. - o
3¢, 3g,

Ec
Podl'a obr. R41 si vysledné intenzity

1 1
EBA:EB+EC:§(2O'+O',) ECD:E;;JFEé:?(O"FZO',)
0 0

, 1 ,
EBc:EB_Ec:Tg (0-0")
0

Potencialy rovin B a C oproti zemi sd
V= Egya =——(20+0") Ve = Eqpa = ——(6+207)
B = Epad =7 £ = Eed =y e

a napitie medzi rovinami B a C
a
Upr=Vs—-V,.=—(0-0")
B =Vp~Ve =3 e
42. Plati (pozri obr. R42)
o
Ed, =E,d, E +E,=—

z ¢oho
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od, __0Oa od, __O0¢

E=——"*—= E, = =
' ey(d +dy) & P gy(d+d,) o

kde o, a o st plosné naboje na rovinach A a C, takze

ad, ad,
O4=- Oc=—
dy+d, d,+d,
A
B Id1 (<] TE1
C
Obr. R42
43. Ndboje na rovindch A a B st
_ (1_1) X
qa d q 9B d q

44. Pouzitim podobného postupu ako v predchddzajicej tdlohe dostaneme

_ ﬂb—r. _ ér—a
Qa qr b—a’ qb qrb—a

Obr. R45

45. Podla tlohy 37 dva bodové ndboje +Q; a —Q, budia vo svojom okoli elektrostatické pole
s gulovou plochou nulového potencidlu. Polomer tejto plochy a poloha jej stredu je rieSenim
spominanej tdlohy. Elektrostatické pole takejto dvojice z vonkajSej strany gulovej plochy sa
nezmeni, ak sa plocha nahradi gul'ovou vodivou uzemnenou plochou, pricom vnitorny naboj sa
odstrani, pretoZe ho nahradi indukovany ndboj na ploche.

Potencial gulovej uzemnenej plochy a bodového ndboja podla obr. R45 mozno teda
modelovat’ dvoma ndbojmi — redlnym nabojom +¢ a "zrkadlovym" ndbojom —¢', ktorého velkost’
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a uloZenie mozno ur€it’ pomocou vysledkov tlohy 37 s uvdZenim oznaceni na obr. R45. Pre
polomer gulovej plochy plati

a=(-8—H—
q —9q
a vzdialenost’ Jjej stredu od ndboja —¢'

’2
q
72

" -q

o0=(1-9)
Riesenim poslednych dvoch rovnic pre ¢' a d dostaneme
a a
=4 5=
=71 I

a) Potencidl v oblasti » > a (mimo gule) bude superpoziciou potencidlu od nabojov g a —¢',
teda vzhl'adom na obr. R45
1 ,
v=—(2-2]
dre \1I" 17

I'=\r*+1> = 2rlcos @ 1”=r* +68* =2rScos

kde

takze

1 a

V(r,p)=—1

4me R IAE i : ’
o ‘/, +17=2rlcos @ l\/r2+?2_2ralcosqo

b) Ak je gul'ova plocha izolovana nenabitd, potom k potencidlu vypocitanému v bode a) treba
superponovat’ potencial bodového néboja +¢', umiestnené¢ho v strede gul'ovej plochy.

c) Ak je gulovéd plocha izolovand a nabitd nabojom g, treba k potencidlu z bodu b)
superponovat’ potencial bodového néboja g, umiestneného v strede gule.

Vo vnitri gulovej plochy je potenciél v pripadoch a) nulovy, b)

’ ’

q q q +q
= = = konst. a v pripade ¢ V= = konst.
dmea  4meyl pripade ¢) Amea

CINT)

46. Podobne ako v tlohe 45 mozno ndjst’ "zrkadlovy" ndboj ¢' (z vonkajSej strany gulovej
plochy), ktorého velkost je ¢' = —(a/d)q a je umiestneny vo vzdialenosti d = a*/J od stredu gulo-
vej plochy. Néboj ¢ bude pritahovany ku gul'ovej ploche silou

1 qq’ q ad

- ane, (d - o)  4ne, (a2_52)2

ktord nezavisi od elektrického stavu gule, t.j. ¢i je gula uzemnend, izolovand, nabitd alebo
nenabita.

47. Nenabiti kovovi gul'u mozno podla tilohy 45 modelovat’ dvoma ndbojmi ¢' = —(R/l)q aq"
= —¢, priom ¢" je umiestneny v strede gule a ¢' vo vzdialenosti § = R/ od stredu gule smerom

My

k ndboju g (pozri obr. R47). Intenzita tychto troch ndbojov v bode A (najblizsi k ndboju g) je
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1 q q q” qg 3l-R

aney| (R-1] (R-0) R°| 4ne, lI—R)

A

a v bode B (najvzdialenejsi od naboja gq)

_ 1 q N q +i”: q 3l+R
dney| (R+1)" (R+0) R*| 4me l(1+R)

Ep

Po dosadeni ¢iselnych hodndt dostaneme E; = 2 246,9 V/m, Ep = 349,5 V/m. Intenzity
v oboch bodoch smeruji na obr. R47 dol'ava.

Obr. R47

48. Pri vypocte plosnej hustoty ndboja na uzemnenej guli v pritomnosti bodového naboja g
mozno vychddzat' zo skutocnosti, Ze

a) intenzita elektrického pol'a na povrchu gulovej plochy ma smer normaly (smeruje do vnttra
gulovej plochy),

Obr. R48

b) plo$nd hustota naboja na guli je viazana s intenzitou pola podl'a Coulombove;j vety.
Intenzitu elektrického pol’a na povrchu gule mozZno vypocitat' ako priemet intenzit elektrického
pol'a od ndboja ¢ a zrkadlového ndboja —¢q' = — (a/l)q na polomer gule podl'a obr. R48. Zaved'me

oznalenie p = a/l, takze zrkadlovy ndboj ¢' = pg a jeho vzdialenost’ od stredu gulovej plochy &
= pa. Z obr. R48 d’alej plynie, Ze
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r:\/12+a2—2alcos¢:l\/l+p2—2pcos¢)

r':\/a2+52—2aé'cos(0 :a\/1+p2—2pcos¢ =pr

Intenzita pol'a v bode P na obr. R48 je

E=E'cos @+ E"cos y
kde

’

P PR S
4meyr dmegr’™  4Ameypr

Ak d’alej uvdzime, Ze
a=p0+¢ atiez y=p4

¢o plynie z podobnosti trojuholnikov OAP a OPB, mozno dojst’ k vyrazu pre intenzitu elektrického
pola na gul'ovej ploche v tvare

_q 1-p?
- 3/2
44 (14 p7 2 peosg)

Podl'a Coulombovej vety je na povrchu gule zdporny plosny néboj s hustotou

_=q 1-p?
" 4mla (

o(p)=-£E 5 32
1+ p°—2pcos (p)

Celkovy naboj na guli dostaneme integraciou o po celej gul'ovej ploche. Ako plo$né elementy na
guli zvolime pésiky s ploskami dS = 2na’sin@ d @. Celkovy naboj na guli

L
0= ZTcazj osinpdp= —%q: -q’
0

Z bodu A vidiet’ ¢ast’ gulovej plochy, ktord je na obr. R48 vymedzena uhlom ¢, pre ktory
plati
a
cos P, = 7 p

takZe naboj na tejto Casti plochy je
Po ,
0 =2na> Iasin pdg= —%(H p—r1— pz)
0

49. Intenzity a potencidly elektrického pol'a si

+q +q
E:L 6]2 V:L 9 prer>r;
4meyr 4meyr
ra
E=0 v=A179 prer;>r>r,
4y ;
1 +q
E=—1 3 V:(q+qq—q] prer,>r>n
4meyr dmeg\ r 7 r
1 +q
E=0 V=(q+q 4 _qj prer<r
dmey \ 1 7 r

Intenzity elektrického pol'a maji radidlny smer.

592



Z Coulombovej vety plyni pre plo$né ndboje na jednotlivych gulovych plochidch vyrazy

q q q+q
o\n)= o\n)=— o\ry) =
(1) 47tr12 (2) 475}’22 (3) 47tr32
2 2
50.2)10°V, b) f=2 S _1CUZ g5y
24> 2 d
©)2.10°V, d)5.10™7J
2 2
51 C_i(k+1) c _q (k+1)
: 1= 2~ 2
U k-1 U k>—k
52. -2 _G6-6
C+C  G+G
0= 0"y %=6A "y
G +G, G+G

Po spojeni svoriek A a B dochddza k dbytku energie kondenzatora o

C
16 U2
G +GC

AW =-2

v dosledku tepelnych strit vo vodiCoch a vyZiarenia elektromagnetického impulzu.

|
I
|
|
|

|
|
T
!
|
|
I
!
I
I
i

Obr. R53

53. Najprv ukdZeme, Ze ekvipotencidlne plochy dvoch paralelnych priamkovych ndbojov
s hustotou +4 (C/m) umiestnenych paralelne vo vzdialenosti 2/ (pozri obr. R53) st valcové

plochy. Pre potencidl v bode P plati
At

In
2ney, 1

V= + konst.

Na ploche konStantného potencidlu

p
L= konst. =k alebo rl2 = k2r22
n
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Ak do posledného vzt'ahu s vyuzitim kosinusovej vety dosadime

r12:r2+l2+2rlcosq0 a r22:r2+l2—2rlcosq0

po tprave dostaneme rovnicu

1+ k2

r? 41?4+ 2rl——
1-k

cosp=0

Této rovnica je rovnicou prierezovej krivky ekvipotencidlnych ploch v polarnych stradniciach — je
to rovnica kruznice, ktorej polomer a a vzdialenost d jej stredu od zaciatku O na poldrnej osi
spliiaju vztahy

kK2 +1
d-a*=1 d=15"
K2 —1
z ¢oho
k k2 +1
k2 -1 k*-1

Ekvipotencidlne plochy si teda valcové plochy obopinajice ndboje +A, pri¢om valcové plochy
rovnakého polomeru s na potencidloch, ktoré su v absolitnej hodnote rovnaké a 1iSia sa znamienkom.
Ekvipotenciélne plochy moZno nahradit’ vodivymi valcami a ndboje +A preniest’ na ne — pole v okoli
valcov bude také isté ako pole priamkovych nabojov umiestnenych vo vzdjomnej vzdialenosti

I=Nd*-a*

K vypoctu kapacity valcov treba poznat’ rozdiel ich potencidlov (napitie). Pre 'ubovolny bod P na
valci s ndbojom +4 a symetricky na valci s ndbojom —A4 v bode P' st potencidly

tA  n
V1,2 =——In—+ konst.
2ney  n

takZe rozdiel potencidlov (napitie) valcov

TEy r

Tento vyraz plati pre 'ubovol'né dva body na valcoch, a preto tieto body mozno zvolit’ na prieseénikoch
spojnice osi valcov s valcovymi plochami (body P, a Py’ na obr. R53). Tam plati

A A d-a+l_ A d-a+Vd’-a> _ A [d dz_l]

U=——In—=——-1In =—In————=—+In|—+
ey, r, mE a—d+l TEy 4_gadi-a2 T |a \d?

takZe kapacita na jednotku diZky dvojice valcov

A_ TE T
v [ d d? ] argcosh d
a a

V praxi st polomery a valcov malé oproti vzdialenosti ich osi 24, t. j. d/a » 1. V takych pripadoch

C'=

[F/m]

argcosh d =1In 2d
a a
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a kapacita c’ & [F/m]

In—
a
Posledny vyraz uddva kapacitu na jednotku dizky technicky déleZitého dvojvodiového symetrického
vedenia (zndmeho tieZ pod ndzvom "dvojlinka"). Spolu s indukénost'ou na jednotku dlzky udédvaji

tieto parametre doleZiti elektrotechnickd veli¢inu vedenia — vlnovd impedanciu (vlnovy odpor)
vedenia.

54. Potencidl plasta voci zemi je

QU+ GU, +GU;,

UO
C+Cy+ Gy

55. Napitia na jednotlivych kondenzétoroch si

U{:Q(U1+U2+U3) U§=£(U1+U2+U3) U§=£(U1+U2+U3)
G G G
kde

1 1 1

lzi_}_i_}_i
c ¢ G G

56. Ak privedieme na svorky A a B ndboje +Q, rozloZia sa tieto ndboje na doskdch tak, ako je
to zndzornené na obr. R56. Plosné néboje si o= Q/(2S) a intenzita elektrického pola E = o/ &,.
Medzi svorkami A a B je napitie

UAB:Ehzghz Qh a kapacita CAB:&ZQ,@:ZC
& 2&,S AB h
+0
jE
-
—Q O ——- +Q
A - B
E
+0
Obr. R56

UvaZovany systém dosiek predstavuje dva rovnaké kondenzatory s kapacitami C = &S5/h zapojené
paralelne.

57. Naboje £0Q privedené na svorky A a B sa rozloZia na doskdch tak ako na obr. R57a. Pre
plosné hustoty a intenzity platia vztahy

o, +0,=0=2 E+E=Z 2E'h—Eh=0
S &

Z tychto rovnic dostaneme intenzitu

po20 20

L2 2 Oh
3eg, 3¢S

a napitie medzi svorkami A a B Uyp=Eh==="—
3 &S

595



0 _3eS 3,

z ¢oho kapacita =
Uy 2 h 2

Cap=

C = §5/h je kapacita susednych dvoch dosiek. Vysledok moZzno dostat’ priamo, ak si uvedomime,

Ze sustava dosiek predstavuje sériovo-paralelné spojenie troch rovnakych kondenzitorov podla
obr. R57b.

— 01 r
A E
+Q o + G
+Go
E a)
-Q  o— B
B —G1 p
E'
+ G1
C
A c c B b)
[
Obr. R57

58. C4p=3C, kde C=§S/h

59. Integraciou napiti po uzavretych drahach na obr. R59a dostaneme dve rovnice

A a)
T ~1~<71:.t:0E1 l
d-a E4 &
L Cac
1
c +0,=84(Ey- Ey) "
1 , 1
a Eyy % T TCCB J %2
l
B -61=50(E2' E21) H
T Cep
d-a E, 7
D l -62 =-%9 Ez T b)
Obr. R59
El(d—a)+E21€l= gl E21a+E2(d—a) = 82

a z porovnania ndbojovych hustot rovnicu

E21 =E1 +E2

Riesenim tohto systému rovnic pre E,; dostaneme
&+ &
Ey = =
d+a
Napitie medzi doskami C a B je
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a
Ucp = Eya=(4+ gz)m
Kladna je doska C.
Iny spdsob riesenia plynie zo zapojenia na obr. R59b, ktoré je elektrotechnickou obvodovou
nahradou sistavy dosiek a zdrojov na obr. R59a. Hodnoty kapacit kondenzatorov si

&S oS
Cac=Cpp= 0 a Ces ==
—a a
a pre obvod na obr. R59b platia rovnice [pozri vyrazy (3.20) a (3.21)]
;51:%4_% %=%+@ QAC_QCB+QBD:O

CAC CCB CB BD

kde Qac, Ocp, Opp su ndboje na jednotlivych kondenzatoroch. RieSenim tychto rovnic dostaneme
napitie Ucp na kondenzétore Ccp v tvare

@) C,0 + Crps, . o a
UCB:CCB:CACI B (% +2)
CB ac +Cept+Cpp d+a

60. Medzi kapacitami v trojuholniku a vo hviezde platia vztahy

¢+ GG _ GG (4 GG _ o
CG+C C+CG G+G GH+G

.+ GG _ GG
Ta+C, C+G

Riesenim tychto rovnic pre C,', C,', C5' dostaneme

c? C? c?
Cl=— C;=— C;=—
Cl CZ C3
kde
C?=CCy+ CiCs + CoCy
alebo pre Cy, C,, C3
G= ca ?3, G = 7C1,C,§ G= ‘C{C:é
C C C

kde
C'=C/'"+C)'+C

61. Ulohu mozno riesit dvoma sposobmi:
a) pouZitim vyrazu pre energiu v tvare [pozri vyraz (3.32)]

1
W:fJ. vdt
> P
T

kde 7je objem gule a d7 je elementdrny objem, ktory v pripade sférickej symetrie rozloZenia naboja
mozZno volit' v tvare gulovych vrstiev, teda dz = 4nr’dr. Ak uvazime, Ze hustota naboja v guli
p=0/T=30/(4na’) a potencial v guli

2 2
V-2 (a_r]

dmea®\ 2 6
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[mozno ho vypoéitat’ vyuZitim vyrazu (2.88)], potom dosadenim do vyrazu pre energiu dostaneme

30°

20meya

a
W= 2an V(ryridr =
0
b) z vyrazu pre energiu v tvare

W:i'[Ezdr:@'[Edei jEfdr:Wl W,
2 2 2
oo T

oo—T

kde oo — 7je cely priestor mimo objemu gule. Intenzita elektrického pola vo vniitri gule

E, :$ a mimo gule E,= 0
3 2
4neqa 4meyr
takZe jednotlivé prispevky k energii si
2 @ 2 2 4 2
d
W = Q 6J.r4dr: Q a W, = Q —;: Q
8reya ) 40meya 8ne, o " 8neqa
) - 30°
Celkova energia je znovu W=W+W,=—"-—
20mepa
62. Zmena energie jadier po rozpade
2
AW =W - 2w’ kde w=—2
20meya

je energia jadra pred rozpadom (pozri tlohu 61) a

, 3Q/2

" 20meqd’

je energia kazdého z jadier s polomerom a' s celkovym nabojom Q' po rozpade, pricom
0'=0R a a'=al2")
takZze
AW=W(1-27")=68.10""J =425 MeV
Pre hruby odhad uvolnenej jadrovej energie budeme predpokladat, Ze kilogram Stiepneho materidlu

obsahuje
1

" 235m,

n =255.10"kg™

jadier U**. Uvolnend energia z jedného kilogramu $tiepneho materilu je
Wig = AWn =1,73.10" J kg™

Explozivna energia vybusnin sa uddva v mnoZstve uvolnenej energie na jednu tonu trinitrotoluénu
(1t TNT), priom 1 t TNT ~ 4,2.10° J. Uvolnend jadrova energia na jeden kilogram 3tiepneho
materidlu je

W =41254t TNT.kg™' = 41 kiloton TNT kg™ !!!

Pre porovnanie, tato energia sa rovna tepelnej energii ziskanej spalenim priblizne 6000 ton kvalitného
¢ierneho uhlia.
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63. Intenzita elektrického pola ndboja rovnomerne rozlozeného na guli s polomerom a je pre
rza
9

E=
4meyr?

a pre r < a sa rovna nule. Energiu takéhoto nabojového rozloZenia moZno vypoditat’ pouzitim
vyrazu

W= [ e
2

integraciou cez cely objem okrem objemu gule, v ktorom je intenzita pola nulovd. Ak zvolime
objemové elementy d 7= 4mr’dr potom

W=

0> ]? dr 0>
8mey Y 1 8mEya
z ¢oho pre polomer gule plynie
0>
a=
ne W

Dosadenim c¢iselnych hodnot dostaneme pre polomer T-mezénu hodnotu a = 1,56.107" m.
64. Energia molekuly (na jeden i6n) je

2 2 2 2 2
W= 1 _2i+zi_zi+... = — ¢ (1_14_1_14_..):_ ¢ In2
4me, a 2a 3a 2nEya 2 3 4 2neqa

Energia je zdpornd, o znamend, Ze na rozloZenie molekuly na idny treba vynaloZit’ pracu.

4 Elektrostatické pole v dielektriku

65. Uhol ¢ sa nezmeni, ak hustota kvapaliny bude

1
=|1—-—
P [ é‘,jpo

kde oy = 3m/(4TR>) je hustota materidlu gul'6ok.

66. Ak sa na gul'ové plochy privedd nédboje +Q, potom napitie medzi nimi bude

R+h R,
U= IEldr+ IEzdr
R Ri+h
kde -2 a go_ @

1= 2 25— 3
4meyE, 1 ATELE, o1

st intenzity elektrického pol'a v dielektrikdch s permitivitami &, a &». Integraciou dostaneme pre

napitie vyraz
v @ 1_1_1(1_1)
4ney | 4R E,R, R +h\g, €

rl
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a pre kapacitu
4AneyE,1€,0R R (R +h)
£, (Ry = R)R, +(€,,R, —€,,R))h

c=2-
U

67. Ak sa na doskdch nachddzajui ndboje +Q, potom na kondenzétore je napétie

= g[i‘f'ﬂj = L[Erld +(£r2 - 8r1)h]

EOS € ) 808r18r2S
a kapacita kondenzatora

€0€r1€r2s

O e
U €r1d+(€r2 _grl)h

68. Ak je na kondenzétore naboj +Q, potom je na lom napitie

U:gj dr :gj dc _Qa, .,
Soe(x) 8OSOx+a &S
z ¢oho kapacita
_90_ &S
U aln2

Intenzita elektrického pol'a vo vzdialenosti x od kladnej elektrody (pozri obr. R68)

o ou o X
E=——=— — a polarizécia P(x)=(e—€,)E=0
gx)  ey(x+a) (x)=(e=2) x+a
a
+U E() 0
0 X
Obr. R68

CU &)U
O':gzi— 0

kde =
S S aln2

(vektor polarizicie smeruje doprava). Pre hustoty plosnych viazanych ndbojov dostdvame vyrazy
0,0)=P0)=0 o,(a) = P(a) = a2
Priestorova hustota viazaného naboja v dielektriku je

dpP a
Py(x)=—divP = =-c

(x+a)

Pri kladnej doske sa teda plosnd hustota viazaného ndboja rovnd nule a pri zdpornej je o,(a) =
= 012 = U/(2a In2). Priestorovy viazany ndboj v dielektriku je zdporny a jeho celkova hodnota je
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A —
0

Je to ndboj, ktory kompenzuje kladny viazany plo$ny ndboj o5/2 na povrchu dielektrika pri zdporne;j
elektrode.

69. a) PretozZe pole vektorov D a E v priestore ohrani¢enom gulovymi plochami je radidlne,
mozno zvolit’ gulovii Gaussovu plochu s polomerom a < r < b, na ktorej plati (D, + D,)2m* = Q,
kde D, je elektrickd indukcia vo vdkuovej Casti objemu a D, v Casti s dielektrikom. Na rozhrani
vakuum-dielektrikum plati hrani¢nd podmienka D,/& =D,/€. Z poslednych dvoch vyrazov plynie,
ze

_ & 0 €& 0
= a2 D, = 2
Ey+E2mr Ey+E2mr
b) Pre intenzity elektrického pol’a plati

D
E = 1
=) &
takze

I 0
E =E, = 3
Ey+E27r

¢) Na vniitornej gul'ovej ploche v Casti kde je vakuum bude rozloZeny plosny naboj s hustotou

Q Q

£y +€ 2ma* £y + & 2ma>

o, =¢§)E = =Dj(a) av Casti s dielektrikom o0, =¢E, = =D,(a)

Na vonkajsej gulovej ploche budd ndboje s hustotami ¢’ = —D(b) vo vakuu a 6’ = —D,(b)
v dielektriku.
d) Na vnitornej ploche dielektrika bude viazany ndboj

e—€&, O
o,=—P(a)=—€-&))E(a)=— 0_=_
v (@)= ~(e~ &) Ea) e+é&, 2ma’
a na vonkajsej ploche
e-&, 0
o, =P(b)=(e—¢&,)E(b)= 0
v = P(b)= (=) Eb) £+&, 2mb*
Priestorovy viazany naboj v dielektriku nie je.
e) Napitie medzi gul'ovymi plochami
p 0 11 Q0 2m(g,+e)ab
Uszdrzi(f—f) a kapacita c==<=Z27"0 77
2n(ey+€)\a b U b—a
a

70. Pole v kondenzatore je radidlne, a tak mozno zvolit’ gulovi Gaussovu plochu s polomerom
a <r < b, na ktorej plati

0= &QrE + (4n - Q)&r'E
z ¢oho intenzita elektrického pol'a je

- e 1
dme, +Q(e- &) r
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Napitie na kondenzétore

Q

b
o fr 0 (11
dney+Q(e—gy)\a b

a jeho kapacita

C= % =[4ne, +Q(e-g))| ab

b—a

71. Pole v kondenzitore je centrdlne symetrické, takze pri vypocte elektrickej indukcie
v kondenzatore mozno zvolit gul'ovi Gaussovu plochu, na ktorej elektricka indukcia

Y

amr?

Intenzita elektrického pola v kondenzatore

b

D Y a napitie U= I Edr = Q (a=b)

Ce(r)  4neya’

47t£0a2

takZe kapacita kondenzatora
4nega’

c=2_
U a-b

72. a) Na vnutornej ploche dielektrika je plosna hustota viazaného ndboja

_&-1 0 £, -1 0

5 a na vonkajsej ploche o, (R+ h) = ——
£, 4mR € 4n(R+h)

b) Priestorovy ndboj v dielektriku nie je.
c¢) Celkovy viazany ndboj v dielektriku

0,(R+h) =0, (R+h)4n(R+h)> =€’€—_1Q =—0,(R)

r

d) Vo vnutri vodivej gule je D =0, E =0 aj P =0. V dielektriku, t. j. pre R<r <R+ h je

-1
= Qz EziQ - p=fr— Q2
47r 4meyE,r £, 4mr
a vo vonkajSom priestore (r > R + h)
-9 E= Y P=0
4t 41t80r2

Vsetky vektory pol'a maji radidlny smer.

73. Homogénne polarizovana gula (pozri obr. R73a) ma na svojom povrchu viazany plosny
nédboj s hustotou, ktord zavisi od uhla ¢ podla vzt'ahu

o,=Pcosg

Takéto rozloZenie ndboja mozno modelovat’ dvoma rovnomerne nabitymi gul'ami, s konstantnymi
objemovymi hustotami naboja +p. Gule si preloZené cez seba tak, Ze ich stredy si posunuté
o mald vzdialenost’ d podla obr. R73b. Ked'ze kazdd gul'a vytvara v svojom okol{ potenciél rovny
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potencidlu celkového naboja gule koncentrovaného do jej stredu, mozno gule (z hl'adiska ich
vonkajsieho potencidlu) nahradit’ bodovymi ndbojmi umiestnenymi vo vzdialenosti d. Vysledné
pole v okoli gule je teda polom elektrického dipdlu, ktorého moment treba urcit' zo znamej
polarizéacie gule. Ak koncentracia elementarnych dipélov v guli je n a moment jedného dipdlu je
Do = qod, potom polarizicia

a) b)
Obr. R73

P =npy=nqud = pd
kde p je objemova hustota nabojov v guli. Kazda gul'a ma celkovy naboj s absolitnou hodnotou

4 3 4 5P
=—7nR p=—TR’ —
e 3 P 3 d

a celkovy dip6lovy moment polarizovanej gule je

p:Qd:%nR3P

Obr. R73c
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Potencidl v okoli takého dipdlu (teda v okolf polarizovanej gule)

: R’
VR L
dre,r  3gyr

Na povrchu gule je potencidl
Ve P.R _ PRcosg _ Pz

3¢, 3¢, 3¢,

Vo vniitri gule V = Pz/(3¢,) a zdvisi iba od vzdialenosti z od stredu gule v smere jej polarizécie.
Intenzita elektrického pola vo vnuitri gule je konStantnd a antiparalelnd s osou z. Je dand vyrazom

po WV, P
dz 3g,

kde e, je jednotkovy vektor v smere osi z. V okoli gule je intenzita elektrického pol'a intenzitou

elektrického dipélu s momentom 4nR*P/3. Silogiary elektrického pola rovnomerne polarizovanej
gule sd zndzornené na obr. R73c.

74. a) Elektrické pole vo vniitri gule E, je superpoziciou pola E, a pola E, , ktoré je od
polarizécie gule, teda
E,=E,+E,

Vektor polarizicie v guli je dany vyrazom

E—i

P=¢g(&-1)E, a =
P 3g,

¢o plynie z predchadzajicej tlohy. Z poslednych troch rovnic plynie, Ze

E, = 3 E, a polarizicia P
E.+2

r

_ 380(8r _1) E

g+2

Potencidl na povrchu gule a v jej vnutri
-3 -3

V= E,r=
£.+2 £, +2

Eyz

b) Vo vonkajSom priestore je potencial superpoziciou potencidlu homogénneho elektrického
pola intenzity Eq, teda V,, = —E.r a potencidlu od polarizovanej gule V,. Potencial od polarizovanej gule
je potencidl dipdlu, a teda podl'a predchadzajicej dlohy
_RPr_£-1R

gt E,+2 7

V

o E,.r

takZe vysledny potencidl v okoli gule

e -1R
Vv VO +Vg = —Eo.r+ﬁ?

vonk = o-r

r

Intenzita vonkajsieho elektrického pola

E —gradV, —gradV, =E,+E,

vonk —

kde E, je intenzita pol'a od polarizovanej gule. Ide o superpoziciu homogénneho pol'a E, a pola
E,, ktoré ma charakter pol'a diplu.
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75. Limitnym prechodom & — oo vo vyraze pre potencidl v okoli dielektrickej gule
v predchddzajticej tlohe plynie
R3
Viok =—Eo.r+— Eq.r
r

v

Na povrchu gule (r = R) a v jej vntitri je potencidl konStantny (nulovy).

76. Pole je centrdlne symetrické, mozno teda zvolit’ gul'ovi Gaussovu plochu s polomerom r,
na ktorej plat{
(Dy+ Dy)2mr” = Q

Na rozhrani plati D,/& = D,/&, takze

& 0 &, o)

= 2 D, = 2
£ +&, 2nr & +&, 2nr

Dy

Elektrické pole a potencidl
1 0 Vv, 2
£ +& 2mr

E =E, =
T gt 2m?

77. £ =2,66

2
78. W= _cu

£0€,8U°
s Zrd (gr_l) (gr_l)
79. Oznaéme: r; = 1 cm — polomer vniitorného vodica, r, = 5 cm — polomer plasta, ry — polomer
rozhrania medzi dielektrikami. PretoZe intenzita elektrického pol'a v okoli valcového vodica
s dlzkovym nabojom je

A
E=
2WEY

bude elektrické pole maximalne na vnttornych plochach dielektrik.
a) Bude teda platit’

A A

max1 — max2 —

2nEYE N 2MEHE LT

z ¢oho pre polomer rozhrania plynie
E

£
Ky = maxl ’1r1=3cm

Emax2€r2

b) Maximadlne povolené napitie na kabli je

A - A I; - I;
= In-2+ Inl=#E ,In24+rE  In-2=1272%kV
max 2n€08,2 r() 275808” K 0~max2 r() 1~max1 K
¢) Kapacita kdbla
2NEYE L E
c=t_ 0Zr1=r2 _ —157 pF/m
7 r
£, In-%+ £, In—2
" o

d) Maximadlna energia v kébli

2
=i 123y
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80. Maximadlna hustota energie nahromadenej v dielektriku

€k}
= =10°J/m?

a mnoZstvo energie na kilogram dielektrika

w
w =——=1J/kg
10° /
Pre olovené akumulatory je w' = (36 — 144).10° J/kg a pre Ni-Cd akumuldtory w' = (108 aZ
180).103 J/kg (Svét motord, 21/75). Vidiet, Ze energia nahromadend v kilograme akumulatorov je

dielektrika.
81. a) Na dosky posobia pritazlivé sily

U2
f=Co =/
C) je kapacita kondenzdtora bez dielektrika.
b) Intenzita elektrického pola v kondenzitore naplnenom dielektrikom je &-krdt mensia ako
v kondenzitore bez dielektrika, a preto aj sila bude &-krat menSia, teda f = fy/€,.
c) Intenzita elektrického pola v Strbine medzi doskou a dielektrikom je taka istd ako
v kondenzatore bez dielektrika, preto aj sila bude rovnakd ako v pripade a), teda f = f;.

v Strbine bude tieZ &-krat vicsia, teda sila f= 8,2]‘0
82. a) Kapacita kondenzatora bez dielektrika

C = 2meyRI

o a s dielektrikom C= 2mege, R =¢,C,

d d "

b) W, =%C0U2

¢) Kapacita kondenzétora s rirkou zasunutou do hibky x

C(x) = COB(g, ~I+ 1}
a jeho energia

1 1
W(x)= EC(X)UZ = ECOB(gr —1)+1}U2

Sila posobiaca na dielektrikum

dw 1 . ¢€.-1
= X
f}\ dx 2 0 /

U2

Sila smeruje do kondenzétora (kondenzator "nasdva" dielektrikum). Celkova praca
1
Al = fxl = _5 CO(gr _I)Uz = _WO(gr _1)

Tdto pracu vykondva zdroj tym, Ze nabija kondenzdtor.
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2
d) lee‘rc"g =W, =W, +|4|

e) V tomto stave je na kondenzétore ndboj Q = £CyU a energia kondenzitora s povytiahnutym
dielektrikom je

2 2
1 [
Wz(x)zzg :% =& e
) C{%(sr—l)ﬂ} (& =Dx+
dw, (e, -1l ‘
Sila e R /A A a prdca A :I dx=e.(e. - D)W, =¢.|A
fx dx r O(é‘r—l)x+l 2 Ifx r( r ) 0 r‘ l‘

Tdto pracu konaji vonkajsie neelektrické sily.
f) Energia kondenzatora bez dielektrika

0>
Wy ==—= W, =W, = £,(Wy +|A) =W, + A,
2C,
V celom cykle b) a7 f) sa energia kondenzdtora zvysi &>-krat.

83. Kapacita valcového kondenzatora bez dielektrika

C= 2meol a jeho energia W= nEyl U2
b b
In— In=
a a

Ak kvapalina medzi valcami vystipi o d/, vzrastie energia kondenzatora o

_ &
T b
In—
a

dw (e, -1)Udl

a sila, ktorou je dielektrikum (kvapalina) vtahované do kondenzatora

d
fe= u = ngl(; (gr_l)U2
d/ n2
a

Na stipec kvapaliny vysky & pdsobi gravitatnd sila
fe=mg= Tc,o(b2 — a)hg
Kvapalina v kondenzatore vystipi do vySKy A, pri ktorej f, = f,, z oho pre h plynie
h= €o (gr - 1)l] g
b
,Og(b2 —az)ln—
a
2
84, po Eole U7
2d°pg

85. Pri vsunuti dielektrika medzi dosky kondenzétora o d/ zvysi sa jeho energia o

g,aUdl
= (e
2d

dw = . —1)
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Sila, ktorou je dielektrikum vt'ahované medzi dosky ma velkost

2
:diw = £oal (gr _1)

! dl 2d

86.a) C =177 pF,

b) 0=CU=1,06.10"7C=Q, + 0y, kde O, =2,66.10° C v &asti so vzduchovym dielektrikom
a0,=796.10"° C v &asti so sklenenym dielektrikom,

©) W=3,17.10"J.

87. Podobnym postupom ako pri riesen{ tlohy 73 dostaneme pre potencial v okoli valca vyraz

2

V(r)= Pr

28Or2
kde r je polohovy vektor so zaciatkom na osi valca a kolmy na fiu. Vo vnlitri valca
Pz
V==
2¢&,
Intenzita elektrického pol'a vo vnitri valca
P

T 2e,

V okoli valca je intenzita elektrického pol'a intenzitou priamkového dipdlu (pozri dlohu 25)
s momentom

p’ =TR*P

88. Analogicky ako v tlohe 74 intenzita elektrického pol'a E, vo vniitri valca je vektorovym
sictom intenzity E a intenzity E, od polarizicie valca P, teda E, = E + E,,, kde

P
P

E =—— a P=¢g(&-1)E,
P2,
Z tychto vyrazov dostaneme
L= 2 E a P=250(5r_1)E
£, +1 £, +1

Potencidl na povrchu valca a v jeho vniitri

2 2

- r
g, +1 g +1

Vo vonkajSom priestore (r > R) je potencidl superpoziciou potencidlu intenzity pol'a E, teda potencidlu
Vo =—E.r a potencidlu V, polarizovaného valca s polarizaciou P. Podl'a predchadzajicej tilohy

R L, _&-1R®

V, = r= E.r
" 2gyr? g, +1r?
Vysledny potencidl v okoli valca
£ —1R?
Voo =Vo +V, =—Er+———Eyr
£, +1 52

Intenzita vonkajsieho elektrického pol'a je gradientom uvedeného potencidlu.
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89. Limitnym prechodom & — o vo vyraze pre potencidl v okoli dielektrického valca
z predchéddzajicej dlohy dostaneme

R2 2 _p2
k=—Er+—2E.r:—7r —Er
r r

V

Von

Na povrchu valca (r = R) a v jeho vniitri V =0.

Obr. R90

90. Zvolime si gulovi plochu s polomerom r (R; < r < R,) a na nej pasik podla obr. R90,
ktorého plocha dS = 2m’sin##d % Vypogitame tok vektora D zvolenou gulovou plochou, ak je na
kondenzatore ndboj Q:

b1
§Dds -0= E§ als = 2nr2Ej(gO + &, cos” )sin S =
S N 0
an(3ey + & )r’E

-1
= —2nr2EI(€0 +& cos? zﬂ)d(cos Y = 3

+
z ¢oho intenzita pol'a

po 30
4n(3e, + & )r
Napitie na kondenzétore
Ry
U= _I Edr = 30 Rk a jeho kapacita C= Q_ M
4n(3e,+€) RR, U 3(R,-R)

R,

91. Predovsetkym vypocitame kapacitu kondenzatora ako funkciu uhla & podla obr. 91. Tato
kapacita je
R?
Cla)=[eya+e(n— a)]ﬂ

Ak je na kondenzitore napitie U, potom jeho energia je

RU?
4h

W(a)=—C(a)U* =[g,a+e(n-a)|
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Moment sily pdsobiacej na dielektricku platiiu je

dw R*U*?
M=—=—(eg-
da (e-¢) 4h

Moment ma taky smer, Ze sa snazi vtiahnut' dielektrikum do kondenzatora a nezavisi od uhla o
Avsak pre o= 0, je M = 0, pretoZe v tomto pripade posledny vyraz neplati (pozri tieZ Gvahy
v odseku 4.7)

92. p=—1 g=—1 po_d__ &4
4mr? Amar 4nr®  dmar
. 1 B 2 80q
=—divP =———(r'P|=——
Py r*or ( ) 4mor?
Vsetky vektory majui radidlny smer.
o £
I
£, £ £

Nja

I
Obr. R93

93. a) Nech os x smeruje kolmo na vrstvu, pricom x = 0 v strede vrstvy. Potom:

— pre Ixl < a/2 E=Lii ve_P 2
£ 2e
2
— pre Il > a2 E=P % V=L P [2_1)
2¢ || 2¢ 8 \g €

kde i je jednotkovy vektor v smere osi x. Grafické zdvislosti £ a V od x st zndzornené na obr. R93.
b) Vektor polarizicie pre Ixl < a/2

P .
P=(e-¢g))=xi
(-&0)2
apre lxl > a/2 je P =0. Na povrchu vrstvy sd viazané plo$né ndboje

£-&

o, =|P(al2)= p%
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a vo vnutri vrstvy je konStantny viazany objemovy ndboj

£-€,

p, =—divP =—

94. a) Ak je ndboj rozloZeny na vnitornej ploche dielektrickej gul'ovej vrstvy, potom

—prer<a
£=0 yo2 u(l_l)l
4| &a \g, €)b
—prea<r<b
E=—2 o2 u(l_l)l
4mer 4| er \g, €)b
—prer>b
g=—2 y=_2
dmeyr? dme,r

Grafy zavislosti E a V od r st znazornené na obr. R9%4a.

el

v

<

E=0 1 ] -
0 a b Tr
Obr. R%4a
E| 1 ]
1 1
v ] ]
[} ]
] Y 1
1 1
] 1
]
1
[}
i
] ]
] ]
] ]
) \
1 1
E=0 ! :
0 a b r

Obr. R94b
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b) Ak je ndboj rozloZeny rovnomerne v objeme dielektrika, potom

—prer<a
3 3
E=0 poQl ., 1 (b +2a _3azj
4m| g4b zg(b3 _a3) b
—prea<r<b
3_3
oo 9] y_0 1 (b3+2a3_r3+2a3]
ane(b’ —a*)r? am| b 26(b’-a’)\ b r
—prer>b E= 0 V= 0
dmeyr? dme,r
Grafy zdvislosti E a V od r su zndzornené na obr. R94b.
ed \
|
v |
1
|
i
1
i
1
|
] E
3 }
}
1 >
0 R r
Obr. R95
95. Intenzita elektrického pol'a E a potencidl V pre r < R si
2
Ee Qr3 :Q(1+1_r3]
4nene, R 4m\ eyR 2eR 2eR
Pre r >R
g=—2 . y=_2
4neyr Aneyr

Grafické zdvislosti E a V od r si na obr. R95. Na povrchu gule je viazany plo$ny naboj
0, = Q/(4wR?), objemovy viazany naboj je nulovy (p, = —divP = 0).

96. Na rozhrani plati pre normdlovi zlozku vektora elektrickej indukcie (pozri obr. R96)
D, = D,, alebo &,E,| = €,F,;. Normalové zlozky elektrickych poli E,; a E,, st suporpoziciami
normélovych zloZiek pola bodového ndboja a pola 6,/2& od viazanych ndbojov na rozhrani. Plati
teda

1 Q o, 1 0 o,
Eq| -, C0sQ— =€, cosp+
AmEE, 1 2¢, AmeyE, r 2¢,
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Ak uvédZime, Ze cos@ = d/r, dostaneme vyraz pre plo$ny viazany nidboj

— L En—€n Qd

0, = 3
£, € +EH 2Tr

v

Ak d =0, potom o, = 0. Ak sa ndboj Q nachddza na rozhrani, potom viazané ndboje na rozhran{
nie sd. Integraciou o, po celom nekone¢nom rozhrani dostaneme celkovy viazany ndboj

1 ¢,-¢€
Qv —_— °r r2
grl 8r1 + 8r2
Dn1 DnZ
—
€ €2
r
¢
Q d
Obr. R96

5 Elektricky prud

97.2) J=1,27.10° A/m* v =9,36.107° m/s; b) E =2,2.107 V/m;

¢) 0=20C,n=1,25.10% elektrénov; dU=22V
98.7=20 mA
99.2) 1=0,90 A; b) n=1,35.10" i6nov, m = 5,19 mg

100. Ak kondenzatorom teie prid I, potom intenzita elektrického pola v dielektriku
kondenzétora je E = I/(0S) a elektrickd indukcia D = &l/(08S), kde

o(x)=0,+22=%1 g(x)=g +2= 51
D.
L R o
| €, €, !
—_— >
S O, (;2 S
d
Obr. R100

Celkovy ndboj v objeme dielektrika kondenzatora vypocitame integraciou vektora D po povrchu
dielektrika (obr. R100)
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& & £ £ _
Q:&Dds =(D,-D))S =(2—1j1: 80(’2—”j1: ~195.1072 C
o, O g, 0
Ak sa zmeni smer pridu, zmen{ sa aj znamienko ndboja. Odpor kondenzdtora

d
08 S(o,-0y) o

Vykon spotrebovany v kondenzitore

P=RI’=8.10°W

) @ E=0 D=0

(

Obr. R101

101. Ak zvolime na rozhrani Gaussovu plochu v tvare valca podla obr. RI01, potom tok
intenzity elektrického pol’a touto plochou je

Es=%

£
kde S je plocha zakladne valca, € je permitivita prostredia s kone¢nou vodivostou ¥ o je plosnd
hustota naboja na rozhrani. Podl'a Ohmovho zdkona E = J/, takZe pre plosnui hustota ndboja na
rozhranf plynie

o=—
V4

102. Kondenzatorom tecie prud /- = net, kde n je pocet iénov (alebo elektrénov) vznikajicich
v jednotkovom objeme za jednotku Casu, e je elementdrny ndboj, 7 je objem kondenzitora. Pre
obvod na obr. R102 plati

&=RI+RT I=I'+1I,
z &oho _ZHne® 10 A
R+ R
c
11 ¢
L]
R0

— +
o & O

Obr. R102
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103. Z principu kontinuity pridu a z geometrie kondenzdtora plynie, Ze pridové hustoty
v obidvoch prostrediach st rovnaké, teda J; = J,, alebo vyuZzitim Ohmovho zikona plati #E, =
»E,. Napitia na jednotlivych vrstvdch dielektrik si

Ul =E1h1 U2=E2h2

kde E| a E, su intenzity elektrickych polf v jednotlivych vrstvach dielektrik. Napétie na
kondenzitore

U= U] + U2=E1hl+E2h2

Z uvedenych rovnic dostaneme pre intenzity elektrickych poli vyrazy

= 7.U E U

=727 =
Vil + ¥l Vil + 7ol
Pradové hustoty v dielektrikach

L= 17U
Yihy + 7,0

=
a elektrické indukcie
&y,U __&nu
1= D, =
Vil + 7yl Vil + 75l
Vsetky vektory pol'a smeruji od kladnej elektrédy k zdpornej. Na rozhrani dielektrik je volny
plos$ny ndboj s hustotou

oc=D,-D = (527’1 _517’2)

Vil + 72l
a viazany plosny ndboj s hustotou
o,=h-R= [(52 —€1 —(& _50)72]L
Vil + 7ol
Na rozhrani dielektrika s kladnou elektrédou je
o, =—(&—¢&yE a o =D,
a na rozhranf{ dielektrika so zdpornou elektrédou je
0, =(&-&)E, a o =-D,

Volné a viazané naboje s priestorovou hustotou v dielektriku nie sd.

104. Intenzita elektrického pol'a vo vodici sivisi s pridovou hustotou podl'a Ohmovho zdkona
E = J/7, kde yje konduktivita. Z Gaussovho zakona d’alej plynie, Ze

J _p)

divE = divZ alebo divg = PO
Y £ £

Porovnanim posledného vyrazu s rovnicou kontinuity (pri zachovani homogénneho rozloZenia
naboja)
_dp()

dt

divJ =

dostaneme diferencidlnu rovnicu
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% = —gp([) ktorej rieSenim je p([) = poeXP(_g )

Hustota naboja vo vodiéi s ¢asom exponenciélne klesa. Casové konstanta procesu je 7= £/y.

105. R, =220 Q

106. U,, =022V, 1=0,46 A

107. Ak oznac¢ime napitia na kondenzatoroch 2C a C postupne U, a U, , potom:

a)U =45V, U,=15V; b)U; =20V, U,=40V; U =60V, U,=0V

108. R, =R/4

109. U, =551V, U,=449V

110. Ndhradnd schéma kdbla so zvodom je na obr. R110, kde R; ~ [; je odpor kdbla od stanice
A po miesto zvodu (vzdialenost’ ;). Podobne R, ~ , je odpor druhej Casti kdbla, imerny vzdialenosti
stanice B od miesta zvodu. R je odpor zvodu. Ak sa v stanici A pripoji kdbel na napitie ¢, potom
v stanici B sa bezpridovo meria napitie

__4R
R +R

U,

a pri merani v opaénom smere (zdroj ¢, v stanici B) je v stanici A napitie

_ &R
2T R,+R
R,~1, R,~ 1,
o — — °
o o
Obr. R110
Tieto vyrazy moZno upravit’ na tvar
UiR = (& - UDR UR, = (&, - Ux)R

Vzdjomnym delenim obidvoch rovnic a d’alSou dpravou s uvdzenim, Ze R|/R, = I;/l, dostaneme
L U4
L U & -U,
Kedze di7ka celého kabla je [ = [, + I, pre [, dostaneme
AR
L U5+ U, - 200U,

Ak dosadime c¢iselné hodnoty, potom pre vzdialenost’ miesta zvodu od stanice A dostaneme
hodnotu /; = 19,047 km.
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111. a) Schéma zapojenia je na obr. R111.

Obr.R111

b) Ak zvolime pridy podla obr. R111, potom rieSenim zodpovedajicich Kirchhoffovych rovnic
pre prad /; dostaneme

_ #(R+R)—R,

"" RR+RR +RR,

Ak &= &, potom I, = 0, z &oho plynie, Ze R musi spliat’ podmienku

LR
50 <

Dosadenim za R vo vyraze pre I, dostaneme

(e
: gI(Ri +Rz)_;"(())Rz
Ak &= &,, potom
__(B-5)%
: gI(Ri +Rz)_;"(())Rz

¢) RieSenim Kirchhoffovych rovnic pre prid spotrebicom R, dostaneme

)R]
i LRR +R(% - &)

d) Numericky: Prid odoberany z batérie pri ¢, = 100 V md hodnotu /; = 104,17 mA.
Prid tecuci spotrebi¢om pri ¢5; = 100 V md hodnotu I; = 598,96 mA a pri ¢; = 120 V hodnotu

I; = 600 mA. Pridy spotrebi¢om sa teda pri krajnych hodnotdch napitia ¢ 1iSia vel'mi mdlo.

112. Zapojenie na obr. 112 v zadan{ tlohy sa pre tcely rieSenia dd prekreslit’ na tvar podl'a
obr. R112, kde zdroj napitia U predstavuje postupne zdroje 0, +¢5,, — ;. Pre prdd I rieSenim
prislusnych Kirchhoffovych rovnic dostaneme

&Ry —UR,
=222

R

kde R? = R\R, + R\R; + RoR;. Oznaéme postupne pridy pri jednotlivich polohdch prepinaca
I =60 mA, I, = 40 mA a I; neznamy prud. V jednotlivych polohéch prepinaca bude postupne platit’
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- ok (v =0)

I = o
&R, — &R )
L-AREEE (o)

R
R, +&R ;
13:% (U=-%)

Riesenim uvedeného systému rovnic pre prid /5 dostaneme
L=1L+2(I,-1,)=90 mA
%

Re ¢ p R
1 . | —
1 | S|

N
L+
b
]
w
(<)
o/

Obr. R112

113. Zapojenie na obr. 113 v zadan{ tlohy sa dd prekreslit’ na tvar podla obr. R113. Odpor
medzi svorkami A-B tohoto zapojenia vypocitany napr. pomocou transformécie hviezda — trojuholnik
(pozri dlohu 250) alebo pomocou Kirchhoffovych zakonov je

_ 3RRR,+2R*(R +R))+ R’
7 RR, +2R(R, + R, )+ 3R>

pri¢om musi platit’ R,z = R, o je splnené, ak RR, = R®

Ry

Obr. R113

114. Najprv vypocitame odpor uzemnenia integraciou odporov pologulovych vrstiev v pode

od ry = 30 cm do nekonecna, teda
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R:lj oL _s50
oJ 2nr"  2mon,

o

Celkovy prud tectici do uzemnenia je
U
I:E:ZnOTOU:7547A

Tento prud sa radidlne roztekd do "nekone¢ného polopriestoru Zeme", a teda aj po povrchu Zeme.
Vo vzdialenosti r od stoZiara bude pridova hustota
1 onU

J=
272 r?

a intenzita elektrického pola na povrchu Zeme

gt 1Y
o r2

Krokové napitie vo vzdialenosti r od stoZiara bude

r+l

U, = IEdr:rOU

r+l
J‘ dr _ nlU
2 or(r+l)

s
kde I = 80 cm je dizka kroku.

a)Prer=100mje U, =9,5 V.

b) Pre r =25 m je U, = 149 V. Takéto napitie by mohlo vazne ohrozit’ Zivot ¢loveka idiceho
priamu ku stoZiaru.

115. Integraciou elementarnych odporov gulovych vrstiev s hribkou dr dostaneme pre odpor
gulového kondenzdtora

,0( Ry~ Rl)
47R R,

116.R=L(1_lj+ !
2no,\a b/ 2mo,b

117. Ak medzi vrcholmi A a B kocky prechadza prid, potom vrcholy prilahlé k vrcholu A si
na rovnakom potencidli a vrcholy pril'ahlé k B su tiez na rovnakom potencidli. Pre tcely uréenia
celkového odporu mozno vrcholy s rovnakym potencidlom bezodporovo spojit, ¢im vznikne
zapojenie podl'a obr. R117. Vysledny odpor takého zapojenia je R4z = 5/6 Q.

_:]_
._E_.
._:l_.
._:|—,
_:|_

Obr. R117

= —
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118. a) KedZe odpor ret'azca na obr. 118 v zadani dlohy sa pridanim jednej dvojice R; — R,
nezmeni, potom pre retazec mozno nakreslit’ ndhradné zapojenie podl'a obr. R118a. Pre vstupny
odpor tohoto zapojenia plati

1+ /1+4%
— RZRVSI +R1 z ¢oho R =R 1 _ Vt

vst T vst — M
R, +R,, 2 I

kde V; je potencidl i-tého uzla a I; je prud tecici medzi uzlami s potencidlmi V; a V,,; (pozri
obr. R118b). Pre vetvu s pridom I; plati

V. I R
Vi= Vi =Ryl alebo Ho]-R-L=1-—L=¢
Vi Vi Rvst
R1 [ R1 | Vi,
° — Y e,
Ryst Rz Ryst Rz Ryst
0
[eg (e,
a) b)
Obr. RI118

Postupnost’ potencidlov Vg, V), V,, ... je skutoéne geometrickd, klesajica s kvocientom
R
g=1-—<1
R

Vst

pretoZe R, > R, . Ak ma postupnost’ klesat’ s kvocientom g = 1/2, potom musi platit’

R 1 R 1
—L == ¢o bude splnené vtedy, ak L=
R 2 R, 2

Vst

Z riesenia tlohy vidime, Ze kazdy nekonecny retazec podla obr. 118 mozno nahradit’ redlnym
koneénym retazcom zakoncenym odporom, ktorého hodnota sa rovnd vstupnému odporu R,
nekoneéného retazca. Elektrické vlastnosti kone¢ného a nekoneéného retazca zo strany vstupnych
svoriek budi rovnaké. Podobne sa uvazuje aj pri analyze dlhych prenosovych vedeni elektromagnetickych
signdlov, kde ekvivalentom vstupného odporu R,;; nekoneéného retazca je vlnovy odpor (vlnova
impedancia) vedenia (pozri Cast’ 11.6).

119. Obvody na obr. 119a,b v zadani dlohy maji rovnaké vstupné odpory R, = 2R. Napitia
U, = Uy2, Uy = Uy4, Us = Uy/8. Vstupny odpor retazca na obr. 119c v zadani dlohy je tiez 2R
a napitie v i-tom uzle je U; = Uy/2' . Vysledky st v sdhlase s vysledkami dlohy 118.

120. Na obr. RI120 je znizormeny elementérny tisek kdbla dlhy dz s pozdiznym odporom Rdz
a prie¢nou vodivostou Gdz. Pre zmeny napitia a prddu v danom dseku platia vztahy

—dU = RIdz -dI = GUdz
alebo
W_ _p Y_ v
dz dz
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dz

Obr. R120

Derivovanim druhej rovnice a dosadenim do prvej dostaneme diferencidlnu rovnicu pre prid
v tvare
2
d°/
— = RGI
dz
ktorej v§eobecné rieSenie je

1(2)= Ay exp(—VRGz)+ A, exp(+VRGz)

a napétie na kdbli je dané funkciou

U(z)= —ég—i - ‘/g[Al exp(~VRGz)- A, exp(+VRGz)

A a A, su integracné konstanty, ktoré mozno urcit’ z okrajovych podmienok (napr. zadanim pridu
a napitia na vstupe kabla pre z = 0).
Podobné, ale ddleZitejsie tlohy pre Casovopremenné napitia a pridy sd analyzované v Casti 11.6.

121. Odpor kondenzatora

R=L _8% _35410%q aprdd  I=UR=282pA
oS oC

122. Odpory kondenzitorov
R = Eofn R, = 5062
"o 1G o 26

su spojené v sérii a pripojené na zdroj. Napétia na jednotlivych kondenzatoroch si

R U 0,6,C

R +R, 0,610, +0.6,,C
R
Uy=U—"2—= 282G 31y
R +R, 01€,,C +0,€,,1C,

123. Elektrické odpory jednotlivych guli vo vodnom prostredi su

R = 1 I dr = 1 podobne R, = L
od 4nr®  4dmon, 4mou,
a
Odpor medzi gulami je R=R +R,= atd v
4noaa, I
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z ¢oho vodivost’ vody

(“1“12)1

B 4ma,a,U
1/4 1/4
1/4 B| /4 4 1A /4
| |
114 114
Obr. R124

124. Predpokladajme, Ze k nekonecnej sieti na obr. R124 st pripojené dva rovnaké pridové
zdroje 1, a to tak, Ze k uzlu A je pripojeny kladny pdl jedného zdroja a k uzlu B je pripojeny zdporny
pdl druhého zdroja. Zostdvajuice dva pdly obidvoch zdrojov su k sieti pripojené formdlne
v nekonecne. Prvy zdroj doddva do siete prud 1, ktory sa symetricky roztekd do Styroch vetiev okolo
uzla A. Do uzla B sa podobnym spdsobom stekaji také isté prady. Z hladiska uzlov A a B pdsobi
v sieti pridovy zdroj I, ktorého polovica pridu tefie vetvou medzi uzlami A a B a druhd polovica
celou nekonecnou sietou. Odpor vetvy R a odpor zvysku siete st teda rovnaké a su zapojené paralelne.
Z toho plynie, Ze odpor celej siete medzi uzlami A a B je Rag = R/2.

R
1
| I |
21/3
I8Y e Ve 1/6 13 R
1
s A /6 s B 13 —
I/é, :
6| ' 6y 16
o o]
A B
a) b)
Obr. R125

125. Dva pridové zdroje s pridmi / pripojené k sieti podobnym spdsobom ako v tlohe 124
doddvaju do siete rovnaké pridy opacnych smerov, ktoré sa vetvia do Siestich prilahlych vetiev
podla obr. Ri125a. Z hl'adiska uzlov A — B je k sieti pripojeny prddovy zdroj I, ktory do vetvy medzi
uzlami A a B dodava prid /6 + 1/6 = I/3 a zvyskom siete tecie prid 21/3. Celd siet’ mozZno teda
nahradit’ zapojenim podl'a obr. R125b, kde R' je odpor siete bez odporu vetvy A — B. Z obr. R125b
je zrejmé, Ze
RR’

Rip=——=—
AT RIR T3

R

R 21/3 2

/3 1

z ¢oho R’ = R/2 a odpor celej siete
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126. Body treba usporiadat’ tak, ako na obr. R126. Ak sa k bodom 1 — 2 pripoji zdroj EMN,
potom body 3 az n si v dosledku symetrie zapojenia na rovnakom potencidli a mozno ich bezodporovo
spojit’. Vysledny odpor medzi bodmi 1 a 2 je teda

R
—+—

R/8 R/8
— — -

R/4

Obr. R126 Obr. R127

127. Desat’ bodov je navzdjom prepojenych 45 odpormi R. Ak k dvom bodom pripojime zdroj
EMN &, celkovy prid doddvany zdrojom bude
g

I=
R, +R,

kde R, je celkovy odpor siete medzi uvaZovanymi bodmi. Podl'a predchddzajiicej ilohy

1 R
R =—r=—
1,45
R R
Odpor R, je teda vysledkom paralelného radenia odporu R medzi uvaZovanymi bodmi a odporu
R/4, ktory je dvojndsobkom odporu vzniknutého paralelnym spojenim 6smich odporov R (obr. R127).
Pre prudy na obrazku plati

I=1+1, 4 1

I, 4

z ¢oho 11=l] a Izzil
5 5

Prid I, tecie odporom R, ktory je paralelny k svorkam zdroja. Jeho velkost je

g
n=1r- =02A
5" SR +R

i
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Prad I, sa rovnakym dielom roztekd do 6smich odporov, ktoré si jednym koncom pripojené ku
kladnej svorke zdroja EMN a stekd dsmimi odpormi, ktoré su pripojené jednym koncom k zdporne;j
svorke zdroja. Teda prud I'; kaZdym z tychto Sestndstich odporov je

L_1 d

I = R —
78 10 10R +2R

=01A

Ostatnymi odpormi prid netecie.
128. 1=92_ s —10% A
dt
129. Zmena energie kondenzétora po dobe ¢ je
AW, ! AQ& ! St
= — S =—0
) 2

a energia dodand zdrojom W = &It. Zdroj doddva dvojndsobnt energiu ako je energia kondenzdtora.
Rozdiel energie sa spotrebuje na mechanicku pracu spojent so zmenou kapacity kondenzatora.

130. Vykon v odpore R;3
Z2RyR,
2
[RiR, + Ry(R + R, )]

Py=I;Ry=

nezavisi od malych zmien R; v maxime funkcie P;(R3). Derivovanim tejto funkcie podl'a R; a z podmienky
pre jej maximum 0P,/ dR; =0 dostaneme hladany vztah medzi odpormi
- _RiR
TRAR,
131.a) R=48,4 Q; b) /=38 cm; c)P=1kW

132. Zvodovy prid v kabli te¢ie radidlne medzi vnitornym vodi¢om a plastom. Prie¢ny odpor
kébla je

)
L B N BT IR Ts
olJ 2nr 2mol

n

kde r; je polomer vniitorného vodiéa, r, je polomer plasta a [ je dizka kabla.
a) Zvodovy prud kébla je
U _ 2nolU

R

=54,39mA

= n
i

In

b) Hustota pridu v dielektriku kabla

-7
J= 1 _ oU :8,656.10 [A/mz; m]
2mrl r r

rln—=

n
¢) Hustota tepelného vykonu v dielektriku
2 2 -4
p=sp=t_ - T30 [Wim?: m]
2 1n? n r

n
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d) Celkové tepelné straty v kdbli

r 2
P=2m j prdr =2 6w
n
i In—=
i

133. Celkovy odpor zapojenia zo svoriek zdroja ¢ (pri skratovanom %) je R' = 11R/5 a zo

svoriek zdroja ¢, (pri skratovanom ¢;) R" = 11R/4, takZe hodnoty elektromotorickych napéti mozno
vyjadrit’ vzt'ahmi

11RP, , . 11RP
RP =—2L=11WR, [V:Q #,=ARPy = [—2=22JR. [V:Q]

kde P; a P, st vykony, ktoré dodévaju zdroje ¢, a ¢, samostatne. Pre vypocet vykonu doddvaného
do odporov zapojenia obidvoma zdrojmi sicasne treba ndjst’ pridy v jednotlivych odporoch.
Pomocou Kirchhoffovych zdkonov dostaneme pre pridy v jednotlivych odporoch vyrazy

38,58, 1 [JE s Pl}: L (a0l

1, =
R 1R Jlr| 2 5

4%, —3%
L. =
2R 11R IIR[ 2P, -3 \F]

2 +E, [ \/E} 4 ao
5

=

. [A Q]

I, =
¥R VIR VR
Celkovy vykon doddvany do zapojenia obidvoma zdrojmi je

P =RI* + 2RLg + 3R =99 W

[RP,
P=R+P—-6,/+-2=9W
20

alebo

]+

Obr. R134

134. Ak oznac¢ime ndboje na kondenzatoroch tak, ako na obr. R134, potom platia rovnice

%4-&:8 _Q1+Q2'Q3=0 Q2+Q3 (/ R2
¢ G G G R +R,
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Riesenim tychto rovnic pre ndboje dostaneme

o )CI(CZRI +GR + C3R1)

0 =& _ G(GR +CGR, +C5Ry)
T (RHR)(G G+ C)

©=7 (R+R)(C+C+G)

G(GR,-CR)
(R +R,)(C+Cy +G)

Q3:Q2_Q1:g

Naboj a napitie na kondenzétore C; budi nulové, ked bude splnend podmienka

C2R2 - ClRl = 0
135. Pridova hustota vo vodici je
S E_rE
p o
a celkovy prid vodicom
a a 4
< 2al
I=J‘J27trdr=Zﬁ—EIrSdr:ﬂ z Coho E=—7
o 2a Ta

0 0

Elementdrna vodivost' dG' nekoneéne tenkej valcovej vrstvy s plochou dS = 2nrdr jednotkovej
dizky je

3
4G’ = d75 _ 2nr dr
P o
a celkové vodivost’ na jednotku dizky
a
G = 2n (3 qr =
o 2a
0
Odpor na jednotku dizky valca
R = 1 _ 2
G ma'

Vidime, Ze intenzita elektrického pola vo vodici je dand stcinom pridu a odporu na jednotku
dlzky vodica, teda E = IR’

136. V grafe voltampérovej charakteristiky Ziarovky zostrojime zatazovaciu charakteristiku
odporu R (obr. R136), t. j. zavislost

U=¢&—-RI

Je to priamka prechddzajica bodmi /=04 A, U=0V al=0A, U=4 V. Priese¢nik tejto priamky
s charakteristikou Ziarovky ddva prid v obvode s odporom R a Ziarovkou I = 0,24 A a napitie na
Ziarovke Us = 1,6 V. Napiitie na odpore R je teda Ur = RI = & — U: = 2,4 V. Zapojenie predstavuje
mostik, v ktorom, ak ma byt’ vyvdZeny, t. j. ak napitie medzi svorkami A a B md byt nulové, musi
byt odpor potenciometra R’ = R; + R, deleny v pomere

R 24

R, 16

L5
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Casti potenciometra nad a pod beZzcom majii hodnoty odporov Ry =24 Q a R, = 16 Q.

1 0.4

/

T 03 e

P
N

0.1 /

Obr. R136

137. Energia uvol'nend pri jednom blesku je Wy = Ult = 2.10"° J a celkové roén4 energia bleskov
W = 6.10" J. Ak sii vstupné tidaje tlohy vieryhodné (st prebrané z Feynmanovej uéebnice), potom
rocnd energia bleskov je porovnatelnd s rocnou celosvetovou produkciou elektrickej energie

(porovnaj udaj v odseku 7.4).
& =RI+ \ﬁ
k

ktorej vyhovuje prid 7 = 0,0979 A. Vykon v odpore R
P=RI’=0958 W

138. Pre obvod plati rovnica

Napitie a vykon na nelinedrnom prvku si
U=\/%=2,2V P=UI=0215W

Treba pripomenit’, Ze pre nelinedrny prvok neexistuje pojem odporu v oby¢ajnom zmysle, teda
ako pomer U/I, preto vyrazy pre vykon tvaru P = RI* = U?R st pre neho nepouZitelné.

139. Pre pridy v obvode na obr. 139 v zadani tlohy plati
II=£=36mA 12=&=39mA
U, R,
Napitie na odpore R je Up=([; + L) R=U-U,=4,2V, z ¢oho R =56 Q.

140. P =64 W
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141. Pre obvod na obr. R141a plati rovnica

—Uqy+Us +RI=0  alebo (i +—)I Idi+RI =0

Cl
| R
L T
N
U..==c, U S5 C,
Obr. Rl41a

Derivaciou poslednej rovnice podl'a ¢asu a s ozna¢enim

1 1 1
7+7

¢ ¢ C
dostaneme diferencidlnu rovnicu pre prid v obvode

YL
d C

ktorej rieSenie so zaciatocnou podmienkou Iy = Uy/R v Case 1) = 0 je

C+G)t
1= ﬁexp(— ! j— Yo exp —7( L 2)
R RC R RCC,

Napitie na kondenzatore C

Uep = j Idt = Yo exp(— —)dt = —U—Ce p( ! ) + konst.
RC, RC C, RC

Hodnota integracnej konstanty plynie zo zaciato¢nej podmienky. V ¢ase t = 0 je U, = 0, a tak
z posledného vyrazu plynie, Ze

. U,C
konst. = ——
2

Napitie na kondenzétore C, je teda

Napitie na kondenzétore C, je

C+G)t
Uey=RI+Ugy = Yo G +GC, exp{ (12)}
+G, RC,C,

Priebehy napiti na kondenzatoroch s zndzornené na obr. R141b.
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u
U,
—_
0 C+C(,
0 4 2 3 P
Obr. R141b
142. Pre pridy v obvode na obr. R142 plati
U, Ue _,

Ie+1Ig=1 alebo C
dr R

Riesenie tejto rovnice pre napétie na kondenzatore U so zaiato¢nou podmienkou U, = 0 v Case

t=0je
U, = IR/ 1-ex (—i)
c p RC

Na kondenzétore bude napitie Uqy = 500 V v Case t,, pre ktory z posledného vyrazu plynie
IR

ty = RCln————
IR-Ug

Dosadenim ¢iselnych hodndt R = 200 MQ, C =5 pF, I =3 pA a Ug = 500 V dostaneme pre Cas

hodnotu 7y =1 792 s.

1+
L1
o

Obr. R142

143. Kondenzitor s kapacitou C nabity na potencidlovy rozdiel U ma energiu

_cu?
2

w
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o
1| <
1
(@]
c
P

Pl

Obr. R143

Po pripojeni kondenzatora na odpor R v kazdom okamihu platf rovnica (obr. R143) Uc + Ug = 0,
alebo

iJIdt+R1:0
C

Derivovanim tejto rovnice dostaneme diferencidlnu rovnicu pre prid v obvode

rRY Lo
d C

ktorej rieSenie s pociato¢nou podmienkou Iy = U/R pre t =0 je

I—gex (—Lj
R P RC

Pri vybijani kondenzétora sa odporom vyZiari tepelnd energia

ktord sa rovnd energii kondenzditora pred zaciatkom vybijania. Pri vybijani kondenzétora sa
v skutoénosti vzdy vyziari nejakd Cast’ energie vo forme elektromagnetického impulzu do okolia
(v okamihu zopnutia obvodu), ¢o v rieSeni nebolo vzaté do ivahy.

144. Casové konitanta 7= RC = &/czavisi iba od vlastnosti dielektrika a nezavisi od geometrie
kondenzitora

145. a) I(H) = 0,003 e 2 A; b)Uq =2V, Usn=Us=1V; ) Q=1pC

146. 1. C' =2 000 pF

2. Ak sa nemd v ¢asovom intervale At ndboj na kondenzdtore podstatne zmenit, musi byt
¢asova konstanta obvodu ovela vigsia ako At, t. j. musi platit' RC » A, teda R » 107 Q.

3. Po zmene kapacity na hodnotu C' = 2C je prid v obvode

t & t
I(t)=1,exp| ——— |= exp| ———
0= p[ 2ch 2R p[ 2RCJ

a energia spotrebovand v odpore

W= RI (1)de =ice§2
0
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147. Pre prudy /I, I a Iy v obvode podl'a obr. 147a po zopnuti spinaca S platia rovnice

1
Ry +RIz=& RIR_EJICdtzo I=1c+1z
S — | le
LT
Ro IR
F-_?f |:|R =c
Obr. R147a

Riesenim tohoto systému rovnic so zaéiato¢nou podmienkou ¢ =0, I = 0, I = I = #/R,, dostaneme

pre prady vyrazy

& R t < t & t
I= 1+—exp| —— Ic=—oexp| —— Ip= 1—exp| ——
Ry+R R, T R T Ry+R T
kde r=_ToR
Ry+R

~Y

Obr. R147b

148. Graf zavislosti na obr. 148 v zadani dlohy je dany vyrazmi

Uczﬁt pre0<t<T
T
UC:U0(2—%) pre T <t<2T
Pre 0 < t < T musf platit
1 1
U=R1+—Ildt kde —I[dt:UC
C c
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S

_odUc _UC
T

a 1

Pre T < t < 2T podobne musi platit’

U:R1+iJ'1dt kde 7=c3UYc__UC
Cc dt T
takZze U =U0(2_E_L)

T T

Graf zdvislosti vstupného napitia od ¢asu je na obr. R148.

vk

Obr. R148

149. Podl'a obr. 149a v zadani dlohy v okamihu néstupu ¢ela impulzu (¢ = 0) je kondenzator C
nenabity a sprava sa ako skrat. Prid doddvany do obvodu je limitovany paralelnou dvojicou R; — R,
a md maximdalnu hodnotu

R +R
Ly =Ug——2
max 0 R1 R2

kde U, je amplitiida impulzu generdtora. V tom istom okamihu v obvode na obr. 149b je

pretoZe kondenzitor C' predstavuje skrat. V Case ¢ = At je na kondenzdtore C ndboj I-At, kde
Ic = Uy/R, je nabijaci prid kondenzatora. Napitie na kondenzatore
_ 1At UyAt

U
¢ c cR

V case ¢ = At sa kondenzator cez skratovany generator za¢ne vybijat’ so zaciatoénym pridom

_Ue UyAr

min — 71 CR12
V obvode na obr. 149b je v Case t = At kondenzétor C' nabity na napétie
UyAt
Ué = (2 4
C’R}

632



a zadne sa cez generdtor vybijat’ so zaciatocnym pridom

_Ur Uyt
min — Rl, - C,Rl,z

Casové kongtanta vybijania kondenzatora C cez skratovany generétor je 7= CR, a kondenzitora C'
s R,R, ’
r=—12C

R+ R;

Porovnanim vyrazov pre 1,,,,, I,;, @ 7obidvoch obvodov dostaneme rovnice

il gy CRI=CR®  cR=—1F o
R+R, R+ R
z ktorych plynie, Ze obvody budu identické, ak
R+R,) R R
c’=c[1 2) R/=R—2 Ry =—2
R, R +R, R +R,
alebo
2
4 R+ R, L,
CZC{ ,R2 ,] R =R——=* R=R+R
RI+R; R;
Uyyst
Up-—--— === ——— == — —— = — =
T ————A———or -
|
ub-fem e
| |
I |
] ]
1 1
o t T t; t
Obr. R150

150. Napitie na kondenzatore md ¢asovy priebeh

t
U=y 1-exp |
0{ exp| kC) |

a v Case f; dosiahne hodnotu

1,
U =Uyl-ex (——1)
! 0_ P RC/ |

¢o je minimdlna droveil napétia generdtora. Maximdlna hodnota napéitia na kondenzétore je v Case
1, kedy

t
U,=Uy|1-ex (——Zj
2 0_ P RC/ |
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Z poslednych dvoch vyrazov mozno vyjadrit’ ¢asy ¢, a t,

f= —RCln(l —Zl) t= —RCln[l—sz
0 0

Periéda kmitov relaxa¢ného generatora
Uy,-U
T=t,—t;,=RCln—>—1L
0~ Y2
Casovy priebeh napitia relaxaéného generétora je znazorneny na obr. R150.

151. Ak ozna¢ime C' = 10~ F/m? kapacitu bune¢nej membrany na jednotku plochy, tak hribku
bunecnej membrany mozno urcit’ zo vztahu

d=2%r _265.10° m
c

Casova konstanta bune¢ného kondenzatora
T=R'C'=pe=1ms

kde R' je prie¢ny odpor jednotkovej plochy bune¢nej membrany (v jednotkich Q.m?), p je rezistivita
bunecnej membrany a £ je jej permitivita. Rezistivitu mozno ur€it’ zo vzt'ahu

’

p=% =3,76.10" Q.m

¢o je vel’ka hodnota v porovnani s rezistivitou dobrych izolantov.

6 Magnetizmus elektrickych prudov

152. Priame casti vodica s pridom k magnetickej indukcii v strede polkruZnice neprispievaju,
pretoZe smer pridu je paralelny, resp. antiparalelny so sprievodi¢om k stredu polkruznice. K magneticke;j
indukcii prispieva iba Cast’ pridu te¢iceho polkruhovym vodi¢om. Hodnota tohto prispevku je

B= Mol
4a

153. Magnetickd indukcia v bode P je superpoziciou indukcie B’ od pridu v polkruznici a B"”
od pridu v dvojici paralelnych nekonecnych vodi¢ov (obr. R153). Magnetickd indukcia od
elementu pridu na polkruznici je
_ Moldl

dB’
47R?

a celkovy prispevok od pridu v polkruhove;j Casti je

g bl
4R

Pri danom smere pridu vektor B’ smeruje pred ndkresiiu. Od dvoch symetrickych elementov d/ na
paralelnych Castiach vodi¢a magnetickd indukcia je

4B = ,uOIdlsizna _ Mplsinada a B = Mol Isinwda:
2np 2nR 2nR
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Obr. R153

Vektor B” smeruje tieZ pred nakresiiu. Od dvoch symetrickych elementov d/ na paralelnych castiach
vodi¢a magnetickd indukcia je
Hol(2+m)

4R

B=B+B"=

4y la*
n(a® +4d%)(2a> +4[12)”2

154. B=

155. a) Pole v bode x bude superpoziciou poli dvoch kruhovych pridov nl, teda

2
B:,uonla 1 + 1
2 [ REEI >
a®+(b/2+x) ] [a +(b/12-x) ]

3/2

b) Rozvinieme vyraz pre B do mocninného radu podl’a mocnin x. PretoZe x « a, b obmedzime
sa na prvé tri ¢leny rozvoja, takze

_ a8 L[ B) L
B(x)—B(0)+(dxjx=0x+2(dx2jxOx

Funkcia B(x) takto nadobudne tvar

2 2 2 2
B:W{H(Ubﬁ]ﬂ e ome e

c) Pri danej presnosti nebude B zavisiet’ od x, ak

150 3
7 i 270
4o

&o je splnené pri a = b, pritom 7, =~/5/4a .

635



d) V bode 0 ma magnetickd indukcia hodnotu

B(0)="0"=
I a

la® ! !
A 071554140 ~ 0,899176.1070 = [T; A; m]
a
156. Disk mozno rozlozit' na medzikruZia s polomerom r a $irkou dr, pricom prispevok k magneticke;j
indukcii od jedného medzikruzia podl'a obr. R156 je
2
dB= Hodl sin® 9= Hodl 4

2r 2 (r2+22)3/2

kde dI = wordr. Celkova magnetickd indukcia v bode z je

R 3 2, p2
HoWOo ridr Howo | 22°+R
B= 2 I 2 - - 2‘z‘

)T 2 Waer

Obr. R156

alebo vo vektorovom tvare

2 2
B :“OU(ZZ R _2sz0

2 Vz2+R2

157. a) Magnetickd indukcia bude mat’ zlozky iba v rovine kolmej na vodice (rovina yz podl'a
obr. R157). Pridy I tecd za nédkrestiu obr. R157 a magnetické indukcie od jednotlivych pridov
v bode (y, z) su

~<k-———— -

Obr. R157

636



Mol B = Mol

B’ =
27 (a+y)2+z2 27 (a—y) +7°
Zlozky magnetickej indukcie v smere siradnych osf su
B =B’sina= _Hlz B) =B"sin = Holz
2, 2 Y 2,2
2n@+y)+z] 2nf(a—y) +z
B::—B/COS(Z: _ﬂol(a+)7) B”=B”COS,3= /JOI(“_)’)
z 2 2 y 2 2
2n@+y)+z] 2n|(a—y) +z
a vysledné zlozky magnetickej indukcie od oboch pridov
I 1 1
B_V:B_(,+B;,’:ﬂOZ 5+ —
2 |(a=y) +2° (a+y) +2*|

BZ=B;+B;’='UT°I

a-—y a+y
Y 2+ 2 2
(a y) +2z (a+y) +2z

b) V pripade, ak prid vlavo od osi z na obr. R157 tecie pred nakresiiu, zlozky magnetickej
indukcie budd

B,=-B}+B B,=-B]+B/
158. Pouzitim zakona celkového pridu dostdvame pre magnetickd indukciu vyrazy:
—prer<a
g M

—prea<r<b

—preb<r<b+d
,ul[(b+d)2—r2]
- 2mr(2bd +d?)

—prer>b+d
B=0

159. Podl'a obr. R159 plati pre pomer prie¢nej zlozky pridu 7, k pozdiznej I,

Iy _2a
I, ¢
Magneticka indukcia vo vnutri solenoidu je
Mol
Bint :luOIpn = 5

20
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kde n = 1/(20) je pocet zdvitov na jednotku dizky solenoidu. Na povrchu solenoidu

Mol
Bt = oma
Pre pomer tychto indukcif plati
2
int _ o az
BEXI 5

Obr. R159

160. Odpor vinutia solenoidu R = 184 Q. Tepelny vykon

U? ] . P
P=?=3,13W a prad v solenoide 1:5:131mA

Magnetickd indukcia v strede solenoidu s diZkou d, polomerom r a s po&tom zavitov n na jednotku
dlzky pri pride 7 je
Molnd
2
2 a +r?
4

B= =8,05107*T

Obr. R161

161. Dané pridové rozloZenie mozno povazovat’ za superpoziciu pridovej hustoty J v celom
valci a pridovej hustoty —J v dutine valca. Podl'a obr. R161 intenzita magnetického pola v bode
danom polohovym vektorom r, spdsobend pridovou hustotou J bude
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J Xr
2

B =, g alebo vo vektorovom vyjadreni B’ =y,

Intenzita pol'a od pridu s hustotou —J v tom istom bode je

-J xr’
2

B// = '[[0
Vysledné pole v dutine je

L = R

kde ry = r — r' je polohovy vektor stredu dutiny vzhladom na stred valca. Pole v dutine je
homogénne.

162. Podl'a obr. R162 priestorovy uhol, v ktorom vidno pridovi slucku ! z bodu P je Q. Pri
zmene polohy bodu P o du sa zmen{ priestorovy uhol o dQ. Posunutie bodu P o du je ekvivalentné
posunutiu slu¢ky o —du. Zmena priestorového uhla dQ je rovnd stictu elementdrnych priestorovych
uhlov malych rovnobeZnikov tvorenych vektormi d/ a —du. Plocha takého rovnobeZnika je

ds = |du x di
a plosny vektor rovnobeZnika

dS =—du x dl

ktorého priemet do smeru vektora r deleny s > ddva elementarny priestorovy uhol

du xdl dl xr
- = 3 .du
r r

Integraciou posledného vyrazu pozdiz celej slucky / dostaneme zmenu dQ v tvare

dl xr
3

dQ = —du.

L r

Obr. R162
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avsak dQ = grad Q.du, takze

dl xr

lr3

—gradQ =

Magneticka indukcia pridovej slucky sa teda v bode P dd vyjadrit’ vyrazom

I I IQ
p =+t §M = —'u—ogradQ = —grad o2 _ —gradV,,
4 i 43 4n 4n
kde
v, =4l
4n

je skaldrny magneticky potencidl.
163. Valcovo symetrické pole od priameho vodica

B= Holy
2nr

bude posobit’ iba na priamy dsek uzavretého okruhu, pretoZe na jeho kruhovej Casti je magneticka
indukcia paralelnd s pridovymi elementmi. Podl'a obr. R163 elementirny moment dvojice sil
pOsobiaci na dva symetrické pridové elementy ,d! je

Uoli LAl uyl 1, R cos @, .
. — =
I

dM = 2IdF =21I,Bsin pdl = Podo

nr

Celkovy moment

_ MolilbRcos 9,
T

] Ul IR
M jtg2¢d¢=%(sin 9o = Py s P)
0

smeruje na obr. R163 dolava.

Obr. R163 Obr. R164

164. Magneticky moment dutej gule mozno vypocitat’ integraciou elementdrnych magnetickych
momentov prizkov na gulovej ploche podla obr. R164. Oznaéme: o = Q/(4wR*) plosni
hustotu ndboja na gul'ovej ploche, ds = 2mpRd?} plochu prizka, d = @dQ/(2w) = owds/(2w) prid
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