DODATOK |
STRUCNY PREHLAD VEKTOROVEJ ANALYZY

1 Scitavanie vektorov a nasobenie vektora skalarom

Vektor A je fyzikdlna veli¢ina, ktord ma udand Vel’lgost’ (modul, absoliitnu hodnotu)
A a smer. MozZno ho vyjadrit’ napriklad v zlozkach pozdlZ osi kartézskeho stradnicového
systému x, y, z

A=Ai+Aj+Ak

kde i, j, k su jednotkové vektory s modulom 1 v smere suradnicovych osi (pozri Dodatok II).
Vektory mozno scitavat. Stcet dvoch vektorov A a B je vektor

C=A+B=(A+BJi+(A+B)j+ (A + Bk
Pre s¢itavanie vektorov plati komutativny zdkon

A+B=B+A
a asociativny zdkon
A+B)+C=A+B+0)
Vzdy plati
|A+B| <A+B
Rozdiel dvoch vektorov
A-B=A+(-B)

je vektor, ktory sa rovna sictu vektora A s vektorom —B (vektor s rovnakym modulom
ako B, ale opa¢ného smeru).

Stucin skaldra o's vektorom A je vektor, ktorého modul je | a’|A a smer je sthlasny
so smerom vektora A ak o> 0, alebo opa¢ny smeru A, ak a< 0.

2 Nasobenie vektorov

St definované dva stuciny vektorov:
a) Skalarny sucin dvoch vektorov A.B — je skalar s hodnotou ABcose, kde ¢ je
uhol, ktory vektory A a B zvieraju, teda

A.B =ABcos@

Skaldrny sucin dvoch navzdjom kolmych vektorov (¢ = m/2) sa rovnd nule. Skaldrny
sucin dvoch paralelnych, resp. antiparalelnych vektorov (¢ =0, 7)

A.B=t*AB

Pre skaldrny sucin vektorov plati komutativny zdkon a distributivny zdkon, t. j.
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A.B=B.A
(A+B).C=A.C+B.C

avSak neplati asociativny zakon, pretoze
AB.C)#(A.B)C
Pre jednotkové vektory pravouhlého siradnicového systému platia vyrazy
ij=ji=tk=ki=jk=kj=0
ili=jj=kk=1
Skalarny sucin vektorov v zlozkach pravouhlych stiradnic
A.B=AB,+AB,+AB,
Ak A = B, potom
AA=A=A2+A+A]
b) Vektorovy sicin dvoch vektorov A X B je vektor, ktorého modul je
|AxB| =ABsing

(@ je uhol medzi vektormi A a B) a smer vektora A X B je taky, Ze vektory A, BaA X B
tvoria pravotoCivy sdradnicovy systém. Vektorovy sucin dvoch paralelnych vektorov
(9= 0, ) sa rovnd nule. Vektorovy sucin dvoch navzdjom kolmych vektorov (¢ = m/2)
je vektor s modulom AB.
Pre vektorovy sicin dvoch vektorov plati distributivny zdkon, t. j.
A+B)xC=AxC+BxC
avSak neplati komutativny zdkon. Plati antikomutativny zdkon, t. j.
AxXxB=-BxA
a neplati ani asociativny zdkon, pretoze
AXBxXC)#(AXB)xC
Vektorové sticiny jednotkovych vektorov i, j, k su
iXi=jxj=kxk=0
ixXj=k Jxk=i kxi=j
Jxi=-k kxj=-i ixk=-j

Vektorovy sicin dvoch vektorov v zloZkach pravouhlého siradnicového systému
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i j k
AxXB=|A, A, A|=(AB.-AB)i+(AB.~AB)+(AB,~AB)k
B, B, B,
Dvojnédsobny vektorovy sicin A X (B x C) je vektor koplandrny s vektormi B a C,
a je dany vyrazom
AX(BxC)=B(A.C)-C(A.B)
ZmieSany vektorovy sucin
A(BxC)=B.(CxA)=C.(AXB)

je skalar, ktorého velkost’ sa rovnd objemu rovnobeZnostena urc¢eného vektormi A, B
a C. V zlozkéch pravouhlého siradnicového systému

A A A
A.(BxC)=|B, B, B.
¢, C C.

Dalej platia vzt'ahy

(A X B).(CxD)=(A.C)B.D) - (A.D)B.C)
(AXB)x(CxD)=[A.BxD)]C-[A.(BxC)]D=[A.(CxD)]B - [B.(C xD)]A

DODATOK I
SURADNICOVE SYSTEMY

1 Dvojrozmerné suradnicové systémy

Na urcenie polohy bodu v rovine treba zadat’ dve ¢isla (stradnice), pricom spdsob
zadania polohy (stradnic) zavisi od povahy problému, v ktorom bod vystupuje. Na tento
ucel slizia stiradnicové systémy, ktoré musia mat’ zadany zaciatok, smer (+/~) sturadnicovych
osi a mierku (Skdlu). NajcastejSie pouZivané stradnicové systémy v rovine su:

— pravouhly (kartézsky) systém x, y

— polarny systém siradnic o, ¢.

1.1 Pravouhly (kartézsky) dvojrozmerny systém suradnic

Pravouhly systém stiradnic v rovine je ststava dvoch navzajom pravouhlych (ortogondlnych)
osi podla obr. I. Zaiatkom (pSlom alebo nulovym bodom) O je priesecnik osi.

558



Vzdialenosti na horizontdlnej osi sa zaddvaji hodnotami *+x vzhl'adom na zaciatok, na
vertikdlnej osi ty od zaciatku. Poloha bodu P v rovine je potom uréend dvojicou ¢isel x,

y, €o oznacujeme P(x, y).

Vzdialenost OP bodu P(x, y) od zaciatku O je dand Pytagorovou vetou:

OP =/x*+?

Vzdialenost’ d medzi dvoma bodmi P;(x, y1) a Pa(x, ¥2):

d:@:\/(xl_xz)u()ﬁ_h)z

A
OR
y1-- I - T (A
X2 Xq
+ + -
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P(%.y2)
Obr. 1

1.2 Systém polarnych suradnic

Poladrne sdradnice sa pouZivajui pri analyze problémov so stredovou symetriou v rovine.
Poloha bodu P sa zaddva (pozri obr. II):

1) vzdialenost’ou (polomerom alebo dizkou polohového vektora) p = ﬁ,

___2) smerovym uhlom (poldrny uhol, uhlovi siiradnica alebo argument) ¢ medzi spojnicou
OP a polarnou osou. Poldrny uhol ¢ je kladny pri otdCani proti smeru hodinovych
ruciciek a zdporny pri otdcani v smere pohybovych ruciciek. PretoZe uhol sa v rovine
v oblikovej miere opakuje po hodnotich 27, najcastejSie sa pri jeho zaddvani obmedzujeme
na interval hodn6t 0 < @ < 27 alebo v stupiiovej miere 0 < @ < 360°. Nazyvame ich

hlavné hodnoty.

PP Py)
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Vzdialenost’ d dvoch bodov P(p;, ¢1) a P,(0», @) v polarnych stiradniciach

d =} +p3—2p,p; cos(9, - 9,)

je dand kosinusovou vetou.

1.3 Konverzie v dvojrozmernych suradnicovych systémoch

Prechod od poldrnych siradnic (p, ¢) k pravouhlym stradniciam (x, y) sa vykona
pomocou vztahov

X=rcos¢Q y=rsin@

a prechod od pravouhlych stiradnic (x, y) k polarnym (p, ¢) je dany vztahmi

r=\lx2+y2 ¢=arctgl
X

2 Trojrozmerné suradnicové systémy

Trojrozmerné stradnicové systémy sa pouZivaji na urcenie polohy bodu v priestore.
Podl'a povahy problému mozno pouZit’ niektory z nasledovnych najcastejsie pouzivanych
suradnicovych systémov:

— pravouhly (kartézsky) systém x, y, z

— cylindricky (valcovy) systém p, @, z

— sféricky (gulovy) systém r, &, ¢.

Kazdy zo syst¢émov musi mat’ ureny zaciatok O (pre cylindricky systém je zaCiatkom
bod na osi z), smer (+/-) a mierka.

2.1 Pravouhly trojrozmerny systém suradnic

Tento systém predstavuje tri navzdjom ortogondlne (pravouhlé) sdradnice, ktoré
nazyvame os X, 0s y a 0s z (pozri obr. III).
Vzdialenost’ bodu P(x, y, z) od zaciatku O

E’=\1x2+y2+zz

NajkratSia vzdialenost’ d medzi dvoma bodmi Py(xy, yy, z1) a P(x2, ¥2, 22)

d=RBP = -5, + (= 1) +(5 - )

Jednotkové vektory v poradi i — j — k tvoria pravotoCivy systém.
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2.2 Cylindricky systém suradnic

Polédrne sdradnice sa pouZivaji v problémoch s osovou (cylindrickou) symetriou
a rotacnou symetriou.

Poloha bodu v cylindrickom systéme je dand sdradnicami (p, @, z), kde z je
cylindricka os, p je kolmd vzdialenost’ bodu P od osi z (pozor — nie od zaciatku na osi z)
a @ je azimutdlny uhol medzi referencnou rovinou prechddzajicou osou z a rovinou
v ktorej lezi bod P (pozri obr. IV). Defini€né oblasti:

prepje p=20

pre@pje 0 < ¢ < 2m

pre z je —oo < 7 < oo

Az
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y
PN
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*x psing
Obr. IV

Pre z = 0 prechddza cylindricky systém na systém poldrnych sudradnic. Jednotkové
vektory v poradi e, — e, — e, tvoria pravoto€ivy systém.
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2.3 Sféricky systém suradnic

Sférické suradnice sa pouzivaju pri problémoch so stredovou symetriou, napr. v geografii,
pri opise dip6lovych poli, v kvantovej mechanike pri opise energetickych stavov atémov
ap.

Bod P v sférickych stradniciach je dany trojicou ¢isel (7, &, @) na obr. V, kde

r je vzdialenost’ bodu P od zaciatku 0 a md hodnoty r > 0,

© je polarny uhol (geografick dizkova siradnica) medzi poldrnou osou (napr. osou z)
a smerom vektora r. Nadobuida hodnoty z intervalu 0 < #< 7.

@ je azimutalny uhol (geografickd Sirkova stradnica v rovnikovej rovine) medzi
priemetom vektora r do roviny kolmej na poldrnu os (na obr. V os z) a zvolenou osou
v tejto rovine (napr. os x). Uhol ¢ nadobiida hodnoty z intervalu 0 < ¢ < 2.

Jednotkové vektory v poradi e, — e — e, tvoria pravotoCivy systém.

2.4 Konverzie medzi trojrozmernymi
suradnicovymi systémami

Prechod cylindrickych sdradnic (p, ¢, 7°) na kartézske suradnice (x, y, z) umoziiujd
vztahy

X =pcos @ y=psing 2=z

Prechod kartézskych sdradnic (x, y, z) na cylindrické stradnice (p, @, ) umoziiuji
vztahy

p— 2 2 — X —_ y ’
r=4/XxX"+Yy ¢—arccos2——arctg— 7=z

x“+y X

Prechod sférickych stradnic (r, &% ¢) na kartézske stradnice (x, y, z) umoZiujd
vztahy
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x=rsindcos @ 0<¢p<2rm
y =rsin¥sin ¢ 0<d<m
z=rcos?

Prechod kartézskych sdradnic (x, y, z) na sférické stradnice (r, & ¢) umoznuji

vztahy
r=yx>+y?+7° (rovnica gulovej plochy)

X . y y
COSQP = ———= sin ¢ = ———= tgp ==
/xz+y2 /xz+yz X

z

z
cosr=—=

r ,x2+y2+z2

Prechod sférickych sdradnic (r, ¥ ¢) na cylindrické sdradnice (p, @7 z) umoziuji
vztahy

p=rsind
o =9 0<p<2n
z=rcos ¥ 0<d<m

Prechod cylindrickych sdradnic (p, ¢’, z) na sférické sdradnice (r, ¥ @) umoZziujd
vztahy

r=ypt+7° 15‘:arctg’0 o=¢

Z
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Tabul’ka 22

Diferencialne operacie na skalarnych a vektorovych poliach

Gradient (grad) V:

Pravouhlé siiradnice (x, y, z) Cylindrické siuradnice (p, ¢, z)

gradV:a—Vi+a—Vj+a—Vk gradV:a—Ve LoV v

oy T P gt o
Sférické siiradnice (r, ¥ @)

radV—a—Ve +18Ve + ! aVe
g o " rov ’ rsingd dp ¢

Divergencia (div) E:

Pravouhlé siradnice (x, y, z) Cylindrické siuradnice (p, ¢, z)
oE oE
divE =28 0% | OF: divE=li(pEp)+——¢+—Z
ox dy Oz p op pJdp Iz
Sférické siiradnice (r, ¥ @)
L2
rsin?® 0@

divE zéai(rzE )+

J .
r- or ") rsin £(31nz9Eﬂ)+

Rotacia (rot) E:

Pravouhlé siradnice (x, y, z)

JE, oE
rotE:(%_—’jl#(aEx —Ej '+( : —aijk= ki

k
9E, oy Kl
dy 0z dz  Ox ox  dy 0z

&
U’@ﬂw&..

=
~<

E

2

Cylindrické svradnice (p, @, z)

oE,
rotE=(la£——¢je
pop dz)7”

N
)

e, pe,
(E%} i(a’iaij _1l9 o
iz )’ p

Fle

dp dp)° plop dp

E, PE,

ty

)

Sférické siradnice (r, & @)

1 (9sindE, O, 1( 1 oE, OrE, 1(orE, OE,
rotE = — - e, +—| ————- e +— - ey =
rsin ¢ ot o risind dp  Jr r\_ or 0¥

e, rey rsinde,
Lo o
rlsing|or 00 @

E. rEy rsindE,
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Tabul’ka 23

Laplaceov operator

Pravouhlé siiradnice (x, y, z)

2 2 2
A:V.V:a—2+a—2+a—2
ox” dy° 0z

Cylindrické siiradnice (0, ¢, 7)

2 2
a12(,2), 17 2

_—+_
pop\"ap) p*agp* 9’

1 0
A=——
r2 ar(

Sférické siiradnice (r, ¥ @)

or

2
rzij+ ! i(sinﬁij+; J

r?sin ¢ 08 r?sin” ¢ dp?

NIEKOLKO LITERARNYCH PRAMENOV K PREDMETU

"ELEKTROMAGNETIZMUS"

svetelnych javov.

O elektromagnetizme bolo napisanych vel'mi vela vynikajicich diel. Medzi prvé,
ktorych drovent zodpovedd dneSnym teoretickym predstavdm patri Maxwellova monografia
"Treatise on Electricity and Magnetism'' (Pojednanie o elektrine a magnetizme) prvy
raz vydand v roku 1873. Jej tretie vydanie vySlo uz v roku 1891 (3d ed., Oxford
University Press, 1891; reprint ed., Dover, New York 1954) a posledné v jini 1998 vo
vydavatel'stve Oxford University Press. Maxwell v nej na zdklade Ampérovych a Faradayovych
experimentdlnych poznatkov predlozil jednotnu tedriu elektromagnetizmu vcitane

Nepokladdm za tcelné predkladat’ tu rozsiahly zoznam ucebnic, ktoré boli napisané
potom, a ktoré sa dnes len tazko obstardvaji, nemozem vSak nespomentt’ aspoii niektoré,

ktoré si zasluhuji mimoriadnu pozornost’ a obdiv. Su to napriklad:

1.

2.

Stratton, J.: ""Electromagnetic Theory'', McGraw — Hill Book Co., Inc., New York
1941 — existuje Cesky preklad z roku 1961,
Sommerfeld, A.: "Elektrodynamik', Akademische Verlagsgessellschaft Geest &
Portig K.-G., Leipzig 1949,

. Tamm, L J.: "Osnovy teoriji elektricestva'', GITTL, Moskva 1957,
. Jackson, J. D.: "Classical Electrodynamics", J. Wiley and Sons, Inc. New York,
London 1962.




V roku 1961 vznikla na Univerzite v Berkley v Kalifornii, USA $pecidlna komisia
zloZena z renomovanych vedcov a pedagégov, aj nositelov Nobelovej ceny za fyziku,
ktora dostala za tlohu koordinovat’ tvorbu novych modernych ucebnic zdkladného kurzu
fyziky, ktoré by odrazali vtedajsi stav fyzikdlnych poznatkov a pokroky v technike.
Druhy, uz spominany diel tohto pitdielneho kurzu je venovany elektromagnetizmu
a vySiel v roku 1965. Je to kniha:

5. Purcell, E. M.: "Electricity and Magnetism'', Berkley Physics Course, Vol. 2,
McGraw Hill Book Comp., New York 1965.

"Berkleysky kurz" je jedno z najdokonalejSich diel z fyzikédlnej ucebnicovej tvorby. Je
napisany na vysokej odbornej uirovni a s takym pedagogickym majstrovstvom, Ze ho mdze
¢itat’ kazdy, kto ma aspon priemernd matematickd pripravu zodpovedajicu gymnazidlnej
trovni. S nim moZno porovndvat iba d’alej citované a tieZ uz spominané ucebnice
Richarda P. Feynmana. Edward Mills Purcell, autor uvedenej ufebnice, dostal spolu
s Felixom Blochom v roku 1952 Nobelovu cenu za vyskumy vo vysokofrekvencnej
spektroskopii (jadrova magneticka rezonancia).

V stcasnosti okrem tejto knihy existujd u nds pomerne neddvne vydania osved¢enych
ucebnic, na ktoré si Studenti obyc€ajne odkazovani. St to napriklad knihy:

6. Feynman, R. P., Leighton, R. B., Sands, M.: "Feynmanove prednasky z fyziky 3",
Alfa Bratislava 1988

7. Sedlak, B., Stoll, J.: "Elektiina a magnetismus'', Academia Praha Vydavatelstvi
Karolinum 1993

8. Ci¢manec, P.: ""VSeobecna fyzika 2 — Elektrina a magnetizmus", Vydavatel'stvo
UK Bratislava 2002

Diifajme, Ze aj dielo, na konci ktorého ste sa prave ocitli, Vam pomohlo odhalit’
a pochopit’ niektoré taje sveta, v ktorom Zijeme a ktorého sme neoddeliteI'nou sicastou.
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