11 ELEKTROMAGNETICKE VLNY

Z pohladu dalekej budiicnosti l'udstva — povedzme
desat'tisic rokov — bude Maxwellov objav zdkonov

elektrodynamiky hodnoteny ako najvidc¢si objav
19. storo¢ia. Americka obcianska vojna vedend v tom
istom desatro¢i bude v porovnani s touto ddleZitou
vedeckou udalostou hodnotend ako bezvyznamnd
provincialna Sarvatka.

"Feynmanove prednasky z fyziky"

11.1 PODSTATA ELEKTROMAGNETICKYCH VLN

Ak sa elektrické ndboje pohybuju v priestore tak, Ze ich rychlost' je periodickou
funkciou ¢asu, vytvdraji v svojom okoli elektromagnetické pole, ktoré m4 vlnovy charakter,
t.j. je periodické v Case i v priestore a §iri sa v priestore istou konecnou rychlostou.
Konecnu rychlost,, ktorou sa elektromagnetické rozruchy vo vakuu $iria, zvykneme nazyvat
rychlostou svetla, oznatujeme ju univerzilne pismenom c¢ ' a je predpokladom pre
existenciu elektromagnetickych vin (nekoneéné rychlost by vznik viny neumoZiiovala).
KaZzdd vinu, a teda aj elektromagnetickd, charakterizuji dva parametre: frekvencia jej
kmitov f= @/(27) a jej vinova dizka A. Tieto parametre si navzdjom viazané vztahom

A=— 11.1
7 (1L.1)

Rychlost’ svetla ¢ je jedna z univerzalnych prirodnych konstant a jej meraniu sa budeme
venovat’ v odseku 11.7.

Myslienku o existencii elektromagnetickych vin a moZnosti ich §frenia v priestore
vyslovil uz Faraday a o niekol'ko desatroci neskor, v rokoch 1864 az 1873 anglicky fyzik
James Clerk Maxwell, tieto myslienky svojimi teoretickymi pracami zdovodnil. Maxwellova
tedria elektromagnetizmu umoZziuje na zdklade jej zdkonov napisat diferencidlne
rovnice — vlnové rovnice, ktorych rieSenie v neohrani¢enom priestore predstavuje
elektromagnetické viny, a ktorych rychlost’ Sirenia vo vakuu sa rovnd prave rychlosti
svetla. DalSie teoretické price ukazali, Ze vlastnosti elektromagnetickych vin — odraz,
lom, pripadne rozptyl — su rovnaké, aké boli experimentdlne zistené pre svetelné viny.
Na zdklade tychto skisenosti Maxwell usudil, Ze svetelné viny su tieZ elektromagnetické
viny, ibaze velmi kritkych vlnovych dizok, ktorym zodpovedaji extrémne vysoké
frekvencie. Na rozdiel od inych vlnovych procesov (akustickych, gravitacnych)
elektromagnetické viny pozostavaju z dvoch vlnovych poli, ktoré st nerozlu¢ne spojené
anemoOzu existovat’ oddelene. V neohranicenom vdkuu si obidve tieto dielie viny
priecne (transverzdlne) k smeru ich Sirenia a roviny kmitov ich vektorov elektrického

! Podra latinského slova "celeritas" = rychlost.
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a magnetického pol'a st tieZ navzdjom kolmé. Kolmost’ vektorov mdZe byt porusena
v anizotropnych latkovych prostrediach. V ohrani¢enych prostrediach, napr. v trubicovych
vinovodoch, md7u vznikniit' aj pozdizne (longitudindlne) viny. V smere §irenia viny sa
prenasa aj jej elektromagnetickd energia resp. hybnost. V bezstratovych prostrediach
zostavaji amplitidy poli rovnaké v celom priestore, v stratovych prostrediach amplitidy
v smere Sirenia klesaju tak, ako sa Cast’ energie viny premienia na teplo v prostredi. Treba
vSak pripomenut’, Ze bezstratovych prostredi takmer niet, pretoZe aj v prostrediach bez
joulovskych strat existuju vzdy dielektrické straty spojené s periodickou zmenou polarizicie
materidlu.

Vyznam elektromagnetickych vin je obrovsky. Na nich je zaloZena prakticky vietka
dial’kova komunikdcia, ktord sa uskutocnuje v obrovskom intervale frekvencii. Doslova
sme ponoreni v "mori" signdlov vSetkych moZnych frekvencii produkovanych umelymi
aj prirodzenymi zdrojmi, ako to vidiet z tabul’ky 20. Z nej si moZno urobit’ predstavu
o Sirke celého, dnes zndmeho elektromagnetického spektra. Dolnou hranicou pouZzitel'nych
kmitov si frekvencie okolo 10 Hz a najvysie dnes detegované frekvencie si radu 107 Hz.
Pomer tychto frekvencii ¢ini 10*' = 2'°, teda elektromagnetické spektrum pokryva 70
oktav. Z tychto 70 oktav viditel'né svetlo s frekvenciami od cca 3,9.10" Hz (A=769 nm)
do 7,7.10" Hz (A = 389 nm) nepokryva ani celd jednu oktdvu, priom tato neceld oktdva
mad rozhodujuci vyznam pre Zivot na Zemi. Na jednej strane je I'udské oko citlivé iba na
flu, a na druhej strane, svetelné Ziarenie zo Slnka je podmienkou pre proces tvorby
uhl'ovodikov z kysli¢nika uhli¢itého a vody v rastlinnej riSi. Tento proces sa nazyva
fotosyntéza. Energie E= hf uvedené v prvom stipci tabulky sd energie foténov
odpovedajicich danym frekvencidm, pricom 4 je Planckova konStanta.

Elektromagnetické vlny experimentdlne objavil na univerzite v Karlsruhe v roku 1887
nemecky fyzik Heinrich Hertz, Ziak a chrdnenec fyzika, fyzioldga, filozofa a znalca umenia
Hermanna von Helmholtza (1821 — 1894). Hertz prvy uréil aj vinovi dizku meranim
vzdialenosti susednych minim vybudenej stojatej viny. Z vlnovej dizky a znimej frekvencie
(urCenej z hodndt L a C rezonan¢ného obvodu) vyuzitim vyrazu (11.1) stanovil rychlost
danej elektromagnetickej viny na hodnotu 3,2.10° m/s. S4m o tomto vysledku skepticky
vyhlasil, Ze ho treba povazovat’ iba za radovy odhad. Vidime vSak, Ze jeho odhad bol
blizky k dnes pouZzivanej hodnote rychlosti svetla c, a to bola podpora Maxwellovej tedrie,
podla ktorej elektromagnetické viny a svetlo majui rovnakd podstatu a v neohrani¢enom
vol'nom priestore (vo vakuu) sa $iria rovnakou rychlostou.

11.2 VLNOVE ROVNICE

Po tomto tivode o podstate a niektorych vlastnostiach elektromagnetickych vin sa
pokisime matematicky preskimat’ ich vlastnosti tak, ako plynd z Maxwellovej tedrie
elektromagnetizmu. Predpokladajme, Ze v neohrani¢enom, elektricky homogénnom
a izotropnom prostredi (s konStantnymi ¢iselnymi hodnotami &€ a 4) existuji nenulova
intenzita elektrického pola E a magnetickd indukcia B. Vektory E a B st vo vSeobecnosti
funkciami polohy a ¢asu. Dalej budeme predpokladat’, Ze prostredie je linedrne, t. j. také,
Ze v fiom plati Ohmov zdkon, a hustota ndboja sa rovnd nule. Tieto predpoklady su
takmer vo vietkych praktickych pripadoch splnené. Ulohou v tomto odseku je — na zdklade
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Maxwellovych rovnic — napisat’ diferencidlne rovnice pre vektory E a H = B/u." Styri
Maxwellove rovnice formulované v odseku 8.6 za uvedenych predpokladov nadobudnii
tvar

rot E = — aa_lj (11.2a)
rot H = oE+eaa—1tE (11.2b)
divE=0 (11.2¢)
divH=0 (11.24d)

V tychto rovniciach treba separovat’ vektory E a H. Najjednoduchsie sa to da urobit’ tak,
Ze napr. na rovnicu (11.2a) aplikujeme eSte raz operaciu roticie, takZe dostaneme rovnicu

rotrot E = —,u%rotH (11.3)

Pre operaciu rot rot na l'avej strane tejto rovnice podl'a tabulky 2 plati identita
rot rot = grad div — A

a s jej vyuzitim mozno rovnicu (11.3) prepisat’ do tvaru

oE 0’E
raddivE - AE =-ou— — eu———
gracaw Mot or?

Rovnicu, ak vezmeme do tvahy rovnicu (11.2c), moZno este zjednodusit’ a napisat’
v kone¢nom tvare

AE - oy— —gu—- =0 (11.4a)

Formélne dplne rovnakymi operdciami na rovnici (11.2b) vyuZitim vysSie uvedenej
operatorovej identity a rovnic (11.2a) a (11.2d) dostaneme rovnicu pre vektor H vo
formalne rovnakom tvare

oH oO’H
AH—oyg —gy? =0 (11.4b)

Moze vzniknit oprdvnend otdzka, preco sa chystime vyjadrovat’ elektromagnetické viny vektormi E
a H, a nie vektormi E a B. Pri¢inou toho, na prvy pohl'ad paradoxného pristupu je skutocnost’, Ze teraz
predmetom zaujmu nebude silové pdsobenie poli na ndboje, ale tok vykonu v elektromagnetickej vine,
ktory je dany prave vektorovym sic¢inom vektorov E a H (pozri d’alej Poyntingov vektor).
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Parcidlne diferencidlne rovnice (11.4a,b) sa nazyvaji vinové rovnice pre vektory E a H.
Na trovni zdkladného kurzu elektromagnetizmu moZno o nich povedat’ iba tol’ko, Ze ich
moznym rieSenim su elektrické a magnetické viny, ktoré v ase a v priestore zanikaju.

Budeme sa zaoberat’ niektorymi jednoduchs$imi pripadmi vlnovych poli. Predovsetkym
sa obmedzime na v Case harmonické vlny, pre ktoré moézeme s vyhodou vyuzit
symbolicko-komplexni metéddu zndmu z tedrie striedavych pridov. Tuto metédu mozno
vyuzit' pre vietky periodické viny, pretoZe sii superpoziciou harmonickych vin. Zobrazime
teda trigonometrické funkcie sinax, resp. cosa¥ v komplexnej reprezentdcii komplexnym
¢asovym faktorom e viny, kde @ je frekvencia oakdvanej viny a komplexné amplitidy
zavislé od polohy danej polohovym vektorom r budd potom E(r) a H(r) (pozor — st to
komplexné vektory!). Obrazmi pola su teda komplexné vektory

E@r, t) = E(r)é” (11.5a)
H(r, 1) = Hir)e"™ (11.5b)

ktoré mozno dosadit’ do rovnic (11.4a,b). Po ich tiprave a vydelenim s ¢ dostaneme
rovnice pre komplexné amplitidy poli v tvare

AE(r) - jau(o+jwe)E(r) = 0 (11.6a)
AH(F) — jou(o+ jwe)H(r) = 0 (11.6b)

Su to Helmholtzove parcidlne diferencidlne rovnice pre komplexné amplitidy
elektromagnetickej vlny v stratovom prostredi (o # 0). Castejie sa zapisuji v tvare

AE(r) + K’E(r) =0 (11.6a)

AH(r) + K*H(r) = 0 (11.6b)
kde K je koeficient Sirenia viny dand vyrazom

K’ =—jou(c+ jwe) (11.8)

Mozno si vS§imnut, Ze vyraz v zitvorke je komplexnd konduktivita y prostredia definovana
uz v odseku 9.5.1 vztah (9.47). Vyraz (11.8) moZno napfisat’ aj v tvare

K’ =—jauy = i ue
kde

£=e+Z —al-jgd)=e-je' (11.9)
jo

je v elektrotechnickej literatire Casto uvadzand komplexna permitivita materidlu, ktord
opisuje dielektrické a vodivostné vlastnosti materidlu v zavislosti od frekvencie.

Analyza harmonickych vin sa znaéne zjednodusi v bezstratovych prostrediach,
pripadne vo vakuu (alebo i vo vzduchu). V takych prostrediach o = 0, a teda aj tgd=0,
£'=0,e=¢ca
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K== weu (11.10)
Konstanta

ﬁ:a)\/a [rad.mfl] (11.11)

je fazovy koeficient viny. V pripade bezstratového prostredia sa zjednodus$ia aj
Helmbholtzove rovnice na tvar

AE(r) + B°E(r) = 0 (11.12a)
AH(r) + BH(r) =0 (11.12b)

Tieto rovnice sa nazyvajd tieZ rovnicami membrany, pretoZe ak A je dvojrozmerny
Laplaceov operdtor, opisuji aj kmity pruznych blan (membran).

11.3 ROVINNA ELEKTROMAGNETICKA VLNA

NajcastejSie v praxi sa vyskytujice vinové polia si gul'ové viny a rovinné viny.
Gul'ovd vina sa vytvara v blizkom okoli zdroja vinového pol’a, ktorym moZe byt elektricky
vibrator (dip6l), pripadne mald pridova slucka. Toto pole vo vel'mi velkej vzdialenosti r
od zdroja prechddza na pole rovinnej viny. Pod rovinnou elektromagnetickou vinou
budeme rozumiet' vlnové pole, v ktorom vektory intenzit pola zdvisia iba od jednej
suradnice a Casu. Budeme tiez predpokladat’, Ze prostredie je homogénne, izotropné
a neohranicené a pre jednoduchost’ budeme tieZ predpokladat’, Ze je aj bezstratové, teda
jeho konduktivita je nulovd (o = 0). Nech v pravouhlom siradnicovom systéme xyz
zavisia vektory intenzit pol'a iba od stradnice z, takZe

Er, 0)=E(z, )i+ E\z, ) + Ez, Dk =Ef(z, 1) + E(z, Dk (11.13a)
H(r,t)=HJz, i+ H(z, t)j + H(z, bk = H(z, t) + H(z, Dk (11.13b)

kde
Efz, 1) = EJz, i+ Ey(z, 1)j

H(z,t) = H(z, i + Hy(z, t)j

su vektorové zlozky elektrického a magnetického pol'a prie¢ne na smer suradnice z (d’alej
uz funkénu zavislost’ od z nebudeme vypisovat).

Prv, neZ sa pokisime ndjst’ vyrazy pre vektory intenzit pol'a (11.13) rieSenim rovnic
(11.12), postidime niektoré ich vlastnosti priamym vyuZitim Maxwellovych rovnic (11.2).
Zistime, Ze ocakavané rieSenia budid mat’ vel'mi zaujimavé a dolezité vlastnosti. Pre tieto
ucely predovSetkym prepiSeme rovnice (11.2¢) a (11.2d) do operdtorového tvaru

V.E=0 (11.14a)

V.H=0 (11.14b)
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a operdtor nabla napi$eme v tvare stétu prieéneho operitora V; a jeho pozdiznej zlozky
(0/92)k, teda

v=_,-+_,-+ik=vT+a—k (11.15)
Z

Ak dosadime (11.15) a vyrazy (11.13) do (11.14), po vykonani formdlnych skaldrnych
sicinov dostaneme rovnice

oE

Vi Ep +—%=0
T T ot
oH

Vo Hp +—%=0
T T ot

Prvé ¢leny tychto rovnic sa identicky rovnaju nule, lebo elektrické a magnetické pole
zdvisi od z a Vr je operdtor prieCnych suradnic x a y. Plati teda

oE oH
222 z
0z 0z

=0 (11.16)

t. j. z-ové zlozky elektrického a magnetického pol'a nezavisia od stradnice z a v tomto
ohl'ade su konStanty.
Ak podobne prepiSeme rovnice (11.2a) a (11.2b) do formélneho tvaru (pre o = 0)

oH
VXE=—u—
# ot
VxH:ea—E
ot

a dosadime sem vyjadrenia (11.13) a (11.15), po dprave dostaneme rovnice

=k (11.17)

oH oE oE
kx —L =g —L —Zk 11.18
T Tfa T (11.18)

Rovnice (11.17) a (11.18) maju zvlastnu Struktiru. Vektory na ich lavych stranich st
prie¢ne, pretoZe st vysledkom vektorového st¢inu pozdizneho vektora k a prie¢neho
vektora 0Ey /dz, resp. 0H1/dz. Prvé Eleny na pravych strandch sd priene vektory, ktoré
sa musia rovnat’ avym straniam, pretoZze druhé ¢leny si pozdizne vektory, ktoré sa tym
padom musia rovnat’ nule. Takto sa kazda z uvazovanych rovnic rozpadne na dve rovnice
nasledovnych tvarov
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kx —L =—y —L 11.19
e TTH Ty (11.192)
oH, =0 (11.19b)
ot
oH oE
kx —L =¢g—TL 11.20
2 (11.202)
%=o (11.20b)
ot

Z rovnic (11.19b) a (11.20b) vidime, Ze z-ové zloZky pola st nezavislé nielen od suradnice,
ale aj od ¢asu. Su to teda statické elektrické a magnetické polia v smere osi z, t. j.

E, =konst. H_, = konst. (11.21)

Vznika otdzka, ako interpretovat’ takyto na prvy pohlad prekvapujici vysledok nasej

analyzy.

Z matematického hladiska je taky vysledok pripustny, pretoZe ak sa pozrieme na
rovnice (11.2), nulové a statické priestorovo homogénne polia tymto rovniciam pri o =0
vyhovuju. Z fyzikdlneho hl'adiska im vyhovuju aj superpozicie statickych a inych, nestatickych
im vyhovujtcich poli. Statické rieSenia (11.21) teda moZno povazovat’ za superpoziciu
navzdjom nesuvisiacich statickych poli "obrovského kondenzatora so statickym nabojom
a obrovskej cievky so stdlym pridom". Pri analyze iba vlnovych procesov mdZeme tieto
polia z analyzy vylucit'.

Z tychto zavaznych tvah plynie, Ze v naSom zdpise vektorov elektrického a magnetického
pola (11.13) rovinnou elektromagnetickou vlnou musia byt vektory E; a Hr, ateda
mozno vyhlasit, Ze:

— rovinnd elektromagnetickd vina je priecnou (transverzdlnou) elektromagnetickou vinou,
pretoZe jej vektory Er a Hy kmitaji v rovine priecnej (v rovine xy) k smeru jej Sirenia z.
V literatiire sa casto oznacuje ako TEM-vina (transverzdlne elektromagnetickd vina).

Vyuzitim vlnovych rovnic (11.12) ndjdeme teraz amplitidy rovinnej viny E(2)
a H(z), ak ¢asova zavislost’ je harmonicka, teda ¢” Ked’Ze rovnice si symetrické, staci
rieSit’ prvd, priCom laplacidn A mozno nahradit’ obycajnou druhou deriviciou podla
sdradnice z, teda

2
d°E;
dz?

+ 2l;T:O

Riesenie tejto rovnice mozno napisat’ v tvare
Ei(z)= Ej e+ Ef e

a podobne pre magnetickud zloZku pola
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Hi(z)= Hy e+ Hf e

Ak napokon posledné dva vyrazy vyndsobime faktorom ¢, dostaneme kompletné
hl'adané rieSenie vlnovych rovnic pre rovinnu elektromagnetickd vinu v tvare

E(z. t)= E} e~ 4 Ey @ +Fo (11.22a)
Hy(z, 1) = Hj =P 4 Hy i @+F (11.22b)

Kazdé z tychto rieSeni pozostiva z dvoch &asti s vIinovymi (Easovo-pozdiZznymi)
faktormi &' *#9 a 50 za&iatoénymi amplitidami Ej., E; , resp. Hy, Hy . Vina, ktord

postupuje v zdpornom smere osi z s vinovym faktorom &®* 5 sa zvykne nazyvat

odrazenou vlnou a v praxi mdZe skutocne predstavovat’ odrazeny signil od nejakej
prekdzky. Odrazend vlnu bez ujmy na vSeobecnosti moéZeme z naSich tvah vylucit
a rieSenia (11.22) iba pre postupujicu vlnu napiSeme v tvare

Er(z, 1) = E} i@ =F (11.23a)
Hy(z, 1) = Hj Y@= F (11.23b)

Argument exponencidlnych funkcii v poslednych vyrazoch mozno vyuzit' na urcenie
fazovej rychlosti vlny vy. Ak argument (fizu) poloZime rovny konStante a zdiferencujeme

wdt+ fdz=0
dostaneme pre fazovi rychlost’
vy = % = J_r% = i%ﬂ
Vo vikuu, kde € = & a ¢ = Y je fazova rychlost
Upo = i; =*c (11.24)

v €oly -

teda velkostou sa rovna rychlosti svetla ¢. Rychlost’ ¢ je maximdlna limitna rychlost’
pohybu fize v neohranicenom védkuu. V ldtkovom neohrani€enom prostredi pre vinu
postupujtcu v kladnom smere osi z plati, Ze
c
Uy = ——= <c (11.25)
gr/lr

kde &, a u, st relativna permitivita a permeabilita prostredia.'

dosahovat’ nekone¢nych hodnét. Tato skuto¢nost’ nie je v rozpore s tedriou relativity, pretoZe fizovou
rychlostou sa prendsa iba tvar vlny. Informécia, teda energia vlny, sa prenasa grupovou rychlostou,
ktora je naopak vzdy menSia ako ¢ (pozri napr. Tirpdk, A.: Elektronika vel'mi vysokych frekvencif,
Vydavatel'stvo UK Bratislava 2001)
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Elektromagnetické viny si dané redlnymi alebo imagindrnymi Castami vyrazov
(11.23), teda napr.

E7r(zt) = E7 sin(ax — fz) (11.26a)
Hy(zt) = H} sin(ax — Bz) (11.26b)
Ak na okamih zmrazime &as, vyrazy (11.26) predstavuji sinusové funkcie pozdiz osi z

s dizkou jednej periédy Az plynticej z vyrazu SAz = 2. Dizka jednej periédy je vinovou
dizkou A= Az, z &oho

=2_7c=27wf =v_f

B o f

A

S vyuzitim fizovej rychlosti, resp. vinovej dizky, mozno vlnovy faktor napisat’ v troch
tvaroch

jo) tii] 3 2z
el@i£pz) _ eJ ( Ur) _ ej(mi A Z) (11.27)

Nakoniec zostdva zodpovedat’ eSte na jednu otdzku: V akom vzdjomnom vztahu su
amplitddy elektrickej a magnetickej zlozky elektromagnetickej viny? Zatial' vieme, Ze
obidva vektory leZia v priecnej rovine. Vzdjomny vztah tychto vektorov uddvaji rovnice
(11.19a) a (11.20a). Ak do nich dosadime vyrazy (11.23) dostaneme vztahy

kx PEr= quHr (11.28a)

PHx k = weEr (11.28b)
AKk si uvedomime, Ze

o _B_ K

B we £

potom vyrazy (11.28) mozno prepisat’ na tvary

kXET: EHT
vé‘
EHT Xk:ET
vé‘

Vidime, Ze obidve rovnice poskytuju rovnaki informéciu: priecne vektory Ey, Hr spolu
s pozdlZznym jednotkovym vektorom k si navzdjom kolmé a sledujii pravotocivy siradnicovy
systém. Pomer prieénych zloziek E7 / Hj je reélna veli¢ina

E; Y7,
zZ=—L=- |Z Q 11.29
H; - [Q] ( )
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a nazyva sa charakteristicka (vlnova) impedancia prostredia. Redlna hodnota tejto
veli€iny znamend, Ze elektricky a magneticky vektor v rovinnej elektromagnetickej vine
v bezstratovom prostredi su vo faze. Charakteristickd impedancia vdkua

Zoo= [0 = pye=37673 0
€o

je podobne ako c jedna z prirodnych konstant. Ak v priestorovo neohranicenom véakuu
existuje elektromagnetickd vlna s amplitidou magnetickej zlozky Hy = 1 A/m, potom jej
elektrickd zlozka ma amplitidu Ey = ZyHy = 376,73 V/m. Rovinnd elektromagneticka
vlna aj s jej parametrami je schematicky zndzornend na obr. 11.1.

Obr. 11.1

Ak je prostredie stratové, vypocet vinového pol'a sa stava zloZitym. Amplitidy poli
v smere Sirenia budid vo vSeobecnosti klesat’, elektrickd a magnetickd vlna nebudd vo
faze a charakteristickd impedancia bude komplexnd, dand vyrazom

z= |~ (11.30)

kde € je komplexnd permitivita prostredia definovand vyrazom (11.9). Relativne jednoduchy
je pripad malych strat (kvalitné dielektrikd) alebo naopak, pripad prostredi s velkymi
stratami (dobré vodice), ktory vedie na povrchovy jav, alebo skinefekt. Budeme sa nim
zaoberat’ v odseku 11.5.
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11.4 TOK VYKONU V ELEKTROMAGNETICKEJ VLNE.
POYNTINGOV VEKTOR

Pri préci so stdlymi jednosmernymi pripadne nizkofrekvenénymi priidmi je zvykom
spajat’ prenos elektrickej energie s pridom, ktory tecie vodi¢mi medzi zdrojom a spotrebicom.
Na vysokych a vel'mi vysokych frekvencidch tito koncepcia prenosu zlyhdva, pretoZe
vysokofrekvencné pridy sa riadia svojimi zdkonitostami a ich smery nemusia vzdy
plosny pripadne objemovy charakter a sui prakticky nemeratelné. PrendSant energiu
treba teda pocitat’ z elektromagnetickych poli, ktoré si désledkom tychto pridov. Mozno
teda povedat’, Ze energia sa prendSa "bezdrotovo" prostrednictvom pol'a. Tento pristup
k prenosu elektromagnetickej energie nie je nijako prekvapivy — celkom prirodzene
prijimame elektromagnetickud energiu zo Slnka, tepelnud i svetelnd, bez akéhokol'vek
vodivého spojenia zdroja (Slnka) a spotrebic¢a (Zeme).

K posudeniu otdzky prenosu elektromagnetickej energie v priestore treba urobit
energetickd bilanciu pola na zdklade Maxwellovych rovnic. Predpokladajme teda, Ze
v nejakom objeme 7 priestoru uzavretom plochou A si nenulové elektrické a magnetické
polia dané svojimi vektormi E a H, ktoré su funkciami polohy a ¢asu. Tieto polia vyhovuji
Maxwellovym rovniciam

oH oE
tE=—u— tH=J + e—
0 a ot 0 I ot

Vyndsobme skaldrne prvd rovnicu s H a druhd s E a odc¢itajme druhu od prvej.
Dostaneme

9E _
ot

o(e&E? uH?

H .rotE —E.rotH =-¢E yHaa—It{—_].E: _(_4_

- -J.E (1131
ar\ 2 2)1 (13

Lava strana vyrazu (11.31) sa da vyjadrit’ ako div (E x H) (pozri tabul’ku 2), teda

2 2
=2 L 113

Vyraz v zitvorke na pravej strane rovnice je objemova hustota energie elektromagnetického
pola

2 2
) +ﬂH
2 2

Welmag =

ktory sme uZ predtym ziskali zvlast pre statické elektrické a statické magnetické polia.
Teraz vidime, Ze plati aj pre ¢asovopremenné polia. Druhy ¢len J.E na pravej strane
vyrazu (11.32) je objemova hustota tepelného (Joulovho) vykonu, s ktorym sa
elektromagnetickd energia meni na teplo v prostredi.
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Ak vyraz (11.32) integrujeme cez objem 7 a na integrdl na lavej strane rovnice
pouZijeme Gaussovu vetu, ktorou sa objemovy integrdl premeni na ploSny, po tprave
dostaneme rovnicu

dw
—F—f(ExH).dA+.[J.E dr (11.33)

kde
W= J- Welmag dr
T

je celkova elektromagnetickd energia uzavretd v objeme 7 Rovnica (11.33) udava
energeticki bilanciu pol'a v objeme 7a nazyva sa Poyntingova veta.' Podl’a Poyntingovej
vety sa Casovy ubytok elektromagnetickej energie W v objeme 7 rovnd suctu energie
vyZiarenej z objemu 7 plochou A (prvy integrdl na pravej strane rovnice) a energie
spotrebovanej na teplo v objeme 7 (druhy integrdl na pravej strane rovnice). Hodnota
druhého integralu moze byt kladnd, ak vektory J a E maju rovnaky smer, ale aj zdporna,
ak J a E maju opacny smer (€o je napr. v zdrojoch elektrickej energie). Vektorovy sucin
E x H v prvom ¢lene na pravej strane rovnice, ktory sa integruje po uzavretej ploche A,
je dolezitou vykonovou veli¢inou pola

S=ExH [W.m™] (11.34)

ktord sa nazyva Poyntingov vektor S,” a ktory uddva plognd hustotu toku vykonu (alebo
hustotu toku energie jednotkovou plochou za jednotku ¢asu). Smer §irenia energie alebo
vykonu je kolmy na rovinu, v ktorej lezia vektory E a H. V rovinnej elektromagnetickej
vlne je tento smer totoZny so smerom $irenia vlny, teda je to smer fazovej rychlosti vy.
Neskor uvidime, 7e ak sa vlna §iri pozdiZ nejakého vedenia (koaxidlny kdbel, dvojvodidové
vedenie alebo trubicovy vlnovod), Poyntingov vektor ma smer osi vedenia.

Na Poyntingovom vektore je kuridézne to, Ze jeho koncepcia nezlyhdva ani v pripade
navzdjom nezdvislych statickych elektrickych a magnetickych poli, ktoré si ddsledkom
¢asovo stalych pridov a otvara naim nové neobvyklé pohl'ady na toky elektromagnetickej
energie. Spomeiite si na kondenzétor, ktory sme nabfijali v odseku 3.7.3, a tym zvySovali
jeho energiu. Zopakujme tento postup a pomaly nabijajme kondenzitor na obr. 11.2
postupnym prenosom ndbojov dg. Pri kaZzdom preneseni ndboja dg sa zvySi energia
kondenzétora s kapacitou C = gyna*/h na obr. 11.2 0 hodnotu

dW = hEdq = h*CEdE
[pozri tieZ vyraz (3.36)]. Energia kondenzatora narastd s vykonom

P:d—thEﬂthCEd—E (11.35)
dt dt dt

! Podra amerického fyzika Johna Henryho Poyntinga (1852 — 1914).
2 Oznacenie S pochadza z nemeckého ndazvu Strahlungsvektor — vektor Ziarenia.
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Povod tohto vykonu je v préci sily, ktord prendSa ndboje medzi doskami. Dalo by sa teda
povedat, Ze energia postupuje privodnymi vodi¢mi tak, ako sa kondenzdtor postupne
nabija. Pozrime sa vSak, ¢o ndm prindSa Poyntingova veta. Predovsetkym v kondenzatore
je J =0, teda aj Joulov tepelny vykon J.E = 0. Elektrické pole s intenzitou E, smeruje na
obrazku zhora nadol, a pocas nabijania kondenzatora je v iom aj magnetické pole, ktorého
intenzita H na okraji kondenzatora ma azimutdlny smer a jej velkost’ plynie z Ampérovho

zédkona

fra=1,
l
- da
|~

i
TTID

»'l . »
GEEREEL

7]
H

Obr. 11.2

(11.36)

pri¢om sa integruje po kruhovom obvode kondenzétora na polomere r = a. Veli¢ina

dE
I, =nd’e, —
P " dr

je celkovy posuvny prid v kondenzitore. Po dosadeni do (11.36) dostaneme vyraz

2naH = Tta280 d—E
dr

z ¢oho intenzita magnetického pol'a ma vel'kost’

_ £0a dE
2 dr

a smeruje azimutdlne s orientdciou ako na obrazku. Vektory E a H sui navzdjom kolmé
a vektorovy sucin E x H, teda Poyntingov vektor, smeruje zo vSetkych stran do vniitra
kondenzatora. Jeho velkost je na obvode kondenzétora v§ade rovnaka s hodnotou
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Celkovy tok Poyntingovho vektora t. j. vykon vstupujtici do kondenzatora sa rovnd sicinu
S a obvodovej plochy 2nah, teda

dE dE
P = 2mahS$ = egna*hE— = h*CE—
dr dr

Vysledok je fascinujici — energia vstupuje do kondenzatora Strbinou zo vSetkych stran
a rastie rovnako rychlo ako uddva vyraz (11.35), len nepostupuje vodi¢mi, ale vstupuje
do kondenzétora jeho obvodom.

Inym prikladom je vykon ¢asovo stdleho pridu spotrebovany na teplo v odpore. Ak
ma odporovy vodi¢ valcovy tvar a prid tedie pozdiZ jeho osi, na jednej strane sa energia
prenasa "tlagenim" elektrénov pozdiZ osi, ale na druhej strane, podl’a Poyntingovej koncepcie,
vstupuje do vodiga jeho plaitom a vo vniitri sa meni na teplo. Citatel’ sa o tom modZe
presvedcit’ rieSenim tlohy 297 a v ulohe 298 sa dozvie, Ze v koaxidlnom kébli energia
nepostupuje vodi¢mi prostrednictvom pridu, ale dutinou kébla, resp. jeho dielektrikom
vo forme elektromagnetického pol'a smerom k zat'azi.

Naskytd sa otazka, ako sa vlastne prenasa elektromagnetickd energia. Mozno iba
povedat’, Ze pri statickych poliach a pri nizkych frekvenciach je otdzka spdsobu prenosu
energie otdzkou vkusu. V takych pripadoch je vSak prirodzenejSie viazat' prenos energie
na prud, lebo vtedy aj podl'a Feynmana je "Poyntingov pristup prili§ blaznivy". Pri vel'mi
vysokych frekvencidch sa naopak Poyntingovmu vektoru nemozno vyhnut’.

Ak je elektromagnetické pole harmonické pole, potom jeho vektory mozno vyjadrit’
jeho komplexnymi obrazmi

E(r, 1) = E(r)e” H(r, ) = Hr)e'”

a zaviest komplexny Poyntingov vektor
1 *
Skr)mpl(r) = EE(r) xH (r) (1137)

ku ktorému sa mozno formalne dopracovat’ rovnako, ako k pojmu komplexny vykon
v odseku 9.5. Veli¢ina H (r) je komplexne zdruZend amplitida intenzity magnetického
pola. Redlna ¢ast’ vyrazu (11.37) udava stredni hodnotu Poyntingovho vektora,
teda strednd hodnotu toku vykonu v harmonickej elektromagnetickej vine.

V rovinnej elektromagnetickej vine v bezstratovom prostredi elektrické a magnetické
vektory Er a Hy su prieéne, navzdjom kolmé, vo fize a navzdjom viazané vlnovou
impedanciou Z. Stredny Poyntingov vektor takého pol’a je

k

- 1 R ST S
S = Stompt = Er x Hy =E|ET k=EZ|HT

Vykon v rovinnej elektromagnetickej vine sa §iri v smere osi z a je imerny Stvorcu
amplitddy elektrického alebo magnetického pola.
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11.5 POVRCHOVY JAV (SKINEFEKT)

11.5.1 Jednorozmerny rovinny pripad

Teraz sa budeme zaoberat’ §irenim elektromagnetickych vin v prostredi, ktoré je na

vvvvv

jednoduchych energetickych tvah mozno ocakdvat, Ze elektromagnetickd vlna bude
v takomto prostredi v smere svojho Sirenia silne tlmena v dosledku strit energie premenou
na teplo. Pod ucinkom elektromagnetickej viny budu totiZz v takom prostredi tiect’
elektrické prudy. Ich pridova hustota J(r, 7) v izotropnom vodivom prostredi s konduktivitou
ona zdklade Ohmovho zdkona je

J(r, 1) = oE(r, 1) (11.38)

Elektrické pole je teda imerné pridovej hustote v prostredi. Ak je prid harmonicky, je
harmonické aj elektromagnetické pole a vyraz (11.38) mozno prepisat’ pre komplexné
amplitddy zavislé od suradnic, teda

J(r) = oE(r)

Vidime, Ze elektrickd vlna kopiruje pridovi vinu v prostredi, takZze Helmholtzovu rovnicu
(11.6a) mozno prepisat’ pre vinu priudovej hustoty do tvaru

AJ(r) —jou(o+jae)]r) =0 (11.39)
Ak je prostredie vysoko vodivé, také, Ze
O » W€

mozno v rovnici (11.39) konduktivitu posuvného pridu @e zanedbat’ a prepisat’ rovnicu
do tvaru

AJ(r) —jauc](r)=0 (11.40a)
Podobnym spdsobom moZno prepisat’ aj rovnicu (11.6b)
AH(r) - jauocH(r) =0 (11.40b)

VSeobecné rieSenia tychto rovnic si formdlne rovnaké a liSia sa iba charakterom
hrani¢nych podmienok. Budeme sa zaoberat’ rieSenim prvej z rovnic. Najjednoduchsi je
pripad, ak prddova hustota zdvisi iba od jednej z pravouhlych stradnic, napriklad od
stradnice x. Vodivé prostredie nemoze byt v celom nekone¢nom priestore, ale musi mat
nejakd hranicu v kone€ne. Nech je rozhranim rovina yz pre x = 0 a vodivé prostredie je
nekonecny polpriestor x > 0. Nech naviac md pridova hustota smer osi z, potom
J(r) = J.(x)k arovnica (11.40a) prejde na tvar
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2
4Jx) ({;5") — joual (x) =0 (11.41)

Substiticiou

¥ =jauc (11.42)

prejde rovnica (11.41) na konecny tvar

2
dJ—Z;x)—szz(x) =0 (11.43)

Rovnica (11.43) mé tvar rovnice vedenia tepla alebo rovnice difizie (v stacionirnom
pripade), a preto aj jej rieSenie musi mat charakter funkcie, ktord so suradnicou x
exponencialne klesa. VSeobecné rieSenie rovnice moZno napisat’ v tvare

J@)=J o+ pe™” (11.44)

kde J a J', st integracné konStanty a fyzikdlne predstavuji hrani€éné hodnoty (pre x = 0)
dvoch amplitid pridovej hustoty, z ktorych jedna smerom do vodifa klesd a druhd
rastie. Je prirodzené ocakavat’, Ze celkovd pridovd hustota musi smerom do vnitra
materidlu klesat’, ¢o znamend, Ze druhd integracnd konstanta J',, = 0. RieSenie (11.44)
mozno teda zapisat’ v tvare

J.(x)=J e (11.44a)

Komplexna konStanta Sirenia ¥ sa dd napisat’ v tvare
. : 1+] 1+]
y=a+jf= 1/](0;10':?1/(0/10':7 (11.45)

kde « je koeficient ttlmu uddvany v m™, alebo v neperoch na meter (Np/m — jednotku
v8ak Sl-stistava nepripdst’a), pripadne v decibeloch na meter (dB/m) a /3 je uz zavedeny
fazovy koeficient uddvand v radidnoch na meter (rad/m). Veli€ina

5=i=i— 2 [m] (11.46)

a B \aeuo

je hibka vniku (skinovd hibka — skin depth'). Je to charakteristickd hibka, s ktorou
prudova hustota a sicasne elektrické aj magnetické pole exponencidlne klesaji smerom
do vniitra prostredia (materidlu). V hibke & poklesni amplitidy vietkych troch veli¢in na
1/e-tinu ich povrchovych hodnét. Tento jav sa nazyva povrchovym javom alebo skin-
efektom.

Na zdklade uvedenej analyzy mozno napisat’ rieSenie pre pridovd harmonickd vinu
vyndsobenim vyrazu (11.44a) s faktorom ¢ a vyuzitim substiticii (11.45), (11.46)
takto

! Skin je anglicky nazov pre "kozu" alebo "Supku".
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J.0x, 0 =T e_gej(m_ g (11.47)

Skuto¢nd pridova hustota v prostred{ je redlnou Castou vyrazu (11.47), teda
J(x, ) =Jge 9 cos(a)t —%) (11.48)

Z vyrazu (11.48) vidime, Ze ide o silne timend vlnu pridovej hustoty, ktord postupuje do
vnutra materidlu. Pridova hustota v ¢ase kmitd s frekvenciou @

Pre dobré vodi¢e je hibka vniku velmi mald a zdvisi od frekvencie. V medi
(0=5,8.10" S/m, u =~ uy=4m.10” H/m) uZ pri pomerne nizkej frekvencii f= 1 MHz je
o iba

5 =66.10"m

[
N
=
o
-
1]
o
—

|
N
o

8 83 ® 8 8 B ® 8 8

-10

Obr. 11.3

Vidime, Ze vysokofrekvencné pridy tecu iba vo vel'mi tenkej vrstve (Supke) pod povrchom
vodi¢a a smerom do jeho vnitra sa velmi rychlo exponencidlne tlmia. Na obr. 11.3 je
znazornend zévislost’ normovanej pridovej hustoty od pomeru x/J pre niekol’ko vybranych
zlomkov periddy 7. Je to silne tlmend priidova vlna.

Nakoniec treba zodpovedat otdzku, aké je elektromagnetické pole v prostredi. Jeho
elektrickd zloZka je formdlne dand rovnakymi vyrazmi ako (11.47), resp. (11.48), v ktorych
treba zamenit' J — E. Magnetickd zlozku pola mozZno principidlne ziskat rieSenim
rovnice (11.40b), jednoduchS$ie a poucnejSie je vSak jej vyjadrenie cez impedanciu
prostredia. Podl'a vyrazu (11.30) impedancia Z; vodivého (stratového) prostredia je dana
vztahom
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kde € je komplexnd permitivita stratového materidlu dana vyrazom (11.9), teda
* .0
E=¢€-j—
(2

Pre vysokovodivé prostredia ¢ » we, takZze komplexnd permitivita je dand pribliZnym
vyrazom
* .0
£ ~—j—
[0

Dosadenim do vyrazu pre impedanciu dostaneme

7 = jﬂ_ij %=(1+j)L:£ej%:Z,ej%
’ c Vo o8 o6 *
kde
_V2_ fen
‘" o5 Vo

je absoldtna hodnota stratovej impedancie. Magneticku zloZku pol'a mozZno potom na
zéklade vztahu (11.29) napisat’ v tvare

Vyuzitim tohto vzt'ahu a vztahov (11.38), (11.47) a (11.48) moZno vyrazy pre harmonicku
elektromagnetickd vinu v dobre vodivom prostredi napisat’ v tvare

e
E (x,0)=E e %e (11.49a)

X - o m
H.(x.r)=Lz0 e_EeJ(m i (11.49b)
4 4

s

alebo pomocou redlnych funkcii

E(x,f)=Eqge cos(a)t —%) (11.50a)
_E 0 - X T

Hyx,n)= "¢ & cos[a)t ————J (11.50b)
Z o 4

S
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Vidime, Ze elektrické a magnetické vektory leZia v prie¢nej rovine, smerom do
vnitra vodi¢a st tlmené s charakteristickou hlbkou d a st fdzovo navzdjom posunuté
o uhol T/4 = 45°.

11.5.2 Povrchovy jav vo valcovom vodici

Analyza jednorozmerného povrchového javu s rovinnym nekonecnym rozhranim
nezodpovedd redlnym pridovym rozloZeniam, je vSak matematicky jednoduchd. Prakticky
dolezitejsi je pripad pridu valcovym vodi¢om umiestnenym v dielektriku (vo vzduchu),
alebo pridu v dutej kovovej trubici s vnitornym vodi¢om (koaxidlny kébel), pripadne
bez vniitorného vodica (trubicovy cylindricky vlnovod).

Obr. 11.4

Naznacime preto rieSenie problému vysokofrekven¢ného priidu vo valcovom vodici
s polomerom a, ak prid tecie v smere osi vodica z. Problém treba riesit v cylindrickych
suradniciach r, ¢, z. Nech md oc¢akdvand pridova hustota komplexnd amplitidu J,(r),
kde r je vzdialenost’ od osi vodica (pozri obr. 11.4). V takomto pripade treba rovnicu
(11.40a) napisat’ pre cylindricku suradnicu r (problém nezavisi od ¢ ani od z), pre ktord
ma Laplaceov operator tvar (pozri tabul’ku 23)

1 a( a] 0 19
A = yr— | =4+
ror\ or ort ror

Ak priudovii hustotu oznaéime J (r), prejde rovnica (11.40a) na tvar

WAGIE ARG

dr? r r

—jwuacy (r)=0

a 1i8i sa formdlne od rovnice (11.41) iba ¢lenom (1/r)dJ (r)/dr, ktory vSak sposobi, Ze jej
rieSenie sa nedd vyjadrit’ pomocou elementarnych funkcii. Po Gprave rovnica nadobudne
tvar
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+k* 2T (r)=0 (11.51)

240 ()
dr? dr
kde

. .2
k*=—jouc=- r

Rovnica (11.51) je v matematickej literatire znama ako Besselova diferencidlna rovnica'
nultého radu. Jej rieSenie je dané nekonecnymi radmi nazyvanymi Besselove funkcie
prvého a druhého druhu komplexného argumentu kr. Funkcia druhého druhu ale diverguje
pre r — 0, takZe sa v rieSeni neobjavi. Pridova hustota je potom dand Besselovou
funkciou prvého druhu nultého rddu a ma vSeobecny tvar nekone¢ného radu

2 4 6
_ (kr) + (kr) (kr) ] (11.52)

J(r) =T (kr) = Jo [l 22 2242 22422 T

Vyraz v zatvorke (11.52) konverguje pre vSetky konecné redlne aj komplexné hodnoty
argumentu kr. Hodnotu Jy, treba urcit’ z hrani¢nej podmienky na povrchu vodic¢a. Ak
zavedieme d’alSiu substiticiu

krzﬁgrz\/:u

kde

rozpadne sa rieSenie (11.52) na dva nekonec¢né rady, ktoré si redlnou a imaginarnou Cast'ou
komplexnej funkcie pridovej hustoty argumentu u. RieSenie ma tvar

4 8 2 6 10
_ u u | u u u
Je=Jw {1_ 24 P g8 "'}FJ{?_ 246 2410 } (1139

Funkcie v hranatych zatvorkdch vyrazu (11.53) maji Specidlne mend a ich tabulky sa
nachddzajii vo vybranych matematickych priruckach.” Prvé sa vold

ber u — Besselova (funkcia) redlna argumentu u
a druhd
bei u — Besselova (funkcia) imagindrna argumentu u
teda
4 8
beru=1--4 U - (11.54a)
2247 27476 87

! Pozri napr. Rektorys, K.: Piehled uZité matematiky, SNTL Praha 1981
2 Pozri napr. Jahnke, E., Emde, F., Losch, F.: Tafeln hoherer Funktionen, B. G. Teubner Verlagsgesellschaft,
Stuttgart, 1960
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2 6 10
beiu="% " u — . (11.54b)
22 224%6% 224%6%8%10°

Vyraz pre amplitidu pridovej hustoty v cylindrickom vodic¢i mozno teda napisat’ v tvare

J. = Jop(ber u + j bei ) (11.55)
Jz(r)=Joo(ber\/_T+Jb ﬂj (11.56)

Na povrchu vodica pre r = a je amplitida pridovej hustoty

V2a o ﬁaJ

J(a) =J=Joo| ber——+ j bei
5 5

alebo

takze rieSenie (11.56) mozno nakoniec vyjadrit’ v tvare

ber—— + j bei
J(N=Jy— 29 ) (11.57)
ber@ + j bei ﬁa
s s

Redlna amplitida pridovej hustoty normovand k jej povrchovej hodnote je dand
vyrazom

RN 2@ 2
J.(r) _ g (11.58)

Za be 2\/_a+b 2\/_(1

Vyraz je implicitne funkciou parametrov # a o vodica, frekvencie pridu f = @/(27)
a explicitne funkciou vzdialenosti r od osi vodi¢a. Numerickd analyza takého vyrazu je
uloha pre pocita¢. Pre medeny valcovy vodi¢ s polomerom a = 2 mm a pre tri frekvencie
900 Hz, 6,4 kHz a 90 kHz boli poc¢itaom spracované a na obr. 11.5 grafmi zndzornené
normované priidové hustoty podla vyrazu (11.58). Ciarkovane st v obrizku nakreslené
zévislosti amplitid prdadovej hustoty pre tie isté frekvencie, ale v rovinnom pripade, pre
ktory su pridové hustoty dané vyrazom (11.48).

Z obrézka predovsetkym vidiet, Ze so zvySovanim frekvencie je prienik pridu do vnitra
valcového vodica stile mensi a prid tetie pod povrchom vodi¢a v stile mensej hibke.
Zatial’ ¢o pri pomere a/d= 0,9 (f= 900 Hz) je prid rozloZeny na priereze vodi¢a prakticky
rovnomerne, pri /6= 9 (f = 90 kHz) prddova hustota klesd priblizne na 1/e-tinu (0,368)
povrchovej hodnoty pod povrchom uZ v hibke cca §= 0,22 mm. Je zrejmé, Ze vniitrajsok
vodica je pri tychto a vyssich frekvencidch uplne nevyuzity, ¢o zvysuje efektivny odpor
vodica. Ak sa md efektivny odpor zniZit, potom namiesto jedného hrubého vodica treba
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pouzit’ zvi djom i A\ Nt iov, ¢im sa zvys$i efektivna prierezova
sa vysokofrekvenény odpor. Taky zvidzok vodiov sa nazyva

plocha a zniZi
"vysokofrekvencné lanko" a pouZiva sa napr. na vinutie cievok pre vysokokvalitné LC
obvody. Hrubé vodice na vysokych frekvencidch by sa teoreticky mohli tieZ nahradit’

rdrkami kvoli dspore materidlu.

— valec
-- rovina

Obr. 11.5

Druhd vec, ktort si moZno na obrazku viimnit, je hibka vniku pridu v rovinnom
pripade v porovnani s valcovym pripadom. Ak je pomer a/d ~ 1 a menej (nizka frekvencia),
prad efektivnejSie prenikd do valcového vodi¢a ako do rovinného. Ak je pomer a/d
podstatne vacsi ako 1, ako je to v pripade f'= 90 kHz na obrdzku, ked’ a/ 0 =9, zavislost’
pridovej hustoty od hlbky r je prakticky rovnakd pre rovinny aj valcovy pripad.
V takych pripadoch zloziti analyzu valcového pripadu mozno nahradit’ jednoduch$im

rovinnym pripadom.
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11.6 ZAKLADY TEORIE DLHYCH VEDENI

11.6.1 Prudové a napat'ové viny na dvojvodi¢ovych vedeniach

Pod pojmom "dvojvodicové vedenie" mdme na mysli signdlovy alebo energeticky
prenosovy systém pozostdvajici z dvoch vodiCov spdjajicich zdroj signdlu (generator)
a spotrebi€ (zat'az), pricom v istom okamihu a v istej prie¢nej rovine prid jednym vodi¢om
teCie k zatazi a druhym naopak, ku generatoru. Jednoduchymi prikladmi dvojvodiovych
vedeni, analyzovanymi uz pri inej prilezitosti, si dvojvodiCovy symetricky kabel
(dvojlinka) a koaxidlny kabel. Pri prenose jednosmernych a nizkofrekvencnych elektrickych
signdlov resp. vykonov su takéto vedenia jedinymi a vyhradnymi prenosovymi médiami
a mdzu slizit’ na prenos signdlov az do frekvencii desiatok gigahertzov (GHz).

Menej jednoznaénym je pojem "dlhé vedenie", pretoZe tento stvisi s frekvenciou
prena$aného signdlu. Ak na vstupe vedenia istej dizky [ pdsobi generdtor signilu
s frekvenciou £, bude sa tento napitovo-pridovy signal §irit’ pozdiZ vedenia s istou koneénou
rychlostou rovnou fizovej rychlosti v, elektromagnetickej viny v danom dielektrickom
prostredi kédbla, pretoZe s napatim a pridom sd nerozluéne spojené ich elektrické a
magnetické polia. Pri danej frekvencii vznikne na vedeni okrem elektromagnetickej aj
vlnova dizka A, vedenie nazyvame dlhym. V praxi sa za dlhé povaZuji uZ vedenia, pre
ktoré je splnend podmienka

1> /4

Vidime, Ze pojem "dlhé vedenie" je relativny. Napriklad vedenie vysokého napitia
v energetickej sieti je dlhym aZ pri dizke radovo tisicov kilometrov, o stvisi s nizkou
frekvenciou napitia energetickej siete (50 Hz). Na druhej strane, tisek kdbla uréeného na
prenos televizneho signdlu pri frekvencii 1000 MHz je uz "dlhy" ked’ mad iba 10 centimetrov.
Pri dlhom veden{ sa sicasne vyZaduje, aby jeho prie¢ne rozmery boli mensie ako Stvrtina
pracovnej vinovej dizky.

DIhé vedenia sa niekedy nazyvajui aj vedenia s rozloZenymi parametrami. Pri prenose
signdlov sa totiZ okrem ich pozdiZneho odporu a prieénej vodivosti uplatiujd aj pozdizna
reaktancia a prie¢na susceptancia, ktoré mozno chépat ako spojito rozloZené pozdiz
vedenia, na rozdiel od sustredenych parametrov, akymi st odpory rezistorov, indukénosti
cievok a kapacity kondenzdtorov, z ktorych pozostdvaju diskrétne obvody na nizkych
frekvencidch. RozloZené parametre vedenia sa uplatiiuju pri vel’kej dizke vedenia alebo pri
vysokej frekvencii prenaSaného signalu.

KaZzdé dvojvodi¢ové vedenie charakterizuju Styri primdrne parametre:

a) pozdiZny odpor vedenia na jednotku dizky R [©Q/m] spdsobeny nenulovou
vodivost'ou vodic¢a a skin efektom;

b) pozdizna indukénost vedenia na jednotku jeho dizky L [H/m] spdsobend
induktivnymi vlastnostami vodica;

¢) prieéna vodivost’ vedenia na jednotku dizky G [S/m] sposobend neidedlnym
dielektrikom, ktoré tvori izolaciu medzi vodi¢mi;

d) prie¢na kapacita vedenia na jednotku dizky C [F/m] predstavujica kapacitné
vlastnosti dvojice vodicov.
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Nekoneéne kritky tdsek vedenia dz ma potom pozdizny odpor jedného vodi¢a Rdz,
prie¢nu vodivost’ Gdz, pri frekvencii @ pozdiznu induktivnu reaktanciu @Ldz a prieénu
kapacitnd susceptanciu wCdz. Treba mat’ na pamiti, Ze v dosledku skinefektu sd aj
pozdizny odpor aj prie¢na vodivost’ z4vislé od frekvencie.

Vedenie, ktorého parametre pozdiZ jeho dizky zostdvaji konstantné, sa nazyva homogénne
alebo reguldrne. V naSej tedrii sa budeme zaoberat’ iba vlastnostami homogénnych
vedeni. Z nehomogénnych vedeni je dolezité najmi exponencidlne vedenie, ktorého useky
sa Casto pouZzivaju ako spojovacie ¢lanky medzi vedeniami s rdznymi parametrami.

Rdz Ldz
| A Y Y Y e ivgde
Tttt B + + C ----------
C%D Generator u Gdz Cdz==u +g—gdz Zataz
. Al- 1 b
; dz
Obr. 11.6

Na obr. 11.6 je zobrazeny infinitezimalny tsek vedenia dizky dz. Predpokladajme,
Ze na vstup vedenia je pripojeny generator napitia, ktoré zavisi od ¢asu, a nemusi byt
nevyhnutne harmonické. PozdiZ vedenia sa vytvori napitie zavislé od Gasu  a vzdialenosti z.
Funké&né zavislosti napitia a pridu pozdii vedenia ozna¢ime u = u(z, t) a i = i(z, ). Na
vybrany usek vedenia moéZeme aplikovat’ Kirchhoffove zdkony. Na vstupe medzi bodmi
A a B vybraného tiseku vedenia je napitie u a prid v bode B pozdiZ vedenia je i. Na jeho
vystupe medzi bodmi C a D je napitie u + (du/dz)dz, v bode C je pozdizny prid
i + (9i/dz)dz. Bez ujmy na vSeobecnosti méZeme odpor a indukénost’ spétného, spodného
vodica sustredit’ do horného a spodny povaZovat’ za bezodporovy a bezindukény. Podla
druhého Kirchhoffovho zdkona pre uzavrety obvod ABCDA plati

u— Ri+Lﬁ dz — u+a—udz =0
ot 0z

Podrla prvého Kirchhoffovho zdkona rozdiel pridov v bode B a C sa rovnd zvodovému
pridu cez vodivost’ G a kapacitu C na dlzke tseku dz, teda

i— Gu+Ca—u dz — i+ﬁdz =0
ot 0z

Z tychto rovnic po tprave dostaneme

u di

——=Ri+L— 11.59
0z TRy (11.5%2)
di Ju

——=Gu+C— 11.59b
oz T ( )

V rovniciach (11.59) moZno separovat’ u a i. Derivujme rovnicu (11.59a) podl'a stiradnice z
a dosad’'me za 0i/dz z rovnice (11.59b). Dostaneme
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2 . 2. 2.
O RO L9 RGu-RCL 4[]
0z’ dz  0zot ot 0dzdt

(11.60)

Derivujme d’alej rovnicu (11.59b) podla ¢asu

2. 2
P, P
020t o or?

a dosad'me do rovnice (11.60). Po tprave dostaneme diferencidlnu rovnicu pre napitie u
Vv tvare

2 2
94 RGu+(RC+ 6L 4 L2t (11.61a)
0z* ot or?
Podobnym postupom dostaneme symetrickd rovnicu pre prud i
2. . 2.
9 _ i+ re+6D L1 1c L (11.61b)
0z* ot or*

Z historickych dovodov sa rovnice (11.59), resp. (11.61) nazyvajui telegrafné rovnice,
pretoze boli odvodené a analyzované v Gase vzniku drotovej telegrafie.' Ich rie$enim pri
zadanych zaciato¢nych a hrani¢énych podmienkach dostaneme napitia a priady na vedeni
pre 'ubovol'né ¢asové priebehy vstupného napitia.

V praxi su najdoleZitejSie periodické alebo jednoduché harmonické napétové a pradové
priebehy, ktoré v komplexnom vyjadreni maji tvar U(z)e'” a I(z)e'”, kde U(z) a I(z) si
komplexné amplitiidy napétia a pridu na vedeni. Ak v rovniciach (11.59) nahradime
prid a napitie uvedenymi komplexnymi obrazmi, dostaneme po Uprave diferencidlne
rovnice pre komplexné amplitidy v tvare

WU R+janr=z1 (11.62a)
dz
dl .

_d_=(G +jaC)U=YU (11.62b)
Z

kde Z = R + jal je pozdizna impedancia vedenia na jednotku jeho dizky a ¥ = G + jaC
je jeho prie¢na admitancia na jednotku dizky. V rovniciach (11.62) moZno tieZ separovat
premenné. Ich derivovanim podl'a z a kombinaciou vysledku derivicie s povodnymi
rovnicami dostaneme rovnice

v

e yU (11.63a)
d’1
e 71 (11.63b)

! Kirchhoff, G. R.: Uber die Bewegung der Elektrizitit in Driihten, Pogg. Ann., Bd. 100 (1857)

Heaviside, O.: On the Extra Current, Phil. Mag., vol. 2 (1876), p. 53
Poincaré, H.: Sur la propagation de 1°electricité, Comptes rendus, vol. 17 (1897), p. 1027
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kde y=vVZY = [(R+joL)(G + jaC) (11.64)

je konstanta Sirenia napitovych a pridovych vin. Rovnice (11.63) sii telegrafné
rovnice pre harmonické napitové a pridové priebehy. Z matematického hl'adiska su to
obycajné diferencidlne rovnice druhého radu, ktorych vSeobecné rieSenia majui tvar

Uz =Uje "+ Uje” (11.65a)
I)=Ije "+ I;e" (11.65b)

Vzhl'adom na to, Ze konStanta Sirenia ¥ je vo vSeobecnosti komplexné ¢islo a Casovy
faktor je €"”, kazdé z rieSen{ predstavuje tlmenti napét'ovi resp. pridovii vinu ako superpoziciu
dvoch komponent Siriacich sa v navzdjom opacnych smeroch pozdlZ osi vedenia (osi z).
Integra¢né konstanty Uy, U, , I, I, predstavuji komplexné amplitidy postupujicich
a odrazenych napitovych a pridovych vin v referenénej rovine z = 0 a treba ich uréit
z hrani¢nych podmienok, napriklad z pridu a napitia na vstupe a vystupe vedenia.
Nastastie pocet integracnych konstdnt mozZno redukovat’ na polovicu, pretoZe prudy
a napdtie nie su nezdvislé, ale si viazané rovnicami (11.62). Skutocne, vyuZitim rovnice
(11.62a) méZeme napisat’

1 dU

J AP~ - 1 - -
I0)= —— =L (Ufe”-U e")= —(Ule ™ -U;e"
@ Z dz Z(O 0e™) Z(O 0e™)

v

a rieSenia (11.65) nadobudnt tvar

Uz =Uje ™+ Uje” (11.66a)
I(z) = U—ge‘”— Yo o» (11.66b)
Z Z

v v

ZVZEZ\/Z: RrjoL (11.67)
y Y \G+jac

je charakteristicka (vlnova) impedancia vedenia, ktord, ako vidime, zavis{ iba od
primdrnych parametrov vedenia a od frekvencie @ Neskor uvidime, Ze uddva pomer
komplexnych amplitid napédtia a pridu iba postupujicej vlny od zdroja k zatazi.

Veli¢ina

Integraéné konstanty Ug aU, treba urtit z okrajovych podmienok. Ako okrajové

podmienky mozno zvolit’ napriklad vstupné napitie U, a vstupny prud I,,. Nech sa teda
vstup vedenia nachddza v rovine z=0 akonaobr. 11.7, kde U=U,,al =1, Z vyrazov
(11.66) plynie, Ze

U, =Ul+U; a Zl,=U;-U;

RieSenfm tejto sdstavy rovnic pre konstanty Uy a U, dostaneme
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U, +ZJ1I, - c—Z,1,
U(‘)F — st vZ st UO — st v st (1168)
2 2
Dosadenim za integra¢né konStanty vo vyrazoch (11.66) a vyuZitim hyperbolickych
funkcif
Yi_ Y2 Yy eV
sinh gz = % cosh 7 = % (11.69)

dostaneme vyrazy pre komplexné amplitidy napitia a pridu v tvare

U(z)=U,,cosh yz—Z,1,;,sinh ¥ (11.70a)
I(z) =1, cosh yz — UZ”’ sinh ¥z (11.70b)
Iust : Ivyst
z
’ Z, > Uwst Z, Uyyst Z st
u
o - - 0
Obr. 11.7

Druhd moZnost’ volby hrani¢nych podmienok je vybrat ich ako vystupné veli¢iny na
konci vedenia dlzky [ (pozri obr. 11.7). Nech teda pre z =1 je U = Uy, a I = I, VyuZitim
vyrazov (11.66) dostaneme pre konstanty Uy a U, systém rovnic

Uyg=Uje ™+ Uye”

Zl,=Use”-Uje”

z ¢oho
Ug = —UW” 20y e U, = —U”ﬁ” ~ 2oL e (11.71)
2 2

Dosadenim konstint do vyrazov (11.66) dostaneme pre amplitidy napitia a pridu

vyrazy

U(z) = U,y cosh f1 —2) + Z 1y, sinh (1 - 2) (11.72a)

U,
I(z) = Iy, cosh K1 —7) + Z—“ sinh (1 - 2) (11.72b)

v

Namiesto vzdialenosti od zaciatku vedenia je v tomto pripade vyhodnejSie merat
vzdialenost’ d od konca vedenia, teda d = [ — z, (pozri obr. 11.7) a vyrazy (11.72)
prepisat’ do tvaru
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U(d) = U,y cosh yd + Z,1,, sinh yd (11.73a)

U,
I(d) = Iy, cosh yd + Z”“ sinh yd (11.73b)

v

Vsimnime si eSte konsStantu Sirenia ¥(11.64), ktord zavisi od primarnych parametrov
vedenia a od frekvencie @. Je to sekundarny parameter vedenia, vo vSeobecnosti komplexné
¢islo, ktoré mozno napisat’ v tvare

y=a+if (11.74)

kde a [m™'] je koeficient Gtlmu a /3 [rad.m™'] je fiazovy koeficient. Porovnanim (11.64)
a (11.74) dostaneme vztah

a+jB = (R+joL)(G+joC)

z ktorého mdZeme vypoéitat @ a f. Umocnime rovnicu na druhd a oddelime redlne
a imagindrne Casti. Ziskame systém dvoch rovnic, ktorych rieSenim dostaneme zloZité
vyrazy pre koeficient Gtlmu a fazovy koeficient

o= \/%H(RZ +@°[})(G* + 0*C?) +(RG - a)zLC)} (11.752)

B= \/%[\/(RZ +®**)(G* +0*C*) - (RG - a)zLC)} (11.75b)

Ak frekvencia klesd k nule, t. j. ak

w=0 (11.76)
potom limitnd hodnota koeficientu dtlmu
o= v RG (11.77a)
a fazovy koeficient
B =0 (11.77b)

Je to pripad prenosového vedenia pracujiceho s konStantnym napitim, ktory uz bol
analyzovany v kapitole 5 (pozri tdlohu 120).
Ak naopak, frekvencia rastie a plati, Ze

oL » R a woC» G (11.78)

s vyuZzitim Newtonovho binomického vzorca mozno pisat’

1 R? 1 G*
VO + R* = oL +—— P C+G ~aC+LE
2 wL 2 wC
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Dosadenim tychto vyrazov do vztahov (11.75) a zanedbanim ¢lenov so sic¢inmi RG
dostaneme vyrazy pre vysokofrekvenéné hodnoty koeficientu utlmu a fizového koeficientu

v tvaroch
azﬁ\/EJrE\/Z (11.79a)
2VL 2\NC

B=awvLC (11.79b)
V limitnom pripade bezstratového vedenia, ak
R = 0 G = O
je
a=0 (11.80a)
S= oV LC (11.80b)

Tento pripad dolezity pre prax bude analyzovany v odseku 11.6.3.

11.6.2 Impedancia na vedeni a koeficient odrazu

Délezitd velic¢ina na vedeni je impedancia. Impedancia v Pubovol’nej priecnej
rovine vedenia udiava pomer komplexnych amplitdd napitia U(z) a pridu I(z). Na
vstupe a vystupe vedenia je impedancia dand vyrazmi

Z,, =% 11.81a

" IVS[ ( )
U,

Z = I‘y’ (11.81b)

vyst

Ak je dand vstupna impedancia, potom impedanciu Z(z) v 'ubovolnej rovine vo vzdialenosti
z od vstupu vedenia dostaneme delenim vyrazu (11.70a) s (11.70b), pricom vyuZijeme
vztahy (11.81a). Dostaneme

szr — Zv tgh 1£4

Z()=2Z,
Zv _vat tgh Yz

(11.82)

V pripade, Ze je dand vystupnd impedancia, vydelime vztah (11.73a) vyrazom (11.73b)
a vyuzijeme vzt'ah (11.81b), ¢im dostaneme vyraz pre impedanciu vo vzdialenostid =/ — z
od konca vedenia v tvare

Z,.,+Z, tghyd

vyist
tgh yd

Zd)=27
@) "Z,+Z

(11.83)

vyist
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Vyrazy (11.82) a (11.83) umoziuju ziskat’ transformacné vztahy medzi vstupnou a vystupnou
impedanciou na vedeni. Ak vo vzorci (11.82) poloZime z = I, dostaneme vystupni
impedanciu na vedeni v tvare

Z = ZV—Z”’ ~Z,tehyl (11.84)
> Zv_szrtgh}’l

alebo z vyrazu (11.83) pre d = —I vyraz pre vstupnd impedanciu

Z,,+Z, tghyl
z, =z, 58 (11.85)
Z,+7Z vyst tgh ¥l

Pri analyze dlhych vedeni sa popri pojme impedancie Casto pracuje s jej prevratenou
hodnotou, admitanciou Y. Je to vhodné najmé vtedy, ak je na dlhom vedeni zapojenych
viac elektrickych prvkov paralelne. Admitancné vztahy ziskané ako podiel komplexnych
amplitdd pridu a napitia si formélne zhodné s vyrazmi (11.82) az (11.85), ak v nich
urobime zdmenu

Y »>—
Z

Pre opis vlnového pol'a na vedeni je vhodné zaviest’ komplexnu veli¢inu zavisli od polohy
na vedeni nazyvani koeficient odrazu. Koeficienty odrazu sa definuju zvlast pre
napit'ovu a zvlast pre prudovi vlnu, liSia sa vSak iba znamienkom.

Uvazujme riesenia (11.65) telegrafnych rovnic, ktoré su superpoziciou postupujice;j
(+) a odrazenej (—) vlny a mozno ich napisat’ v tvare

U=U'@2)+U(2)=Ugje "+ U,e" (11.86a)
. _
10=T'"Q+1@) =207 Yo r (11.86b)
ZV ZV
kde
U+
U'x)=Uye™ I*(z) = Z—Oe’* (11.87)

st amplitidy postupujicej napiatovej a pridovej viny a
U(z)=U,e" I’(z)=—lé—oe7Z (11.88)

sii amplitidy odrazenych vin. Napiit'ovy koeficient odrazu p,(z) na vedeni definujeme
ako pomer odrazenej a postupujicej napitovej viny, teda

U () _Us o _

2y
Poue (11.89)
U'(z) Ug

p.(2)=
kde
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_Uo

Pou
0 Ua_

je napitovy koeficient odrazu v referen¢nej rovine z = 0. Podobne moZno pre pridovi
vinu definovat’ priadovy koeficient odrazu

') _ U

PO = =g ST =T =P (11.90)
< 0

ktory sa od napdtového koeficientu odrazu skutocne lisi iba znamienkom. Treba si
uvedomit, Ze s pojmom odraz elektromagnetickych alebo priidovo napitovych vin je
spojeny redlny odraz Casti energie smerom ku generatoru.

Pre obidva koeficienty odrazu je vhodné zaviest’ spolocné oznacenie p(z) vztahom

P(2) = p2) =—pi(2)

Ak st konstanty U, ,U, dané vstupnymi amplitidami napitia a prddu, teda vyrazmi
(11.68), potom

v, Z7Z. 6.-7
== o g (11.91)
Ug szt+Zv
a d’alej
Z,,,—Z 2y 2y
7)) =—2——YeF=p " 11.92
p2) 7 7 Pst ( )

vst v

Z vyrazu (11.91) vidiet, Ze koeficient odrazu na vstupe vedenia suvisi so vstupnou
impedanciou a podla vyrazu (11.92) sa transformuje pozdi? vedenia. Netreba zv1ast
zdoraziovat,, Ze koeficient odrazu je bezrozmerné komplexné ¢islo definované v komplexnej
rovine na kruhu s polomerom 1.

S vyuzitim vyrazov (11.86) moZno ndjst vSeobecné vztahy medzi impedanciou
a koeficientom odrazu v 'ubovol'nej rovine z na vedeni. Plati totiZ

U@
2= Y@ _ U'(2)+U (2) _U'(x)_ U*(2)
I(z) I'()+I(z) I'(2) L@
I'(z)
Z vyrazov (11.87) plynie, Ze
U:(Z) -7, (11.93)
I"(2)

a s pouZzitim vyrazov (11.89) a (11.90) méZeme vzt'ah pre impedanciu napisat’ v tvare

20 =2, 1+ p(2)

v 11.94
1-p(2) ( )

z ¢oho koeficient odrazu
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Z(z)-Z,

2012, (11.95)

p(2)=

Z vyrazu (11.95) plynie zaujimava a dolezitd skutoCnost: na vedeni v rovine z nebudi
Ziadne odrazy, teda koeficienty odrazu sa budu rovnat’ nule [p(z) = 0] vtedy, ak sa bude
v danej rovine impedancia Z(z) rovnat’ charakteristickej impedancii vedenia Z,, t. j. ak

2(x)=Z,

V takom pripade hovorime o reZime prisposobenia na vedeni, kedy cely vykon bez
odrazov postupuje v rovine z od generdtora smerom k zatazi. Vo vSetkych ostatnych
pripadoch na vedenf existuje postupujica aj odrazend vlna, ktoré spolu interferuju
a vytvdraji charakteristické konfiguricie napitovych a pridovych vin, ktoré sa nazyvaju
stojaté viny. Ich vlastnosti budeme analyzovat’ v odseku 11.6.4.

11.6.3 Bezstratové dlhé vedenia
Bezstratové vedenia si také, ktorych pozdizny odpor R a prie¢na vodivost G si
nulové, teda R = 0, G = 0. Redlne vedenia maju vZdy urcité straty, ale v mnohych pripadoch su

tak malé, Ze ich moZno zanedbat’, ¢im sa teoretickd analyza vedeni znacne zjednodusi.
KonStanta Sfrenia ydand vyrazom (11.64) sa na bezstratovom veden{ redukuje na tvar

y=v-w’LC = joJLC =B

z ¢oho vyplyva, Ze koeficient ttlmu

a=0 (11.96a)
a fazovy koeficient
=" -wJLcC (11.96b)
v
f

Fazova rychlost’ priidovo-napitovych vin na vedeniach je teda dand vyrazom

1
v, =——nu0
f IC

Charakteristickd impedancia definovand vyrazom (11.67) sa stdva redlnou a prejde na
jednoduchy tvar

[m.s™] (11.97)

L
Z,=,—= Q 11.98
s (€] ( )

Z vyrazov (11.96) plynie, Ze postupujica aj odrazend pridovo-napidtova vina majd
konStantné amplitidy nezavislé od suradnice z a z vyrazu (11.98) vidiet, Ze prudy
anapidtia tychto vin si vo fdze vzhladom na redlnost Z,. Redlna veli¢ina Z, dana
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vyrazom (11.98) sa €asto nazyva vlnovy odpor vedenia a z4visi iba od geometrie vedenia
a elektrickych vlastnosti prostredia vyplnajiiceho vedenie. Tak napr. koaxidlne vedenie s
polomerom vnitorného vodi¢a a a s vntitornym polomerom pldsta b, ktory je naplneny
neferomagnetickym dielektrikom (. = 1) s relativnou permitivitou &, md kapacitu

= 2E0E, [F.m™]
b
In—
a
a induk¢nost’
L=Hop? [H.m™]
2T a

[pozri odsek 3.5 vyraz (3.16) a odsek 7.5.1 vyraz (7.38)]. Dosadenim do vyrazu (11.98)
pre vlnovy odpor koaxidlneho kabla dostaneme

7, =%l 0 b g (11.99)
2T a \/g_r a
kde
dy 37673

Z0=

(€]

808’, 1’8,_

je charakteristickd impedancia neohrani¢eného dielektrika. Koaxidlne kable sa vyrabaju
s vlnovymi odpormi v rozsahu 50 az 75 Q. Da sa ukdzat, Ze v tomto intervale hodnét Z,
maju koaxidlne kable s malymi stratami ploché minimum ttlmu a minimalnu intenzitu
elektrického pol'a na povrchu vnitorného vodica (pozri dlohu 39).
Vlnovy odpor dvojvodi¢ového symetrického netieneného kabla (dvojlinky) je dany
vyrazom
Zy d—a

Z,= —In
T a

(11.100)

kde d je osova vzdialenost’ vodicov a a je polomer vodica. Typickd hodnota vinovych
odporov vyrdbanych dvojliniek je 300 Q.

Vyrazy (11.70) pre komplexné amplitidy napitia a pridu na bezstratovom vedeni
mozZno s vyuzitim vztahov

cosh (jfz) = cos Sz sinh (jfz) =] sin Bz
prepisat’ do tvaru
U(z) = U,gco8 Bz —j Z 1,5 sin Bz (11.101a)
1 UVST H
I(z) =1I,4co8 fz—] ~ sin Sz (11.101b)

v

Ak su dané vystupné amplitidy napiti a pridov, potom tieto amplitidy vo vzdialenosti d
od konca vedenia budu podl'a vzt'ahov (11.73) dané vyrazmi
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U(d) = U,y cos Bd +j Z 1,y sin Bd (11.102a)

U,
I(d) =1, cos fd +j Z—y’ sin Ad (11.102b)

v

Impedanc¢né vztahy (11.82), (11.83) a (11.85) prejdu pre bezstratové vedenie na tvary

Z st JZV tgﬁZ

Z(z)=Z,"— (11.103)
Zv - Jvat tg ﬁZ
Z,.,+tiZ,t

Z(dy=z, 2o A% B Al (11.104)
Zv+JZV)"St tgﬂd
Z . tiZ,t

Z, = M (11.105)

' Zv +jZV)?sr tgﬁ

Jednou z najcastejsich tloh pri analyze dlhych prenosovych vedeni je transformécia
impedancie medzi vstupom, vystupom alebo I'ubovolnou rovinou na vedeni podla
vyrazov (11.103) az (11.105). V praxi sa k tymto vypoctom pouzivaji rézne diagramy,
z ktorych najzndme;jii je impedanény kruhovy diagram (Smithov diagram).'

Nakoniec uvedieme niekol’ko Specidlnych, v praxi dblezitych pripadov transformacie
impedancie podl'a vztahu (11.105):

1. Vedenie, ktorého dizka I = nA/2, kde n = 1, 2, 3, ... Faza Bl = 2n/A).nA2 = nw
atgnm=0. Ak n = 1 vedenie sa vola polvlnové vedenie. Podl'a vztahu (11.105)

szt = Zvjst (1 1. 106)

Impedancia sa transformuje v pomere 1 : 1. Pri analyze prenosovych vlastnosti bezstratového
vedenia kazdy jeho homogénny tisek dizky nA/2 mozno ignorovat’ (obr. 11.8a).

‘ A2 ‘ - A4 ‘
Zyst= Zujs Z,5= Z41Z s
° a) . - ° b) >
Obr. 11.8

2. Vedenie, ktorého dizka I = Qn+ DA, pren=0,1,2,3,...Faza fl=(n+ 1/2)wa
tg(n + 1/2)1t = too. Ak n =0, ide o Stvrt’vinové vedenie (obr. 11.8b). Podla vzt'ahu (11.105)

! Smith, P.H.: Transmission Line Calculator, Electronics 12, 29 (1939).
Pozri tiez: Tirpak, A.: Elektronika velmi vysokych frekvencii, Vydavatel'stvo UK Bratislava 2001
Tysl, V., Ruzicka, V.: Teoretické zdklady mikrovinné techniky, SNTL Praha 1989

539



z;
Zy = (11.107)

vyst

Na takom tseku vedenia dochddza k inverznej transformdcii impedancie. Stvrt'vlnové
vedenia ma velky vyznam v prenosovej technike. PredovSetkym sa Casto vyuZiva na
prispdsobenie, pretoZe pri poZadovanej vystupnej impedancii moZno vstupni impedanciu
nastavit’ vhodnou vol'bou Z,. Ak je Stvrt'vinové vedenie na konci skratované, jeho vstupna
impedancia je pri danej vlnovej dizke (danej frekvencii) nekone&na. Na vstupnych
svorkdch sa také vedenie sprdva ako idedlny paralelny rezonancny obvod, ktory mozno
okrem iného vyuzit' aj na mechanicki fixdciu vedenia ako Stvrt'vlnovy izolator podl'a
obr. 11.9, 7ial, iba pri jednej vinovej dizke, resp. frekvencii.

)

""" szt =

NP

Zvyst= 0

Va

Obr. 11.9

3. Bezstratové vedenie dizky / na konci skratované (Z = 0) pri inych dizkach ako /4
mad v sihlase s vyrazom (11.105) vstupnd impedanciu

Zy=jZ, tgfl (11.108)

Tito impedancia je vyluéne induktivna alebo kapacitna reaktancia zavisl4 od dizky vedenia /
(obr. 11.10a).

4. Bezstratové vedenie diiky [, na konci otvorené (Z,y, = c0) md pri inych dizkach
ako A/4 v sthlase s vyrazom (11.105) vstupni impedanciu

vat:_ij COtgﬂl (11109)

ktord je len kapacitnd alebo len induktivna reaktancia (obr. 11.10b).

Zy=JZ,tgpl Zys =0 Zyst = -jZ, cotgpl Zyyst= ©

a) b)

Obr. 11.10
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Skratovanymi alebo otvorenymi vedeniami moZno na vel'mi vysokych frekvenciach
realizovat’ kapacitné alebo induktivne reaktancie, ktoré vyzaduji malé kapacity alebo
induk¢nosti, a neboli by realizovatel'né sistredenymi kondenzatormi, pripadne cievkami.
Na obr. 11.11. je symbolicky znidzornena zavislost’ vstupnej reaktancie vedenia, ktoré je
na konci otvorené (Z,y,; = o) od jeho diiky [=z

~NA

N>

i 4

! o
: 4!
! |

>

Obr. 11.11

11.6.4 Stojaté viny na bezstratovych vedeniach

Stojaté vlny na vedeniach st dosledkom interferencie postupujicej a odrazenej viny
a vznikaju vZdy, ked’ sa zat'azova impedancia vedenia nerovnd jeho vlnovej impedancii.
Tvar a poloha stojatej viny na vedeni tesne suvisi s koeficientmi odrazu. Koeficient
odrazu na bezstratovom vedeni sa na zdklade vyrazu (11.92) d4 napisat’ v tvare

p(2) = poe 7 = |yl 7€ (11.110)
kde
Po=lpol eI (11.111)

je koeficient odrazu v referencnej rovine (z = 0) s referen¢nou fazou ®,. Faza koeficientu
odrazu je dand vyrazom
P(z) =20z + D (11.112)

Na bezstratovom vedeni je modul koeficientu odrazu |pl konStantny a méZe nadobudat
hodnoty v rozsahu od 0 po 1. Pri lpl = 0, t. j. vtedy, ked’ Z,y, = Z, odrazy na vedeni nenastdvaju.
Ak je naopak, lpl = 1, odraz je totdlny a nastdva vtedy, ked’ je vystupna impedancia
nulovd Z,y, = 0 (t. j. vedenie je skratované) alebo nekonend Z,y, = oo (t. . vedenie je
otvorené). Z vyrazov (11.110) az (11.112) vidime, Ze na bezstratovom vedeni sa hodnoty
koeficientov odrazu periodicky opakuji vo vzdialenostiach
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Az 2B_A (11.113)
28 2
Koeficient odrazu moZno vyuZzit' na opis vinového pol'a postupujicej a odrazenej
viny. Ak napriklad vo vztahu (11.86a) dosadime za U (z) podl'a (11.89), dostaneme pre
amplitidu vysledného napitia na vedeni vyraz

U2 =U"@)+U () =U"Q)+pU () = U Q1 + p2)] =
=U*) [1+|p0|ei<2ﬁ“q’o>] (11.114)

Pravd strana tohto vyrazu je siétom dvoch "komplexnych vektorov" (fizorov) U'(z)
a p(z)U*(z), pricom velkost vektora U'(z) zostdva pozdiz bezstratového vedenia
konstantna. Ak vektor U vezmeme za vztaZny a bez ujmy na vieobecnosti polozime ®, = 0,
mozno sucet (11.114) zndzornit’ graficky podla obr. 11.12a. Vidime, Ze pri zmene
polohy z na vedeni o vzdialenost’ Az sa oto&i vektor p(z)U *(z) okolo 3picky vektora
U*(z) o uhol 25Az. Velkost vektora U *(z) plynie z kosinusovej vety a je dand vyrazom

U =1011+|p —2|plcos2 (11.115)
- — —_— e = = & T T — _—'Umax
D
_—— T —_—— = — _——— = - - Uniin
2I7t 4'1c ' 28z
b)
Obr. 11.12

Zavislost amplitddy napitia od vzdialenosti pozdi? vedenia (11.115) je graficky
zndzornend na obr. 11.12b. Podobnt zdvislost’, len posunutd vo fidze o uhol A® = +x
alebo o vzdialenost Az= *A/4 mozno nakreslit’ pre amplitidu pridu. Takéto zavislosti
opisuju stojatd vinu na vedeni. Pre niekol’ko hodndt lpl je priebeh stojatej viny graficky
zndzorneny na obr. 11.13. Vidime, Ze stojatd vlna je iplne ur¢end koeficientom odrazu, je
to vSak parameter, ktory sa neda bezprostredne merat’. Na tieto tcely sa zavadza redlna,
Pahko meratel'nd veliCina, ktord sa nazyva pomer stojatej viny (PSV) r (angl. SWR —
Standing Wave Ratio). T4to veli€ina je definovand vyrazom

= —mar (11.116)

kde U, a U, st absolitne amplitidy napétia v maxime a v minime stojatej vilny dané
vyrazmi (pozri obr. 11.12)
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Obr. 11.13
Upax =0T+ 10"
a
Upin =10 1= 1U"1

Po dosaden{ tychto vyrazov do (11.116) dostaneme vyraz pre PSV v tvare

r= 1+l (11.117)

1-|A
a z toho velkost’ koeficientu odrazu

r—1

lpl = (11.118)

r+1

PSV mdze nadobudat’ redlne hodnoty od 1, pre ktord je lpl = 0, aZ po + oo, pri ktorom je
lpl = 1. PSV na vedeniach moZno merat’ zariadenim, ktoré sa nazyva meracie vedenie.
Je to v podstate tsek vedenia, na ktorom sa pomocou sondy dd vel'mi presne zmerat
pomer napitia v maxime a minime stojatej viny a tiez poloha sondy. PSV je konsStrukény
parameter zariadeni, ktoré pracuju na vel'mi vysokych frekvencidch.

Féaza ® koeficientu odrazu sa voli vhodnym vyberom referencnej hodnoty ®, tak, Ze
v maxime stojatej vlny md hodnotu O a v prilahlych minimach hodnoty +x. Tymto
poziadavkdm vyhovuje zavislost’

CI)=—TE+2ﬂ(Z—me) (11119)

kde z,.;, je poloha minima stojatej viny.

Najvicsia stojatd vlna vznikd na otvorenom vedeni alebo vedeni zakoncenom skratom,
ked lpl = 1, teda pri totdlnom odraze. Zo vztahu (11.115) vidiet, Ze v minime takejto
napitovej stojatej viny je uzol (U = 0), a v maxime je kmitha ({Ul = 2IU*l). Na konci
skratovaného vedenia je napit'ovy uzol a na otvorenom vedeni napatova kmitnia. Obidva
pripady su graficky zndzornené na obr. 11.14 a, b.

Zaverom naSej analyzy vlastnosti dvojvodiCovych prenosovych vedeni sa naskytd
otazka: akd je Sirka frekven¢ného pasma, v ktorom sa dvojvodi¢ové vedenia daji pouzit’ na
efektivny prenos elektromagnetickych signdlov? Dolnd hranica frekvencie neexistuje, teda
vedenia mozno pouZzit' od jednosmernych pradov resp. napiti. Hornd hranica frekvencie
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suvisi s Unosnymi stratami, ktoré st este pripustné pri spolahlivom prenose informacie.
Straty st dvojakého druhu — tie, ktoré vznikaji vo vodi€och a dielektrikédch, z ktorych je
vedenie vyrobené, a straty vyZarovanim. Straty vyZarovanim sa dajd vyldcit’ tym, Ze sa
na prenos pouzivaju vedenia uzavretého typu, ako je koaxidlny kédbel, v ktorom je
elektromagnetické pole uzavreté vonkajSim dutym valcovym vodi¢om. Tepelné
(ohmické) a dielektrické straty mozno obmedzit’ vyberom kvalitnych dielektrik a vodi¢ov
a zvicSovanim priecnych rozmerov koaxidlneho kabla, ¢o vSak nie je ekonomické, a ma
tieZ svoje hranice. Dnes sa vSak vyrabaju také kvalitné dielektrikd, Ze moderné koaxidlne
kéable st pouzitelné az do frekvencii 100 GHz. ESte doneddvna sa na prenos signalov
nad 10 GHz pouZivali vylucne duté kovové trubice, ktoré sa nazyvaju trubicové vlnovody
a ktoré mozZno pouZit’ aZ po optické frekvencie. Ich tedria vSak siaha za hranice zakladného
kurzu elektromagnetizmu.

Zvyst =
P P
P
z A 34
U 4
0 00000
XXX
a) © 00b0 0
E H
Zvyst =0
\ ! | '
1 1 | 1
; R VIE A 1) .
i | = |
! I
| . | o o
b 7 Tz 7
! 4 2 ;7
| U | U |
o osleoe o ! 0 000l0006 0 | * o 00
© 00|00 O © 3 0..;.-0 . © 000
: ! I
e, , L o ‘ e
b H E H E H

Obr. 11.14
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11.7 MERANIE RYCHLOSTI SVETLA

E io rispondo: Io credo in uno Dio
solo ed etterno, che tutto ‘1 ciel move,
non moto, con amore € con disio;

e a tal creder non ho io pur prove
fisice e metafisice, ma dalmi
s e 1
anche la verita che quinci piove ...

Dante Alighieri: La Divina Commedia,
Paradiso: Canto XXIV, 130-135

Meranie rychlosti svetla patri medzi zdkladné tlohy experimentélnej fyziky, pretoze
je skidSobnym kametiom platnosti Maxwellovej elektromagnetickej teérie a Einsteinovej
tedrie relativity, odhliadnuc od praktickych potrieb poznania rychlosti svetla.

Spréavnejsie by mal tento odsek niest’ ndzov "meranie rychlosti Sirenie elektromagnetickych
vin", pretoZe to, o nazyvame "rychlostou svetla vo vdkuu", je v skuto&nosti univerzalna
prirodna rychlostnd konstanta, ktora udava rychlost’ $irenia signalov v celom frekvenénom
pasme elektromagnetického spektra. Tato rychlost’ je nezavisld od frekvencie a ma
rovnakd hodnotu v kazdej vzt'aZnej ststave, nie je teda v pravom zmysle kinematickou
veli¢inou. Ak ju nazyvame "rychlostou svetla", robime tak z historickych dévodov,
pretoZe jej prvé merania boli urobené v tom pasme spektra, ktoré vnima 'udské oko.

Davno pred Maxwellom a Einsteinom si otdzku o rychlosti svetla polozil taliansky
ucenec Galileo Galilei, ktory sa okolo roku 1600 pokdsil rychlost’ svetla aj zmerat’ ako
pomer svetlom prejdenej drdhy s a na to potrebného ¢asu ¢. Pri Galileovych technickych
moznostiach je len samozrejmé, Ze takyto pokus skoncil neispechom. Aj Galileovi bolo
jasné, Ze na meranie takychto nevidanych rychlosti treba spolahlivo merat’ vel'mi vel'ké
vzdialenosti a vel'mi kratke casové intervaly. Bolo teda len logické oc¢akavat’ od astronémie, Ze
bude tou vedou, ktord poskytne vhodné metédy na meranie rychlosti svetla. V roku 1675
dansky astroném Olaf Romer na zdklade pozorovania zatmeni Jupiterovych mesiacov
stanovil rychlost’ svetla na hodnotu 2.10° m.s™'. O pitdesiat rokov neskor anglicky
astroném James Bradley ju stanovil dplne inou metédou na 3.10° m.s™.

V roku 1849 francuzsky fyzik Armand Hipolyte Louis Fizeau (1819 — 1896) zmeral
rychlost’ svetla nie astronomickou metédou. Fizeauova aparatira na meranie rychlosti
svetla je zndzornend na obr. 11.15. Svetlo zo zdroja po odraze na polopriepustnom zrkadle
prechddza prvou SoSovkou. Za SoSovkou v jej ohniskovej rovine 0 rotuje ozubeny kotic¢
s poc¢tom zubov N, ktorého kruhovi frekvenciu @ = 27f mozno menit’. Koti¢ "rozsekd"
svetelny zvizok na sled svetelnych zableskov, ktoré rychlostou ¢ prekondvaji drahu /
(vo Fizeauovych pokusoch 8630 m) k zrkadlu a spit’ ku koticu. Ak sa zvoli kruhova
frekvencia otacok kotuca tak, Ze za Cas potrebny na prelet zablesku k zrkadlu a spét sa

Nuz vravim: Verim v jediného Boha
a vecného, ¢o hybe nebo celé,
sam nehnuty — tak pla v nom laska mnoha!

K tej miere nielen Fyzika mi stelie
s Metafyzikou dokazy; ich dal mi
i pravdy jas, ¢o prsi v bozskom diele ...

Preklad: Viliam Turc¢any, 1986
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koleso pootoci tak, Ze nasledujici zub zéblesk zatieni, pozorovatel’ neuvidi Ziadne odrazené
svetlo a obraz zdroja zmizne z jeho zorného pol'a. Je zrejmé, Ze zatemnenie zorného pola
nastane vtedy, ak sa za uvedeny cas koti¢ pooto¢i o uhol ® = 7/N. Z podmienky
rovnakého Casu potrebného na prelet svetla po drdhe 2/ a pootocenia kotic¢a o uhol ®
plynie, Ze musi platit’

o_u
(4] c
z ¢oho rychlost’ svetla
c=% =4ifN (11.120)

Koti¢ vo Fizeauovom experimente mal N = 720 zubov a ot4cal sa s frekvenciou f= 12,6 Hz.
Zo vztahu (11.120) plynie pre rychlost’ svetla hodnota 3,13.10° m.s™, &o je hodnota asi
05 % vicsia ako poskytuju sicasné merania. Chyba merania je spdsobend hlavne
nepresnostou stanovenia okamihu zatemnenia zorného pola.

(O]
) 8 ) |
Zdroj 1. = 1 !
N Q e—— | =
svetla 7 @ ' | =8,63 km —
(o) i !
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Obr. 11.15

Fizeauov experiment zdokonalil v roku 1862 franctizsky fyzik Jean Bernard Léon
Foucault (1819 — 1868) tym, Ze rotujuci kotd¢ nahradil rotujicim zrkadlom. Metédou
rotujuiceho zrkadla vykonal v rokoch 1878 az 1930 mnoho merani rychlosti svetla zndmy
americky fyzik Albert Abraham Michelson (1852 — 1931), ktory v roku 1926 stanovil
rychlost’ svetla na hodnotu 299 796 km.s™' s neistotou =4 km.s™'. Nie je nezaujimavé
uviest’, Ze Michelsonovi sa metédou rotujiceho zrkadla podarilo zmerat’ 35 kilometrovi
vzdialenost’ vrcholov kalifornskych hor Mount Wilson a Mount San Antonio s presnost'ou
lepSou ako £ 2,54 cm (% 1 inch).

Michelsonovu metédu modifikoval v roku 1950 §védsky fyzik Bergstrand, ktory
nahradil rotujice zrkadlo elektronickym zariadenim pozostdvajicim z pulzného zdroja
a detektora. Zmenou frekvencie pulzov mozno dosiahnut’ maximum tdaja detektora.
Zariadenie md komercny ndzov geodimeter a pomocou neho bola uréend hodnota
rychlosti svetla (299 792,7 £ 0,25) km.s™'. Geodimeter sa dnes pouziva na rutinné
merania vel'kych vzdialenosti na zéklade znamej rychlosti svetla.

Vietky doteraz uvedené metddy sa zakladaji na merani diZok a asu a st pouZitelné
skuto¢ne iba na meranie rychlosti svetla. Ovela presnejSie vysledky merania poskytuji
met6dy zaloZené na pozorovani stojatych vin, pri ktorych sa experimentilne uréuje vinova

546



dizka A a frekvencia f elektromagnetickej viny. Rychlost svetla sa potom vypoéita zo
znameho vztahu

c=Af

Vinové dizky a frekvencie sa dnes meraji s vysokou presnostou v celom
elektromagnetickom pdsme a presnost’ stipa s frekvenciou. Na uréenie dizky viny ako
dvojnasobnej vzdialenosti medzi minimami stojatej vlny sa pouzivaji rdzne druhy
interferometrov resp. rezondtorov, ktoré maji rézne konstrukcie podl'a pouzitej frekvencie.

Prvé merania rychlosti ¢ na radiovych frekvencidch vykonal J. Mercier' v roku 1924
meranfm stojatych vin na dvojvodi¢ovych vedeniach opisanych v predchadzajticich odsekoch.
V mikrovinovom pasme prvykrdt merali rychlost ¢ roku 1950 Essen’ a dvojica
vyskumnikov Bol a Hansen. Essen meral rezonanéni vinovii dizku v cylindrickom dutinovom
rezondtore na frekvencii

£=19,498 300.10° Hz

Pre polome;r rezonétorz} R=3,25876 cma jeho dizku I = 15,645 74 cm zistil v rezonatore
n = 8 pozdlznych polvln, z ¢oho stanovil dlzku vlny v rezonatore na hodnotu

A :2z3,91144cm

v
n
iy . PP . . 3
Dlzka viny A, v rezondtore sdvisi s dlzkou viny A4 v neohrani¢enom vékuu podl'a vztahu

A, = A (11.121)

2
kr

A =1,639662 R=5,34327 cm

kde
je kritickd vlnova dizka vo vinovode s danym polomerom. Po dosadeni za A, a A do
vyrazu (11.121) dostal pre vlnovu dlzku v neohrani¢enom vakuu hodnotu
A=3,156159 cm
Nakoniec pre rychlost’ svetla dospel k hodnote
c=Af=29978145.10° m.s™'

Essen vykonal mnozZstvo experimentov za réznych podmienok a po starostlivom vybere
vysledkov uviedol ako najpravdepodobnejSiu hodnotu s udanim neistoty

¢ =1(2,997 925 + 0,000 030).10° m.s™

! Mercier, J., J. Phys. Radium S, 168 (1924)

2 Essen, L., Proc. R. Soc. A204, 260 (1950)

? Pozri napr.: Tirpdk, A.: Elektronika vel'mi vysokych frekvencii, Vydavatel'stvo UK Bratislava 2001;
Tysl, V., Ruzicka, V.: Teoretické zdklady mikrovinné techniky, SNTL Praha 1989
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Mikrovlnovy interferometer so Styrmi lievikovymi anténami pouZil v rokoch 1952
aZ 1958 na urcenie ¢ Angli¢an K. D. Froome najprv na frekvencii f = 25 000 MHz s vlnovou
dizkou A= 1,2 cm a neskor na frekvencii f= 72006 MHz s vlnovou dizkou 1=4,16 mm.'
Frekvencia bola merand s mimoriadnou presnostou metédami mikrovinovej techniky.
Schéma zariadenia na meranie je zndzornend na obr. 11.16. Vykon mikrovlnového
zdroja je rozvetveny do dvoch zvidzkov, pomocou vinovodov a lievikovych antén
vyziareny z dvoch strdn proti detektoru namontovanému na pohyblivom voziku. Pri
pohybe vozika detektor registruje interferencné minimd a maximd (vzdialenost
susednych minfm je A/2), pricom na 8-metrovej dizke sa registruje vel’ky pocet vinovych
dizok, ¢o zna¢ne zvySuje presnost merania A. Vysledky Froomovych merani viedli
k hodnote

c=Af =(299792,5+0,10) km.s™'

¢im sa zlepsila presnost’ a preciznost’ Bergstrandovych merani.

72 006 MHz
zdroj

} Vysielacie antény 1
(6x8cm)

Prijimacie

/ antény \
=17 a._ -Detektor e =
®az ;4 m) H 6 az ;4 m)

Obr. 11.16

NajpresnejSie merania rychlosti svetla boli vykonané v 70-tych rokoch minulého
storofia v americkom Narodnom urade Standardov (National Bureau of Standards,
Gaithersburg, Maryland) avo Velkej Britdnii v ndrodnom fyzikdlnom laboratériu
(National Physical Laboratory). Po Froomovych experimentoch bolo fyzikom jasné, Ze
efektivnym spdsobom zvySenia presnosti merania rychlosti ¢ je rozsirenie Froomovej
metodiky z mikrovlnovej do infracervenej a viditeInej oblasti elektromagnetického
spektra. Presnost merania ¢ v tom obdobi posunuli vyrazne dopredu dva objavy:
vysokofrekvenénd spektroskopia a vyndlez laseru. Tieto vyndlezy poskytli frekvencne
vel'mi stabilné koherentné zdroje signdlov v infracervenej a viditeInej oblasti a metddy
velmi presného stanovenia frekvencie. Meranie frekvencie sa stalo mimoriadne presnym
vdaka vyvoju céziového (Cs) frekvenéného Standardu s relativnou presnostou 1077,
Meranie frekvencie a ¢asu vo fyzike patria dnes k najpresnej$Sim meraniam. V roku 1967
stanovila XIII. Generdlna konferencia pre miery a vdhy novid definiciu sekundy, podl'a
ktorej:

Jedna sekunda (1 s) je ¢asovy interval, ktory sa rovna 9 192 631 770 periédam
elektromagnetického Ziarenia emitovaného pri prechode medzi obidvomi hyper-
jemnymi hladinami zakladného stavu atému cézia 133 v nulovom magnetickom poli.

! Froome, K. D., Proc. R. Soc. A247, 109 (1958)
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V novembri roku 1983 prijala XVII. Generdlna konferencia pre miery a vdhy aj novud
definiciu jednotky dlzky — metra, podl'a ktorej:

Jeden meter (1 m) je vzdialenost’, ktori prejde svetlo vo vakuu za 1/299 792 458
sekundy.

Vysokd presnost merania frekvencie a vinovej dizky umoznili v sedemdesiatych
rokoch 20. storo¢ia spresnit’ meranie rychlosti svetla asi stokrat. Céziovy Standard
umoznil presne merat’ frekvenciu stabilizovanych klystrénov, generovanych harmonik
hrotovych diéd a Josephsonovskych mostikov a sérif spektralnych ¢iar laserov, ako su

HCN  f= 890GHz  A=337,0 um
H,0  f= 10700GHz A= 280pum
CO, f= 32176GHz 1= 93um

NajpresnejsSie autorovi zndme merania rychlosti svetla s vyuZitim stabilizovanych
laserov vykonali v roku 1972 Evenson ai.' s nameranou hodnotou rychlosti svetla

c=(299792,4562 + 0,001 1) km.s™'
a v roku 1974 Blaney a i.> s hodnotou
¢ =(299 792,459 0 + 0,000 8) km.s™'

Presnost’ merania rychlosti svetla ¢ s odchylkou iba #80 cm.s™', ktori dosiahol Blaney
predstavuje percentudlnu odchylku iba +0,000 000 267 % od najpravdepodobnejsej hodnoty,
¢im sa rychlost” svetla radi skutocne medzi prirodné konstanty, ktoré st zndme s najvysSou
presnostou.

V roku 1975 na XV. Generélnej konferencii pre miery a vdhy bola na zdklade starostlivého
a kritického postidenia vSetkych zndmych vysledkov merania stanovend rychlost’ svetla
vo vadkuu na hodnotu

¢ =299792 458 m/s (11.122)

Této hodnota dnes slizi za zaklad definicie metra, a je tieZ zakladom na urcenie d’alSich
Ciselnych konStdnt v Sl-sistave, ako su elektrickd konStanta (permitivita vékua)
& = 1/uoc?, charakteristickd impedancia vakua Z, = gc, pokojové energie elementarnych
gastic mc” a i. Hodnota ¢ podla (11.122) nie je samozrejme definitivna. Ak sa zvysi presnost’
merania rychlosti svetla bude aj tdto numericka hodnota podrobend revizii.

V tabul’ke 21 st uvedené vybrané merania rychlosti svetla vykonané od Galileovych
dni. Tabul’ka je dokazom velkosti, vytrvalosti a domyslu 'udského ducha. Vidiet’ z nej,
ako sa s rokmi zvySovala presnost’ merania, akd Sirokd paleta meracich met6d bola pritom
vyuzivand a medzindrodné zastipenie vedcov na merani rychlosti svetla.

! Evenson, K, M., Wells, J. S., Petersen, F. R., Danielson, B. L., Day, G. W.,
Berger, R. L., Hall, J. L. Phys. Rev. Lett. 29, 1346 (1972)

2 Blaney, T. G., Bradley, C. C., Edwards, G. J., Jolliffe, B. W., Knight, D. J. E.,
Rowley, W. R. C., Shotton, K. C., and Woods, P. T., Nature, Lond. 251, 46 (1974)
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Tabul’ka 21

Rychlost’ svetla vo vikuu

Rychlost svetla | Nepresnost’
Rok Autor Krajina Metéda vo vakuu merania
km/s +km/s
1600(?) | Galileo Galilei | Taliansko LampéSe a svetelné "Nie je nekonecnd, ale vel'mi
zaklopky vysoka"
1675 | Romer Franctizsko | Astronomickd 200 000
1792 | Bradley Anglicko Astronomickd 304 000
1849 | Fizeau Francizsko | Rotujici kotic¢ 313 300
1862 | Foucault Franctizsko | Rotujice zrkadlo 298 000 500
1876 | Cornu Franciizsko | Rotujici kotic 299 990 200
1880 | Michelson USA Rotujiice zrkadlo 299910 50
1883 | Newcomb Anglicko Rotujice zrkadlo 299 860 30
1883 | Michelson USA Rotujice zrkadlo 299 853 60
1923 | Mercier Francizsko | Stojaté viny na 299 782 15
vedeniach
1926 | Michelson USA Rotujice zrkadlo 299 796 4
1928 | Karolus Nemecko Kerrova cela 299 778 10
a Mittelstadt
1940 | Hiittel Nemecko Kerrova cela 299 768 10
1941 | Anderson USA Kerrova cela 299 776 14
1950 | Bergstrand Svédsko Geodimeter 299 7927 0,25
1950 | Essen Anglicko Mikrovinovy 299 792,5 3
rezonitor
1950 | Houston Skétsko Kmity kryst. mriezky | 299 775 9
1950 [ Bol, Hansen USA Mikrovinovy 299 789,3 0,4
rezondtor
1950 [ Rank, Ruth, USA Molekularne spektrd | 299 776 7
Van der Sluis
1954 | Florman USA Radio-interferometer | 299 795,1 3,1
1954 | Rank, Shearer, | USA Molekuldrne spektrd | 299 789,8 3,0
Wiggins
1956 | Edge Svédsko Geodimeter 299 7929 0,2
1958 | Froome USA Mikrovinovy 299 792,5 0,1
interferometer
1972 | Bay, Luther, |USA A a f-merania 299 792,462 0,018
White 0,633-pm ciary
He-Ne lasera
1973 [Evensonai. USA A a f-merania 299 792,457 4 0,001 1
3,39-um Ciary
He-Ne lasera
1974 | Blaney a i. Anglicko A a f-merania 299 792,459 0 0,000 8
9,32-pm Ciary
CO, lasera
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Ulohy 293 — 326

293. Dokazte, Ze kazda funkcia tvaru f(x, 1) = f(x * cf) vyhovuje vlnovej rovnici
Ir_12r
ox? 2 ot
294. Dokazte, ze monochromatické viny fix, 1) = cel@ P (C je konstanta) su rieSeniami
vlnovej rovnice pri hodnote f= alc.

295. Dokézte, ze elektromagnetické pole dané vyrazmi
Ey
E,=Eycos(z—ct) B, = —cos(z - ct) E,=E.=B,=B,=0
c

vyhovuje Maxwellovym rovniciam.

296. Stcin kapacity na jednotku diZky a indukénosti na jednotku dizky prenosovych vedent je
veli¢ina konStantnd a rovnd sa prevrdtenej hodnote Stvorca rychlosti $irenia elektromagnetického
pola v danom prostredi. Dokazte to na priklade koaxidlneho kébla a dvojlinky.

297. Valcovym vodi¢om s polomerom R a mernou vodivostou o tecie konstantny prud I.
Vypocitajte velkost' Poyntingovho vektora na povrchu vodica a urcite jeho smer. Dokdzte, Ze
energia elektromagnetického pol’a tecie do vodica s vykonom

12
P= 5
TOR
na jednotku dizky, t. j. s tym vykonom, s ktorym sa v flom menf na teplo.
298. Koaxidlny kdbel pozostdva z dvoch dutych, idedlne vodivych valcov s polomermi a a b
(a < b). Na jednom konci je zakonceny odporom R (obr. 298). Na vstup kébla je pripojeny zdroj

elektromotorického napitia ¢ s nulovym vnitornym odporom. Vypocitajte Poyntingov vektor vo
vnttri kdbla. Pomocou Poyntingovho vektora dokdzte, Ze energia postupuje kdblom s vykonom

;5'2
&l =
R

pozdiZ jeho osi, t. j. s tym vykonom, s ktorym sa meni na teplo v odpore R.

Obr. 298

299. Vypotitajte rychlost’ prenosu energie pozdiZ koaxidlneho kdbla podla predchadzajiicej
ulohy. V akom vztahu je rychlost’ prenosu k rychlosti svetla?

Pozndmka: Rychlost’ prenosu energie vedenim je zavedend podobne ako rychlost’ pridenia
kvapaliny v hydrodynamike a je definovana vztahom

551



kde S je tok energie jednotkou plochy za jednotku ¢asu (Poyntingov vektor) a w je objemova
hustota energie.

300. Rovinna elektromagneticka vlna sa $iri vo vakuu v kladnom smere osi z a jej elektricka
zlozka je dand vyrazom

. 0)7
E,(z,0)=E,g ™"

kde E,g je amplitida x-ovej zloZky pola. E, = E_ = 0.

a) Vypocitajte rychlost’ $irenia fazy viny (fazovi rychlost).

b) Pomocou Maxwellovych rovnic najdite magnetickud zlozku viny.

¢) Vypocitajte pomer amplitid elektrickej a magnetickej zlozky vlny vo vakuu.

d) Vypocitajte strednd hodnotu hustoty toku energie v elektromagnetickej vine ako redlnu
¢ast’ komplexného Poyntingovho vektora

_ExH"
2

S

kde H " je vektor komplexne zdruZeny k vektoru H.

301. Charakteristickd impedancia Z prenosového vedenia je definovand ako pomer priecnej
zlozky elektrického pola k priecnej zlozke magnetického pol'a, pricom sa ukazuje, Ze
Ll
Fod

7=

kde L', C' sti induk&nost’ a kapacita na jednotku dizky vedenia. Vypoéitajte Z pre paskové vedenie
vo vékuu z tlohy 206.

302. Svetelnd vina ma frekvenciu f = 4.10" Hz a dizku viny 4 = 5.107 m. Ak4 je rychlost
Sirenia tejto viny? Akd je permitivita prostredia, v ktorom sa vlna §iri a jeho index lomu? Permeabilita
prostredia je 4 = 1. Ak4 je dizka danej viny vo vdkuu?

303. Vzduch sa zatina ionizovat’ pri intenzite elektrického pola E = 3.10° V/m (pozri tabulku 5).
Pri akej strednej hustote toku vykonu elektromagnetickych vin dostato¢ne nizkej frekvencie moze
vo vzduchu nastat’ ionizacia?

304. Rovinnd elektromagnetickd vlna s frekvenciou @ = 10° rad/s dopadd na vodivy ramcek
tak, Ze vektor H je kolmy na rovinu rdiméeka. Rozmery riméeka st malé v porovnani s dizkou
viny. Plocha riméeka § = 100 cm?, stredny vykon v elektromagnetickej vine P = 1 W/m?. Njdite
amplitidu indukovaného EMN v ramceku.

2 )I
Vi >\,
e
\ |
Obr. 305
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305. Na obr. 305 je znazorneny dsek dvojvodicového vedenia s udanymi smermi pridov vo
vodicoch a potencidlmi Vi a V, (V| > V,) v tej istej priecnej rovine. Podl'a smeru Poyntingovho
vektora rozhodnite, kde sa nachadza zdroj — vpravo, ¢i vlavo?.

306. Nekonecne dlhé dvojvodicové vedenie je v istej rovine premostené impedanciou Z (obr. 306).
Vlnové impedancia vedenia nalavo od Z je Z; a napravo Z,. Z lavej strany sa po vedeni Siri
napétovd vind s amplitddou U*. Néjdite amplitddu U~ odrazenej a amplitidu U™ postupujiicej
vlny v rovine premostenia a amplitidy pridov v impedancii Z a vo vedeni s vinovou impedanciou
2.

Z;

Obr. 306

307. Ulohu 306 rieste pre Z, = Z, = Z = R (R je &inny odpor). Ak &ast’ vykonu napitovej
vlny U™ sa spotrebuje v impedancii Z = R? Aka ¢ast’ vykonu postupuje vedenim s impedanciou
Z, = R a aka Cast’ vykonu sa odraz{?

308. Rieste ulohu 307 pre Z, =R, Z, =Z =2R.

309. Dvojvodi¢ové vedenie s vinovym odporom Z, je v prvom pripade zakoncené
impedanciou Z = 0 (skratom) a v druhom pripade Z = o (otvorené vedenie). Po vedeni postupuje
napitova vina s amplitddou U *. N4jdite amplitidu odrazenej viny U~ v koncovej rovine vedenia.
Cim sa budi 1i8it’ vzniknuté stojaté viny na vedeni v prvom a v druhom pripade?

310. Dvojvodic¢ovy symetricky kdbel ma pri frekvencii f = 1000 Hz takéto parametre:
R=65510" Q/m, L = 1,36.10° H/m, C = 8,84.10""> F/m, G zanedbatelné. Na frekvencii
f =100 MHz je: R = 0,606 /m, L = 1,26.10"° H/m, C = 8,84.10"? F/m, G zanedbatelné. Vypoitajte
pre obe frekvencie vInovi impedanciu kabla, ttlm v dB/m, straty na vlnovi dizku a fizovd rychlost
viny v kébli. Porovnajte vysledky pre obidve frekvencie.

311. Koaxidlny kabel pre televizny rozvod podla ddajov vyrobcu md polomer vnitorného
vodic¢a a = 0,575 mm a vnitorny polomer plasta b = 3,625 mm. Kébel je vyplneny polyetylénom
s relativnou permitivitou &, = 2,25. Kapacita kabla C = 67 pF/m. Vypocitajte:

a) vlnovi impedanciu kébla,

b) indukénost’ na jednotku dizky kébla,

¢) fazovi rychlost’ viny na kabli.

O 0

Z,1=60Q R,=7? Z,,=100 Q R,=?

Obr. 312

312. Aké musia byt hodnoty odporov R; a R,, aby na vedeni podl'a obr. 312 nevznikla stojatd
vlna?
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313. Aké musia byt vinové impedancie vedeni AB, BC a CD na obr. 313, aby pozdiz celého
vedenia nevznikali odrazy?

é Zy=7? B Zp=7? C Zp=7?

0O

R,=240 Q Rz>=240 Q R;=240 Q

O O O 0

Obr. 313

314. Vedenie dlhé / m4 vlnovid impedanciu Z, a konStantu Sirenia % Na vstupe vedenia je
napitie s amplitidou U, a prid s amplitidou I,,. Vypocitajte amplitidu vystupného napitia,
pridu a vystupnd impedanciu.

315. K vedeniu dlhému / = 20 m je na vstupe pripojeny generdtor pracujici na frekvencii
f =3 MHz. Vedenie je na vystupe otvorené. Ndjdite amplitidu vystupného napitia, ak amplitida
vstupného napitia U, =20 V.

316. Amplitida napitia na konci otvoreného vedenia s vlnovou impedanciou Z, = 300 Q je
U,y = 600 V. Ndjdite amplitidu napitia a prddu vo vzdialenosti / = 40 m od konca vedenia. Dlzka
vlny na vedeni 4 =300 m.

317. Na konci otvoreného vedenia pracujiceho na vinovej dizke 4 = 20 m bola namerand
amplitida napitia U,y, = 200 V a vo vzdialenosti / = 2 m od konca vedenia amplitida pridu
1,=0,5 A. Ngjdite vlnovi impedanciu vedenia. Ak4 je amplitida pridu v maxime prddovej stojatej
viny?

318. Vedenie so vzduchovou izoldciou md vlnovi impedanciu Z, = 400 Q a je dlhé 75 cm. Na
vystup vedenia je pripojend reaktancia Z, = —j 400 Q. Vedenie pracuje na frekvencii f = 150 MHz
a amplitida napitia na jeho vstupe je U,;, =50 V.

a) Vypocitajte vstupnd impedanciu vedenia,

b) nacrtnite napét'ovi a pridovi stojatd vinu,

¢) vypotitajte amplitidy napiitia a pridu na vystupe a v maximéch stojatych vin.

, 1=225m —

Z,=400Q
? Z=55Q Zujst=
Ug= 100V v; = 0,95¢ =115 +j75Q
f= 150 MHz

Obr. 319

319. Na vedeni zobrazenom na obr. 319 treba najst’ amplitidu vstupného a vystupného napiitia,
prudu, vstupny a vystupny vykon, d’alej ¢initel” stojatej viny, koeficient odrazu na vstupe a vystupe
vedenia, amplitidy napitia a prddu v minimich a v maximach stojatych vin a polohy minfm
a maxim stojatych vin. Naértnite napdt'ovi a pridovi stojatd vinu.

320. Vedenie dlhé / = 120 km je urcené na prenos jednosmerného vykonu. Jeho parametre st:
R = 53,45 Q/km, G = 1,55.10"° S/km. Napitie na vstupe vedenia U,,, = 24 V, na vystupe vedenia
je skrat. Vypocitajte vstupny a vystupny prid a vstupny odpor vedenia.
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321. Dvojvodicové telefénne vedenie ma pri frekvencii f = 1 kHz vlnovi impedanciu Z, =
=615 — j78 Q a konitantu §irenia ¥= 3,05 + j2,18.107 km™'. Vedenie je dlhé / = 240 km a je
zakonéené zat'azou rovnou vlnovej impedancii vedenia. Na vstup je pripojeny generdtor pracujuci
na frekvencii f = 1 kHz, ktory zabezpec€uje vstupné napitie s amplitidou U, =5 V. Vypocitajte:

a) fazovi rychlost’ na vedeni a vinovi dizku,

b) amplitidu vstupného pridu, vystupného napitia vstupny a vystupny vykon.

322. N4jdite vlnovi impedanciu vedenia, ktoré pozostiva z dvoch paralelnych vodicov
priemeru D =4 mm uloZenych vo vzduchu v osovej vzdialenosti [ = 13,54 cm. Vypocitajte
vstupnd impedanciu takého vedenia, ak je dlhé d = 35 m (16 m) a na konci skratované (otvorené).
Pracovné vlnové dizka A= 50 m. Aki indukénost, resp. kapacitu predstavuje vedenie z hladiska
jeho vstupnych svoriek?

323. Vedenie s vlnovou impedanciou Z, = 70 Q je na jednom konci skratované a na druhom
konci premostené kapacitou C = 10 pF. Systém ma predstavovat’ rezondtor na frekvencii f = 100 MHz.
Aka musi byt dlzka vedenia?

324. Paralelny LC obvod s indukénostou L = 125 pH kmita na frekvencii f = 2 MHz. Pre dcely
merania je k nemu pripojeny paralelne jeden koniec koaxidlneho vedenia, ktorého druhy koniec je
pripojeny k meraciemu pristroju s nekone¢nou vnitornou impedanciou. Podl'a idajov vyrobcu ma
kébel vinovi impedanciu Z, = 52 Q a kapacitu C = 93,5 pF/m. Kébel ma dizku d = 76 cm. Ako sa
zmeni rezonan¢nd frekvencia obvodu po pripojeni kdbla?

325. 70-ohmovy dipdl treba prisposobit’ k 300-ohmovému symetrickému zvodu tsekom
§tvrtvlnového vedenia pri vinovej dizke A = 4,84 m (f = 62 MHz) Nijdite vinovii impedanciu
a dizku tohoto vedenia.
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Obr. 326

326. Na obr. 326 je zndzorneny prenosovy systém s dvoma zdt'azami a generatorom.
a) Urcite Z,, Z, a Z3, ak je spinac Sy zopnuty a S, rozopnuty. Kam postupuje vykon?
b) Odpovedzte na otazky bodu a) ak je spinac S; rozopnuty a S, je zopnuty.

¢) Kam postupuje vykon, ak s obidva spinace rozopnuté (zopnuté)?
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