2 ELEKTROSTATIKA NABOJOV VO VAKUU

2.1 SILOVE POSOBENIE NABOJOV. COULOMBOV ZAKON

Pri Stidiu elektromagnetickych javov je otdzkou zdsadného vyznamu silové pdsobenie
medzi elektrickymi ndbojmi. Toto silové poOsobenie je v skutoCnosti velmi zloZité,
pretoZze zavisi od mnozZstva a pohybového stavu nabojov, ktoré su v interakcii, a aj od
rozloZenia ndbojov v priestore. Jednoduchy je iba pripad silového pdsobenia dvoch
bodovych nibojov (napr. nabitych elementarnych castic), ktoré s vo zvolenom siradnicovom
systéme v pokoji a si umiestnené v istej vzdjomnej vzdialenosti. Takyto systém
nezodpoveda redlnej situdcii, pretoZe ndboje v pokoji sa v prirode nevyskytuji. Ak hovorime
o ndbojoch v pokoji, obycajne mame na mysli velky Statisticky sibor elementarnych
nabojov, ktoré sice v nejakom objeme moézu vykondvat’ fluktuacny tepelny pohyb, ale
ich pocet v danom objeme sa nemeni (napr. naboj na nabitej gul'6cke).

Silové pdsobenie medzi dvoma bodovymi ndbojmi skiimal v polovici 18. storoCia
franciizsky ucenec Charles Augustin de Coulomb. Coulomb vykonal mnoZstvo experimentov
na zariadeni nazyvanom torzné vahy, na ktorych bodové ndboje boli modelované
kovovymi nabitymi gul6¢kami. Z jeho merani vyplynula skutocnost’, Ze bodové naboje
(nabité gul'6¢cky) posobia na seba silou, ktord je timernd sicinu ndbojov a nepriamo
umernd Stvorcu ich vzdialenosti. Sila je odpudivd, ak st ndboje rovnakého znamienka
a pritazlivd, ak si znamienka opa¢ného, a pdsobi pozdiZ spojnice ndbojov. Silové pdsobenie
spifia treti Newtonov zdkon, t. j. pdsobiace sily na jednotlivé naboje sii v absolitnej
hodnote rovnaké bez ohladu na velkost' jednotlivych ndbojov. Tieto experimentdlne
zistené skutoCnosti mozno vyjadrit’ v nasledovnej matematickej formuldcii

F=k1% @1
r

kde F je sila posobiaca medzi nabojmi, g, a g, su velkosti ndbojov, r je vzdialenost

nabojov a k je rozmerova konstanta, ktord zavisi od vyberu sistavy jednotiek. V suistave

fyzikélnych jednotiek SI (Systéme International d’Unités) je jej ¢iselna hodnota

k =8,987551786.10° kg.m’ s A~ (2.2)

Hodnota konstanty k vyplynie z d’al§ich naSich tvah. Z dévodov racionalizicie vztahov
v elektrodynamike je vhodnejSie konstantu k pisat’ v tvare
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kde & je univerzdlna prirodnd konstanta stvisiaca s rychlost'ou svetla vo vakuu a nazyva
sa elektricka konstanta (star$i nizov permitivita vakua). Jej ¢iselnd hodnota je

&= 8,854 187 818.10"* F.m™ (2.4)

Sila je ale vektorova veli€ina, a preto vyraz pre fiu musi obsahovat’ aj informéciu
o smere jej pdsobenia. Ak je ndboj g, vo vektorovej vzdialenosti rj, od niboja g, (pozri
obr. 2.1), potom sila F, pdsobiaca na ndboj ¢, od naboja g, (ndboje si zadané
s prislusSnym znamienkom) je ur€end vektorovym vztahom

1
F,=——21p, 2.5)
arey ny
a, q,
= —O0— - >
21 M2 M2 12
Obr. 2.1

kde ry, je absolidtna vzdialenost’ ndbojov. Ak zavedieme jednotkovy vektor rlg =r,/4,,
potom vyraz pre silu mozno napisat’ v tvare

L q9 o
F,, = r 2.6a
12 4 0 ”122 12 ( )

Existuje este jeden sposob zdpisu Coulombovho zdkona, pri ktorom sa polohy

nabojov g, a g, zadajui polohovymi vektormi r; a r, vzhladom na nejaky referencny
bod 0 ako na obr. 2.2. V takom pripade

Ty =h—n, r12:|r1—r2|,

o_nh—n
Hp=v7—"77
|’1"2|

takze vyraz (2.6a) mozno prepisat’ na tvar

_ 1 a9 n-rn _ 1 0,14, —1y) (2.6b)
4me, |r1 _,-2|2 |rl —r2| 4me, |r1 —r2|3

FlZ

Posledny vyraz je najvSeobecnej$im matematickym vyjadrenim Coulombovho zdkona,
ale aj najzlozitejsim, a preto ho budeme vyuZivat iba vynimocne.

Platnost’ zdkona o silovom pdsobeni bodovych nébojov overoval Coulomb prostriedkami,
ktoré mal v jeho dobe k dispozicii. Nasa dovera k silovému zdkonu sa vSak nemoze
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zakladat na experimentoch, pri ktorych je tazko merat’ sily s presnostou vécSou ako
niekol’ko percent. Takéto merania nds nemoZzu presvedcit’, Ze zdvislost’ sily od vzdialenosti je
skutone kvadratickd, teda Ze mocnitel’ je 2 a nie napr. 2,001. Neskor uvidime, Ze
platnost’ Coulombovho zdkona moZno dokdzat’ nepriamo experimentmi, podl'a ktorych
mocnitel’ 7 sa rovnd 2 s presnostou lepSou ako +2.107°.

a, q,

v

Obr. 2.2

Coulombov zdkon ako zdkladny experimentdlny zdkon elektrostatiky sa ukazuje ako
mimoriadne vhodnym na stanovenie jednotkového mnozstva elektrického naboja.
Skutocne, ak vo vztahu (2.1) polozime k = 1, potom za jednotkové mdZeme vyhlasit’ také
dve mnoZstvd elektrického ndboja, ktoré v jednotkovej vzdialenosti pdsobia na seba
jednotkovou silou. Tak bola uréend jednotka mnoZstva elektrického ndboja v ststave
jednotiek cgs (Gaussovej ststave), ktord sa dnes v praxi nepouZiva, v ktorej jednotka
ndboja, a ndsledne jednotka elektrického prddu, nie je zdkladnou, ale odvodenou
jednotkou. Ked’Ze meranie sily medzi ndbojmi (gul'6¢kami) je obtiazne a zat'aZzené znacnou
chybou, je v ststave fyzikdlnych jednotiek SI jednotka ndboja urcend inym spdsobom.
V SI sistave je zdkladnou elektrickou jednotkou jednotka elektrického pridu ampér (A),
ktory dokdZeme pohodlne merat’ zo silovych u€inkov medzi pradmi. KedZe elektricky
prud / je definovany ako mnozstvo elektrického ndboja g, ktoré prejde prierezom vodica za
jednotku casu ¢, teda I = g/t, mozno jednotkovy ndboj definovat’ ako mnoZstvo naboja,
ktoré pri pride 1 A preteCie prierezom vodi¢a za jednu sekundu (s). Toto jednotkové
mnoZstvo naboja sa nazyva coulomb (C). Teda 1 C=1 A X Is = 1 A.s. Teraz je jasny
pdvod hodnoty konstanty & (2.2) vo vztahu (2.1). Dva bodové naboje, kazdy velkosti 1 C,
umiestnené vo vzdjomnej vzdialenosti 1 m pdsobia na seba obrovskou silou, ktord sa
¢iselne (v newtonoch) rovna hodnote konStanty k, danej vyjadrenim (2.2).

Ciselnd hodnota konitanty k alebo & sa viak stanovuje inym spdsobom.
V elektromagnetizme sa popri konStante & zavddza eSte jedna univerzdlna konStanta
pol’a, a to magneticka konStanta i, (star$i ndzov permeabilita vakua). Jej hodnota

o =4m.107 H/m (2.7)

je dand definitoricky. Obidve konstanty pola sidvisia s rychlostou ¢ svetla vo vikuu
vztahom
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1

Jeat,

ktory plynie z vlnovych rovnic elektromagnetického pol'a. Z toho elektrickd konstanta

(2.8)

1

2
HoC

80=

2.9)

s ¢iselnou hodnotou danou vyjadrenim (2.4). Presnost’ urenia & je dand presnostou,
s ktorou je v stic¢asnosti znama rychlost’ svetla vo vakuu (pozri odsek 11.7).

Ak je vo vzdjomnom silovom pdsobeni n ndbojov, potom sila F; posobiaca na
vybrany i-ty ndboj podla principu superpozicie je dand vyrazom

F,=F +Fy+. . . +Fy +Fy +. . +F, =Y F;  (j#i)
j=1

Skladanie sil od niekolkych ndbojov rovnakého znamienka a rovnakej absolitne;j
hodnoty je v proporciondlnej mierke zndzornené na obr. 2.3.

Obr. 2.3

Jedna z uz uvedenych vlastnosti elektrickych nabojov hovori o ich vidzbe na materidlne
objekty, t. j. Ze ndboje si vZdy viazané na isté elementdrne Castice. Medzi Casticami ako
nositel'mi elementdrnych nabojov pdsobia okrem elektrickych aj gravitacné sily. Je
otdzka, akou mierou sa podiel'aju gravita¢né sily v porovnani s elektrickymi silami na
vzdjomnom silovom pdsobeni dvoch elementarnych castic. Ako priklad mozno posudit’
silové pdsobenie medzi proténom a elektrénom v danej vzdialenosti, napriklad
v klasickom atéme vodika. Medzi uvedenymi Casticami pdsobi pritazliva sila, ktord je
vysledkom superpozicie pritazlivej elektrickej sily medzi dvoma nesthlasnymi elementdrnymi
ndbojmi a gravitacnej pritazlivej sily medzi hmotnostami proténu a elektrénu. Ak
uvdZzime, Ze hmotnost’ proténu m, = 1,67.107 kg, hmotnost’ elektrénu m, = 9,11.107°" kg,

elementdrny ndboj e = 1,602.10™" C, gravitatnd konitanta x =6,67.10"" m’kg™'.s?
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a elektrickd kongtanta pola &= 8,854.10™"2 F.m™', potom pomer elektrickej sily F,
a gravitaCnej F, je

F e’

e

F, Amegrm,m,

~22710%

Tento priklad sved¢i o tom, Ze elektrickd sila medzi nabitymi elementidrnymi
Casticami je mnohokrat vicsia ako pritazlivd sila medzi hmotnostami Castic, a preto
gravita¢né pdsobenie medzi elementdrnymi ¢asticami mozZno vZdy zanedbat. Uvedeny
priklad potvrdzuje este jednu skutocnost, Ze sily, ktoré drZia atémy pohromade, su sily
elektrického povodu. V tejto stivislosti je namieste otdzka, ¢o drZi pohromade atémové
jadra? Tie pozostdvajd z neutrénov a proténov a medzi proténmi pdsobia silné elektrické
odpudivé sily. Je zrejmé, Ze ak sa pod ucinkom takejto sily atémové jadra nerozletia,
musia medzi ich stavebnymi kamefimi pdsobit’ este iné pritazlivé sily, ktoré musia byt
silnejSie nez odpudivé sily proténov. Tymito silami st jadrové sily, sily kratkeho dosahu,
ovela vicSie ako gravitacné a elektrické sily, ktoré so vzdialenostou vel'mi rychlo
klesaju. Jadrové sily su zodpovedné za konzistenciu a stabilitu atémovych jadier. Lahké
jadra, ktoré obsahuju rovnaky pocet proténov a neutrénov, su relativne stabilné. U tazkych

proténov tym, Ze "zried'uji" protény v jadre. Stabilita tazkych jadier je vSak vratka.
exciticii sa rozpadajd. Sily medzi nuklednmi (proténmi a neutrénmi) v jadrdch atémov
s silné interakcie, zatial’ ¢o sily medzi jadrom a elektrénmi v atéme, pripadne sily medzi
atomami v molekuldch a v kryStdloch patria medzi elektromagnetické interakcie.

Vo svete, ktory nds obklopuje, je elektrické silové pdsobenie podl'a Coulombovho
zdkona jedno z najddlezitejSich. Je zodpovedné za existenciu atémov, ale aj molekul,
teda za existenciu latok tak, ako ich v prirode pozndme, so vSetkymi ich mechanickymi
vlastnostami. Tieto mechanické vlastnosti su v skuto¢nosti odrazom posobenia elektrickych
sil medzi zdkladnymi stavebnymi kamenimi latky. Platnost’ Coulombovho zdkona bola
experimentdlne overovand a potvrdend v Sirokom rozsahu vzdialenosti od rozmerov
atomového jadra (rddovo 10" m) az do vzdialenosti rddovo 10 m a niet dévodov

Na zdklade uvedenych skuto¢nosti mozno Coulombov zédkon povazovat’ za jeden zo
zékladnych experimentdlnych zdkonov elektromagnetizmu.

2.2 ELEKTRICKE POLE. INTENZITA ELEKTRICKEHO POL'A

Vypocet silového posobenia medzi bodovymi nabojmi je jednoduchy, ak ide o interakciu
dvoch ndbojov. V systéme viacerych nabojov potom mozno vyuZit' princip superpozicie, ale
uloha sa stdva zloZitejSou. ESte zloZitejSou je tuloha, ak na bodovy niboj pdsobi
rozloZenie nabojov, ktoré mdZeme povazovat za spojité. Je zrejmé, Ze priamy vypocet je
znacne stazeny, alebo aj nemozny. UvaZujme este raz systém n bodovych nabojov ¢, ¢,
...» qn, ktoré silovo pdsobia na vybrany naboj g;. Sila F; pdsobiaca na ndboj ¢g; je podl'a
Coulombovho zdkona a principu superpozicie
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Fj=ZFﬁ (j#10) (2.10)

kde
1 4,49 1 g —
= . =g | ——"ZLp. #1 2.11
Jji 47580 rji Ji qJ[‘LTCé‘O Vj3[ jl] (.] ) ( )

je sila, ktorou i-ty ndboj pdsobi na j-ty ndboj. Vyslednd sila pdsobiaca na j-ty naboj je
teda

- 1 g .
F;= ZFﬁ = qj[ q—érﬁ] (j#1) (2.12)

i=1

a je dand sic¢inom ndboja g; a sicinitel’a v hranatej zatvorke, ktory z4visi iba od ndbojov
q1 aZ g, a ich vektorovych vzdialenosti k ndboju g; Vyraz v zitvorke je matematicky
vektorova funkcia polohy (ako uvidime neskdr v elektrodynamike, aj funkcia Casu)
a fyzikdlne predstavuje vektorovi veliCinu, ktord sa Ciselne a smerom rovnd sile
poOsobiacej na jednotkovy kladny ndboj g; velky 1 C. Tuto vektorovu veli¢inu nazyvame
intenzita elektrického pola a oznaCujeme ju symbolom E. Priestorové rozloZenie
veli¢iny E nazyvame elektrické pole. Podl'a uvedenych dvah je formdlne intenzita
elektrického pol'a dand podielom sily a naboja, na ktory sila pdsobi, teda

g-F (2.13)

q

Intenzita elektrického pol'a je dolezitd fyzikdlna veliCina, pre meranie ktorej treba
urcit’ jednotku, najvhodnejSie priamo zo vztahu (2.13). Vidime, Ze takou jednotkou je
1 N/C. Castejsie sa vak intenzita elektrického pol'a uréuje v ekvivalentnych jednotkdch
1 V/im =1 N/C, kde V (volt) je jednotka elektrického potencidlu, alebo elektrického
napitia. Rozmer jednotky intenzity elektrického pol'a v ststave SI jednotiek je

1 X: 1 E: lm.kg.s_3.A_l
m C

Ak v nejakom bode priestoru intenzitu elektrického pol'a pozndme, potom sila pdsobiaca
na ndboj g v danom bode je vyjadrend jednoduchym vyrazom

(2.14)

Tento vztah medzi intenzitou elektrického pola a silou, ktord v danom bode pdsobi na
elektricky naboj, je jednym zo zakladnych vztahov elektrostatiky.

Prv, nez pristiipime k vypoctu elektrostatickych poli réznych ndbojovych rozloZeni,
odpovieme na jednu kardindlnu otdzku: Co je vlastne elektrické pole? Je to fyzikdlna
realita alebo iba bezobsazny pomocny pojem na popis silovych interakcii medzi elektrickymi
nabojmi. Podl'a spdsobu jeho zavedenia sa totiZ mozno domnievat, Ze elektrické pole je
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iba pomocnd matematickd funkcia, iba fikcia, ktord neodrdza nijakd objektivnu realitu.
Ak by to bola pravda, to by znamenalo, Ze elektrické silové pdsobenie je okamZité
posobenie ndbojov na dialku, bez akejkol'vek tdcasti priestoru a asu. Takyto ndzor na
problém sa vSeobecne povazoval za spravny alebo asponl logicky az do vybudovania
elektromagnetickej teérie, a v koneénom dosledku aZ do vybudovania teérie relativity.'
Silové interakcie elektrickych ndbojov sa vSak uskuto¢iiuji v priestore a v Case, z ¢oho
plynie, Ze elektrické pole je nositelom energie. O tom sa mozno presvedc¢it’ nasledovnym
myslienkovym experimentom:

Dva bodové ndboje sa nachadzaji vo velkej vzdjomnej vzdialenosti. Predstavme si,
Ze jeden z ndbojov v istom okamihu zmenil polohu, "usko¢il". Pytame sa: za aki dobu to
pociti druhy ndboj? Ak by sa informdcia o zmene polohy néboja Sirila okamZite s nekone¢nou
rychlostou, vtedy by sme mohli vyhlasit, Ze vzadjomné interakcie nabojov si okamzZité
v Case, a teda sa deju bezprostredne, bez ucasti sprostredkovatel’a, ktorym je priestor
acas. Dnes vSak vieme, Ze spominand informécia o zmene polohy ndboja sa S§iri
konec¢nou rychlostou, konkrétne vo vakuu rychlostou svetla c. Teda prenos informdacie
sa uskutocni v priebehu doby At = Al/c, kde Al je vzdialenost medzi ndbojmi. Pocas tejto
doby informdacia o "uskoceni" ndboja musi byt v nieCom zakdédovand, a tym niec¢im je
realita, ktord nazyvame elektrické pole.

Na zd6vodnenie existencie elektrického pola netreba ndm vSak robit’ nijaké myslienkové
experimenty. Dnes nikto nepochybuje o redlnej existencii elektromagnetickych vin,
ktoré sa Siroko vyuZzivaji na prenos informdcii a o ktorych vieme, Ze sa §iria kone¢nou
rychlostou, vo vdkuu rychlostou c. Prenos informécii je mozny iba prenosom energie,
teda elektromagnetické viny predstavuji toky energie. Elektromagnetickym a tym aj
elektrickym poliam teda musime pripisat’ energiu, hybnost’ a dokonca aj moment hybnosti
a povazovat’ ich za objektivnu realitu, pre ktoré st splnené aj zdkony zachovania. Treba si
uvedomit, Ze ak by pdsobenie nabojov bolo bez tcasti priestoru a ¢asu, neexistovali by
elektromagnetické viny. Interakcia elektrickych ndbojov teda nie je bezprostrednd, nie je
to posobenie na dialku, ale posobenie prostrednictvom redlneho elektrického pol’a, ktoré
je energetickym prejavom ndboja.

Intenzita elektrického poPa n bodovych nabojov. V tomto odseku uvedieme
niekol’ko prikladov na vypocet elektrostatickych poli réznych ndbojovych zoskupeni.
Jednoduchy je vypocet intenzity elektrického pola skupiny bodovych ndbojov, alebo
Specidlne jedného bodového ndboja v bode, v ktorom nelezi Ziadny iny ndboj. Intenzita
systému bodovych ndbojov je dand vyrazom v zatvorke vzt'ahu (2.12), teda

1 < q;
E = =, (2.15)
2 3

4me, “='r;

Intenzita elektrického pol’a bodového naboja. Intenzita elektrického pol'a od jediného
bodového ndboja g vo vektorovej vzdialenosti r

_ ! 2, (2.16)
471:807‘

" Predstavu o bezprostrednom pdsobeni ndbojov na dialku zastival aj vyznamny nemecky fyzik
Wilhelm Eduard Weber (1804 — 1855)
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Z poslednych dvoch vzt'ahov vidime, Ze pre intenzitu elektrického pola, podobne ako
pre elektrické sily, plati princip superpozicie, totiz, Ze intenzita pol'a siboru bodovych
nabojov sa rovnd vektorovému stctu intenzit jednotlivych bodovych nabojov. O elektrickom
poli bodového nédboja zatial' méZeme povedat’ iba to, Ze je to vektorové pole, ktoré je
radidlne so stredom symetrie v mieste ndboja, je priamo umerné velkosti ndboja
anepriamo tmerné druhej mocnine vzdialenosti od naboja, teda je funkciou 1//%.
V mieste ndboja ma pole singularitu, intenzita pol'a v absolitnej hodnote tam rastie nad
vsetky medze, a naopak, v nekone¢ne velkych vzdialenostiach od ndboja intenzita klesa
k nule. Takito inform4ciu ndm poskytuje vyraz (2.16).

Intenzita elektrického pol’a dvojice bodovych nabojov. Druhym doleZitym systémom
ndbojov je dvojica bodovych ndbojov g, a g, uloZenych v istej vzdjomnej vzdialenosti d.
Intenzita pol'a v l'ubovol'nom bode priestoru je dand superpoziciou poli dvoch nabojov
a matematicky stictom dvoch vyrazov typu (2.16). Ak si ndboje 'ubovolné, bliZsie
neurcené, moéze byt pole velmi zlozité. Polia réznych dvojic maji vSak niektoré
spolo¢né Crty; v miestach nabojov polia vykazuju singularity (nekonecne vel'ké absoldtne
hodnoty), v nekoneéne pole zanikd, pole méd valcovi (osovi) symetriu okolo osi
prechddzajicej nabojmi. Najjednoduchsie pole vytvaraji dvojice v absolitnej hodnote
rovnako velkych ndbojov, priCom obzvlast dolezita je dvojica rovnako velkych nabojov
opacéného znamienka, ktord nazyvame elektricky dipdl. Pole elektrického dipdlu je
vhodnejsie analyzovat’ s vyuzitim pojmu elektrického potencidlu, preto na tomto mieste
posudime iba niektoré zdkladné ¢rty tohto pola.

+
Epy

Obr. 2.4

Na obr. 2.4 je dvojica ndbojov +g a —g vo vzdjomnej vzdialenosti d = 2a. Os x
pravouhlého sdradnicového systému je totoZnd s osou dvojice ndbojov a os y prechddza
symetricky medzi nabojmi. Ur¢ime intenzitu elektrického pola na dvoch miestach — v bode
M(x; 0) na osi x vo vzdialenosti x > a a vo zvolenom bode P(0; y) na osi y. Treba si
v§imnut, Ze pole je osovo symetrické, teda rovnaké pole ako v bode P je v kazdom bode
na kruznici s polomerom y leZiacej v rovine kolmej na os x a so stredom na osi x. V bode

M je intenzita elektrického pola E,, dand vektorovym si¢tom poli E;; a Ej; od
jednotlivych bodovych nabojov, teda
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1 q . _ 1 q .
kde E} = — a E, =- —1
M 4ne, (x+0¢)2 M dne, (x—a)2
. q 1 1 .
takze E, = - i=
M 4ne, [(x-ﬁ-a)z (x—a)2]
S, . B S— 2.17)
4756‘0(x2 —az) 3 a’

Intenzita pol'a v bode M smeruje proti jednotkovému vektoru i (do stredu suradne;j
sustavy). V symetrickom bode vo vzdialenosti —x md intenzita elektrického pol'a rovnakd
absolitnu hodnotu a smeruje v zdpornom smere osi x. So zvidcSovanim absolitnej
vzdialenosti x klesa intenzita v absoliitnej hodnote k nule. V bodoch, kde sidlia ndboje,
intenzita v absoliitnej hodnote rastie nad vSetky medze (singuldrne body).

V bodoch na osi x pre Ixl < a ma intenzita smer kladnej osi x a jej velkost’ je dand
vyrazom

g x*+a°

- 21e, (az _xz)z

(2.18)

X

o Com sa citate] moze 'ahko presvedCit. V strede stradnicovej sustavy (x = 0, y = 0),
symetricky medzi ndbojmi

E=—14 (2.19)

! 2n80a2

teda intenzita predstavuje dvojndsobok intenzity pola bodového ndboja, ¢o sa dalo
ocakavat’.
Vsimnime si teraz vlastnosti intenzity pola v bode P na osi y. Aj tam je intenzita

pola Ep dand superpoziciou dvoch vektorov Ej a Ep, t.].

E,=E; +E;
kde
I ¢

Ef=E; =
P P 4%80 r2

a zlozky tychto vektorov v smeroch osi x a y v bode P st dané vyrazmi

29



_ 1
E;x = EPx ZE%COSQ
0

_ 1 gq .
E;Zy =—Ep, = ine r—zsma
0

Vyslednd intenzita v bode P je dand vektorom
Ep=E}+Ep = (Ep, + Ep)i+(Ej, + Ep,)j=2E},i +0j

kde j je jednotkovy vektor v smere osi y. Ako vidime z posledného vyrazu, pole v bode
P ma4 tiez iba zlozku x

1 2aq
Ep. =2E;. =2 L osqr= =*=
PETTIR T T uney dne, r*
qd qd

S, a2 N
47580(y +a ) 3 a
dngyy”| 1+—
y
kde sme pri tprave vyuzili skuto¢nost, Ze a/r = cosaa

r=+y>+a’
y

Intenzita elektrického pola v bode P je teda dana vektorom

qd

2 3/2i
a
47580y3[1+2]
y

a pre rastiice y klesa k nule. Pre y = 0, teda v strede symetrie (v zaciatku stiradnicového
systému)

E,=

(2.20)

Ep=Eji=—71
2neya

X ]

o je taky isty vysledok, aky sme dostali pri analyze pol'a na osi dvojice ndbojov [na osi
dip6lu — pozri vztah (2.19)].
Obzvlast dodlezité je pole vo velkej vzdialenosti od dvojice ndbojov, teda vo

.....

ndbojov pozorovand z vel'mi vel’kej vzdialenosti sa nazyva bodovy dipdl. Intenzitu pol'a
bodového dipdlu na osiach x a y dostaneme tak, Ze vo vztahoch (2.17) a (2.20) sa
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povazuje x, y » a, takze veli¢iny a*/x* « 1 a a’/y* « 1 mdzeme zanedbat. Oznaéime
p = qd, potom

_2p
Ey=—"=i (2.21a)
M 4n80x3

p .
Ep=——i (2.21b)
d 47580y3

Veli¢ina p je absolitna hodnota dip6lového momentu. Vidime, Ze intenzita pol'a vo velkej
v rovnako vel'kej vzdialenosti kolmo na os dip6lu (na osi y).

Vzhl'adom na velkd doélezitost’ dipdlového pola vratime sa k nemu podrobne po
zavedeni pojmu elektrického potencidlu. Zatial' si v§imnime iba to, Ze dipélové pole
v porovnani s polom bodového ndboja je slabé a klesa s tretou mocninou vzdialenosti
na rozdiel od pol'a bodového ndboja, ktoré, ako vieme, klesd s druhou mocninou
vzdialenosti.

V Tubovolnych inych bodoch priestoru v okoli dvojice nabojov je pole dané vektorovym
suc¢tom poli jednotlivych ndbojov. Jeho matematické vyjadrenie mdZe byt zlozité
a obyCajne neposkytuje ndzornu predstavu o priestorovom priebehu pola.

Nazornu predstavu o poli mozno ziskat’, ak ho nejakym spdsobom graficky zobrazime.
Podla uZz uvedenych matematickych vyjadreni je elektrické pole spojitd vektorova
funkcia polohy v priestore, v blizkosti bodového ndboja rastie nad vSetky medze a smerom
do nekonecna klesd k nule. Tidto funkciu by teda bolo moZné zndzornit pomocou
nejakych Ciar. Existuje viacero spdsobov ako graficky zobrazit’ elektrické pole. Najrozsirenejsi
sposob zobrazenia pol'a je pomocou siloCiar. Silo¢iary v priestore, kde existuje elektrické
pole, st myslené orientované Ciary, ktoré majui nasledovné vlastnosti:

1. V kazdom bode pola mé vektor intenzity smer dotyCnice k siloCiare. Tato vlastnost’
implikuje skutocnost’, Ze silo¢iary sa nemdzu pretinat’.

2. Silociary zacinaji na kladnych a koncia na zdpornych nabojoch alebo
v nekonecne.

3. Silo¢iary zndzornujeme tak, Ze ich pocet prenikajici jednotkovu plochu je imerny
a tam kde su redSie, je intenzita menSia.

Nie je celkom trividlne, Ze existuje stbor silociar, ktoré maji uvedené vlastnosti.
MozZno sa presvedcCit, Ze ak by neplatil Coulombov zdkon, takyto sibor siloCiar by
neexistoval. Netreba vSak zabudat’, Ze elektrické silociary st iba pomocny prostriedok na
zobrazenie pola, Ze nijaké redlne Ciary v priestore neexistuju.

Na obr. 2.5 st zndzornené siloCiary kladného a zdporného bodového ndboja.
Z kladného ndboja siloCiary radidlne vychddzaju a stracaji sa v nekonecne. Na zdpornom
ndboji maju silo¢iary opacny smer. Na obr. 2.6 st siloCiary dvojice opacnych rovnako
vel’kych ndbojov, na obr. 2.7 s siloCiary dvojice rovnakych kladnych nidbojov a napokon
na obr. 2.8 siloCiary dvojice opacnych nabojov r6znej velkosti. Vidime, Ze najméd posledné
siloCiary su elegantné a zobrazuju relativne zlozité, v priestore osovo symetrické pole.
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2.3 INTENZITA ELEKTRICKEHO POLA NABOJOV SPOJITE
ROZLOZENYCH NA CIARACH, PLOCHACH A V OBJEME

V praxi je elektricky ndboj Casto spojito rozloZeny na telesdch réznych geometrickych
foriem, priCom spojitost musime chdpat’ v uvedenom zmysle rozloZenia velkého
mnozstva elementdrnych ndbojov na objektoch kone¢nych rozmerov. Pod pojmom
rozloZeny ndboj tu rozumieme dodatocny ndboj, ktory bol na teleso privedeny alebo
z neho odvedeny vo forme napr. istého poctu elektrénov. Bez tohoto dodatocného naboja
sa teleso javi ako elektricky nenabité, t. j. G¢inok naboja vsetkych proténov je kompenzovany
uc¢inkom ndboja presne rovnakého poctu elektréonov. Je samozrejmé, Ze tito
kompenziciu treba chdpat’ v relativne velkom objeme, v ktorom velky pocet kladnych
a zédpornych nibojov je rovnaky. V blizkosti jednotlivych elementdrnych ndbojov v telese
existuji silné lokdlne polia, ktoré v dosledku chaotického tepelného pohybu maji
fluktuaény charakter a ich priestorova a ¢asovd strednd hodnota sa rovnd nule. Ak teda
privedieme na teleso dodato€ny naboj — ind¢ povedané, elektricky ho nabijeme — zaujmu
tieto ndboje na telese isté polohy zdvislé od Struktiry a elektrickych vlastnosti telesa.

Na tomto mieste treba povedat, Ze v prirode sa vyskytujice latky delime z hl'adiska
ich zakladnych elektrickych vlastnosti na:

a) latky elektricky nevodivé, nazyvané nevodice, izolanty, pripadne dielektrika,

b) latky elektricky vodivé, alebo jednoducho vodice.

Pojem "vodivost’ latok" zavedieme neskor ako fyzikdlnu veli¢inu, na tomto mieste
definujeme vodivost’ ako mieru vol'nosti pohybu nabojov v litke. V nevodicoch, dielektrikach, sa
privedené naboje nemdzu pohybovat, teda zotrvdvaji na tych miestach, na ktoré boli
vonkajs$imi silami prinesené. Vo vodicoch sa ndboje moéZu pohybovat, takZe privedeny
naboj si na vodivom telese ndjde sim miesto, na ktorom je ochotny stabilne zotrvat’.
Toto rozmiestnenie ndbojov na vodivom telese je "kolektivne", po dohode s ostatnymi
nabojmi. Da sa ukdzat’, Ze rozloZenie nabojov na vodivom telese zodpoveda principu
najmenSieho ucfinku — ndboje sa na vodivom telese rozloZia tak, Ze energia ich
elektrického pola je minimalna (Thomsonova veta).

Uvedené triedenie latok na vodivé a nevodivé je vel'mi hrubé, pretoZe v prirode
v skutoCnosti neexistuju idedlne latky, ktoré by patrili do jednej alebo druhej skupiny.
Vsetky tuhé latky st viac-menej vodivé alebo nevodivé. Naviac, popri tuhych latkach
existuju aj latky kvapalné a plynné, ktoré maju svoje Specifické zvlastnosti, najmé plyny,
ktoré ked’ su ionizované, predstavuji osobitné skupenstvo hmoty nazyvané fyzikalna
plazma. KedZe sa na tomto mieste nemienime zaoberat’ vnitornou Struktirou latok,
uspokojime sa s tymto hrubym triedenim, ktoré potrebam elektrostatiky dostato¢ne
vyhovuje. Latkové nabité prostredie samo vplyva na intenzitu elektrického pola.
Predbezne si vSak tento vplyv nebudeme vsimat a vysledné elektrické pole budeme
povazovat iba za pole dodato¢nych, prinesenych nabojov.

Venujme sa teda spdsobom vypoctu intenzity pola od rdznych nabojovych rozlozeni.
Vsetky tieto vypocty su zaloZené na platnosti principu superpozicie a vedd na integraciu
prispevkov k intenzite od jednotlivych elementov ndbojového rozdelenia. Ako prvé
preskimame elektrické pole budené niabojom rozloZzenym na geometrickom utvare,
podobnom matematickej Ciare, ktord méZe modelovat’ napr. tenky vodivy nabity drdt
alebo nabité vlakno z umelej hmoty. Dizka nosi¢a ndboja (Siary) nech je [ a moze byt
kone&n4 alebo nekone¢nd. Na ¢iare je rozloZeny naboj s dizkovou hustotou A, pric¢om A
moze byt konstanta (kladna alebo zdpornd), ak je ndboj na Ciare rozloZeny rovnomerne,
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alebo veli¢ina zévisld od polohy na ¢iare. V takom pripade je A matematickou funkciou
polohy, pricom poloha mdZe byt’ dand r6znym spdsobom; najcastejsie ako priebezny bod
v pravouhlych stradniciach (xo, yo, 20), teda vzdialenostou uvazovaného bodu na Ciare
od vhodne zvoleného zadiatku 0, pozri obr. 2.9, teda Ary). V tomto bode na Ciare zvolime
nekoneéne krétky tsek d/, na ktorom je celkovy nekone¢ne maly ndboj dQ(ry) = A(rg)dl.
Tento ndboj md vo vel'kej vzdialenosti #” vlastnosti bodového néboja, teda budi nekone¢ne
malé pole dE(r) imerné dQ a klesajice ako funkcia 1///* so smerom pozdiZ vektora r”.
Pole dE(r) moZno vyjadrit matematickymi vztahmi

1 dQ(rO)r,= 1 Z(ro)r'dl_ 1 Ary)(r—ry)

dE(r)= -
47:80 7’3 47:80 7’3 471:80 |r_r0|3

di (222

kde r = r — rqy (pozri obr. 2.9). Vyslednd intenzita pola od celej nabitej Ciary je dand
vektorovym sti¢tom nekonecne malych prispevkov dE od jednotlivjch ndbojovych
elementov pozdiZ celej ¢iary I. Matematicky je tento siéet dany integrdlom prispevkov
(2.22), teda

E(r)=— j' ’1(’93)’ di (2.23)
47[80 f r
r=r- [ dE
dQ = 2dl
r
rO
|
0
Obr. 2.9

Vztah (2.23) pre intenzitu elektrického pol'a od nabitej priamky mé iba formalny
vyznam, pretoze nevieme priamo pocitat’ integrdly z vektorovych funkcii. Ak mame
Stastie, Ze polia od vSetkych elementov maji rovnaky smer, v takom pripade ide o obycajni
integraciu, ale to je zriedkavost’. Vo vSeobecnosti treba prispevky typu (2.22) rozloZit' na
vektorové zlozky a tieto jednotlivo integrovat’. Vysledok dostaneme v tvare troch zloZiek
vektora intenzity elektrického pol'a. Ciasto¢ne sa vypocet zjednodusi aj v pripade, ked’ je
nibojova hustota konS$tantnd.
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Intenzita elektrického pol’a v okoli nabitej priamky. Ako uZito¢ny priklad uvedieme
vypocet intenzity elektrického pola v okoli nekonec¢ne dlhej priamky nabitej nabojom
s konStantnou hustotou A. Na obr. 2.10a je zndzornend Cast’ nekoneénej nabitej priamky.
V kolmej vzdialenosti » od priamky (bod O je vztazny bod) v bode P je intenzita
elektrického pol'a od kazdého z dvoch zvolenych elementov Ad/ dand vyrazom

1 Adl A

dE’=dE” = = d (2.24)
dne, p*  dxeyr 4
kde sme vyuzili skuto¢nost,, Ze
I=rtgg di=—"—dp p=—1"
cos” @ cos @
1 t
I 1
| t
dQ = 2di |
| p
de"
S E
P N
0 d ? > dE
® X
dE'
P
da=d}

{ [
7 b
| I

Obr. 2.10

Tieto elementdrne prispevky maji smery spojnic p a v bode P sa vektorovo s¢itaji na
vysledni intenzitu dvojice v absoldtnej hodnote

dE,=2dE’cos@p= 3 A cospde (2.25)
T

ol

Smer tohoto prispevku je pozdiZ spojnice r. Teraz moZeme integrovat vietky takéto
dvojice pozdlZ nekonecnej priamky, teda
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/2

.[ cospd @ =

E (r)=
A7) 2megr o 2neyr

(2.26)

Vidime, Ze pole ndbojov rozloZzenych rovnomerne na nekonecnej priamke je radidlne
okolo priamky a intenzita pola klesd ako funkcia 1/r. Na obr. 2.10b sui zndzornené
silo¢iary pol'a v okoli nabitej priamky.

Intenzita elektrického pola od naboja na kruznici. Pou¢nym prikladom je vypocet
intenzity elektrického pola na osi kruZnice polomeru R s ndbojom @ rovnomerne
rozlozenym pozdiz nej s dizkovou hustotou A = Q/(2nR), pozri obr. 2.11a. Intenzitu pola
vypocitame vo vzdialenosti z od stredu kruZznice. Na kruZnici zvolime dva proti sebe
leziace ndbojové elementy Adl, ktoré davaji dva rovnako vel'ké prispevky intenzity

1 Adl 1 ARda

dE'=dE” = o= 5
dne, p dney, z

cos’ @

Obr. 2.11

kde p = zZ/cos@a dl = Rdc. Tieto dva prispevky sa v bode P vektorovo skladajui a vytvéraju
pozdlzZ osi z element intenzity

3
dE, =24 E'cosp=—K 5 0 4

Po jednoduchej integracii elementov d& od 0 po T dostaneme pre intenzitu pol'a na osi
kruhu vo vzdialenosti z v mieste, odkial’ obliky kruhu vidiet’ pod uhlom ¢, vyraz v tvare

:ﬁcos%o: 0 Z

& 2¢e, > 4me, (z2+R2)

= (2.27)
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Z tohoto vyrazu mdZeme urobit’ niektoré vypovede o priebehu pol’a pozdiZ osi z. Predovietkym
v zaciatku, v strede kruZnice (z = 0), je intenzita nulova. To sice priamo z posledného
vyrazu nevyplyva, pretoZze by tam mohli okrem zlozky v smere z existovat’ i nejaké
priecne zlozky, ale aj tie by sa v dosledku osovej symetrie rozloZenia ndboja v strede
kruznice museli rusit. Pre zdporné hodnoty z je intenzita pola na osi zdpornd, ¢o
znamend, Ze tam intenzita pol'a smeruje proti smeru osi z, a v nekonecne velkych
vzdialenostiach napravo a nalavo od stredu O sa intenzita pola rovnd nule. Posledny
vyraz mozeme pisat’ aj v tvare

E, ()= g ! (2.28)

dmeos (- p2Y?

Z

odkial’ vidime, Ze vo vzdialenosti z » R je pole dané pribliznym vyrazom

E ()= Lz
4meyz

Vo velkej vzdialenosti od kruZnice nielen na osi, ale v l'ubovol'nom bode priestoru je
pole dané poslednym vyrazom, inak povedané, z velkej vzdialenosti pozorujeme nabitd
kruZnicu ako bodovy néboj.

Zistili sme, Ze intenzita pola v zaCiatku a v nekone¢ne sa rovnd nule, musi teda na
osi z existovat’ miesto, kde intenzita pola md maximum. MozZno sa I'ahko presvedcit,
ked sa vypocita extrém funkénej zdvislosti (2.27), Ze intenzita nadobuda absoliitne

maximd vo vzdialenostiach iR/ x/E od stredu kruznice, kde dosahuje hodnoty

E -2
e 6\/§7t80R2

Pole silo¢iar v bezprostrednom okoli kruZnice je pomerne zlozité. O jeho priebehu si
mozno urobit’ predstavu z obr. 2.11b. N&S vypocet sa tyka iba bodov na osi kruznice, vo
vsetkych inych bodoch vypocty st zlozité a vedi na eliptické integrély.

Druhym, v praxi sa ¢asto vyskytujicim ndbojovym rozloZenim, je spojité rozloZenie
naboja na ploche. Na obr. 2.12 je zndzornena plocha S, ktord tieZ mdzZe byt konecna
alebo nekonecnd, na ktorej je rozlozeny ndboj s ploSnou hustotou o. Vo vektorovej
vzdialenosti ry od vzt'azného bodu 0 je na ploche zvolend elementdrna plocha dS, na
ktorej sidli nekonecne maly ndboj dQ = odS. Tento ndboj produkuje vo vektorovej
vzdialenosti ” elementdrne mald intenzitu elektrického pol'a

dE(r) = 1 6(7'0),7'3 ds
r

2.29
4ne, (229

kde r je vektorova vzdialenost bodu P, v ktorom pocitame intenzitu. Vysledna intenzita
pola v bode P je dand integralom vyrazu (2.29), teda
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1 (oyr

ds (2.30)

Integrdl v poslednom vyraze je vo vSeobecnosti dvojnym integrdlom a spdsob jeho
vypoctu zavisi od spésobu vol'by plosného elementu dS.

Obr. 2.12

Intenzita elektrického pol’a od naboja na kruhovej ploche. Ako priklad uvedieme
vypocet intenzity elektrického pol'a na osi kruhu s polomerom R vo vzdialenosti z od naboja
Q rovnomerne rozloZeného s plo§nou hustotou & = Q/(nR?) na kruhu, pozri obr. 2.13a. Na
kruhu si zvolime koncentrické medzikruzie s polomerom r, s prirastkom dr a na ilom
vyberieme dva proti sebe leZiace plo§né elementy rdrd ¢, na ktorych si nekone¢ne malé
naboje dQ = ordrda. Tieto ndboje vytvoria v bode P intenzity elektrického pola
s absoldtnymi hodnotami

1 Grdrda_ o

dET=dE =4TC80 P’ 4me

tgpdpd a
0
kde sme pri zdpise vyuZili rovnosti

p= £ r=ztgQ dr= 22 de
cos @ cos™ @

Tieto dva prispevky sa v bode P vektorovo skladaji a vytvoria elementdrne pole

dE”=2dE cosp= g tg(DCOS(pd(oda':zo- singpd pd

2me, TE,

Po prvej integricii tohto vyrazu cez elementy d& od 0 po © dostaneme elementarnu
intenzitu od celého medzikruzia

o
dE.=——-sin@d
z 2e, pdo
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a ak td integrujeme cez uhol @ od 0 po ¢, dostaneme

o 0
E . =——(-cos =————(-cos 2.31
z 280( ®y) 27t80R2( ?o) (2.31)

Pre funkciu cos @, plati
2

CoOS Py = —F7——=
x/22+R2

takZe

(2.32)

Obr. 2.13

Z vyrazov (2.31) a (2.32) mdZeme ziskat’ zaujimavé informécie o poli. Predovsetkym
vidime, Ze v nekone¢ne velkej vzdialenosti (pre ¢ = 0 alebo z — o0) pole vymizne
a v strede kruhu (pre ¢, = /2, alebo z = 0) mé kone¢ni hodnotu

o Q

T 2¢, 2me,R?

(2.33)

z

Vo velkej vzdialenosti od kruhu pre z » R, mdZeme prevrateni hodnotu odmocniny vo
vyraze (2.32) rozvinit’ do mocninového radu a obmedzit’ sa na prvé dva ¢leny rozvoja,
teda

1 1 R?

R 27
1+—

Z
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a uvedeny vyraz nadobudne tvar

Q

E. ~
© dme,z?

Vidime, Ze vo velkych vzdialenostiach od kruhu je jeho pole podobné ako pole bodového
naboja.

Na plo$ny ndboj rozloZeny na kruhovej ploche je mozny este iny ddlezity pohlad.
Predpokladajme, Ze polomer plochy R budeme zvidcsovat do nekonecna. Kruhova
plocha prejde na nekonecnii rovinu. Ak vo vyraze (2.31) @ — /2 alebo vo vyraze (2.32)
R — oo, ddvaju tieto vyrazy intenzitu elektrického pola pred nekone¢nou rovinou v tvare

c
E =— 2.34
° o 2¢, (2.34)

KedZe nekonecnd rovina nemd os symetrie, intenzita dand poslednym vyrazom je rovnako
velkd v kazdom bode pred a za rovinou. Ak je o kladné, potom pole ma smer od roviny
na kazdud stranu. Ide o homogénne polia.

Samozrejme nekone¢ne rozl'ahlé roviny v praxi nemame, ale nase tvahy sd platné
pre kazdy pripad, v ktorom z « R, kde R je najmensi linedrny rozmer rovinnej plochy.
Pole v dostato¢ne malej blizkosti od stredu nabitej roviny mdZeme povaZovat za viac
alebo menej homogénne s hodnotou intenzity o/(2&) podla vyrazu (2.34). SiloCiary
v okoli rovnomerne nabitého kruhu st zndzornené na obr. 2.13b.

dE

Obr. 2.14

Podobne ako v pripade nabitej Ciary a roviny mdZeme vypocitat' intenzitu elektrického
pola aj v pripade ndboja rozlozeného v objeme s objemovou hustotou p v objeme 7
podla obr. 2.14. Intenzita elektrického pol'a v 'ubovol'nom bode P danom polohovym
vektorom r je dand vyrazom

E(r)=—! jp (r)r dz (2.35)
4me, a r
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kde ry je polohovy vektor ndbojového elementu dQ = o(rg)dza r’ je vektorova vzdialenost’
bodu P. Bod P pritom moze lezat’ mimo objemu 7, ale mdze lezat aj v tomto objeme
alebo na hrani¢nej ploche objemu. Je zaujimavé, Ze pole zostane konecné aj v tychto
vnttornych bodoch objemu. Takisto pole na ploche s plo§nou hustotou ndboja je konecné,
avSak ak sd ndboje rozloZené na Ciarach, pole na samotnej ¢iare md singularitu, ¢o si
mozno v§imnut napriklad v pripade nekonec¢ne dlhého priamkového naboja [vyraz (2.26)].

Intenzita elektrického poPla od naboja v guli. Uvedieme priklad vypoctu intenzity
elektrického pola pre ndboje rozlozené s objemovou hustotou. Ako uvidite, takéto
vypocty zacinaju byt neprijemne zlozité. Relativne jednoduchy je vypocet intenzity
v okoli gule s polomerom R, nabitej rovnomerne v objeme celkovym ndbojom Q, teda
s konS$tantnou hustotou ndboja p = 30/( 471:Rg ). Vypocitame intenzitu vo vzdialenosti

R > R, od stredu gule. Na guli zvolime element objemu d7 v tvare nekonecne tenkého
rezu tvaru disku podla obr. 2.15, ktorého obsah

d7=mR;sin® 9d &

dE
Obr. 2.15
Vyznam symbolov je zrejmy z obrazku, z ktorého takisto vidime, Ze
r=Rysin ¢ I = Rycos?} x=R-1=R-Rycos?¥
=cos¢®
x%+r?

Na objemovom elementarnom disku je néboj
3 .3
dQ:pdT:ZQsm vd ¢

ktory v bode P vo vzdialenosti x od neho vytvori osovi intenzitu pol'a velkosti
do 30 . (R—R,ycos®¥)sin ¢
2(1—005(0)28 5| sind—

dE=
2neyr &R, \/R2 + R} —2RR, cos ¥

ds
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Tento vyraz sme ziskali ako analdgiu k vyrazu pre intenzitu pola plosného rovinného
disku [pozri vztah (2.31)]. Vysledné pole dostaneme integraciou cez vsetky elementdrne
objemové disky, teda v danom vyjadreni podl'a uhla #od 0 po =, takze

T
R—-R i
E= 30 ([ sins- ( ) €0s ¢¥)sin ¢ 4= 0 .
8me Ry ¢ \/R2+R§—2RR0 cos ¢ 4megR

Pri vypocte integralu mozno s vyhodou vyuZit’ substiticiu
R*+R; —2RRycos ¥ =1t

S prekvapenim zistujeme, Ze vysledok integricie je neobycajne jednoduchy. Pole
mimo objemu gule je také isté radidlne pole, ako pole rovnako vel'kého bodového naboja
umiestneného v strede gule, teda

Q

E(r) =
47t€0r2

(2.36)

pre vsetky r > Ry. Vo vnitri gulového rozloZenia je tiez nenulové pole, je takisto
jednoduché, ale jeho vypocet je zloZity, a preto ho na tomto mieste neuvddzame.

Uvedené ilustricie sved¢ia o tom, Ze vypocet pola zloZitejSich rozloZeni nabojov
priamou integriciou je mozny, ale je prinajmensom nepohodlny. Nastastie existuje
metdda, ktord, aj ked nie je univerzdlna, umoziuje v niektorych pripadoch urcit
intenzity poli takmer spamiiti a uSetri Citate'a od imornych vypoctov. Metdda spociva na
jednom zo zdkladnych zdkonov elektromagnetizmu, ktory dostal ndzov podla jeho
objavitel'a — vola sa Gaussov zdkon.

2.4 GAUSSOV ZAKON. TOK VEKTORA PLOCHOU

Pojem toku vektora je jednym zo zdkladnych pojmov tedrie vektorového pola. Vo
fyzike sa s nim stretdvame casto, napriklad v hydrodynamike. Stavitel'ov hydrocentral
samozrejme vel'mi zaujima, aké mnozZstvo vody pretecie za jednotku Casu privodnym
potrubim k turbine. MnoZstvo preteenej vody, napr. v m’/s, zavisi predovietkym od
prierezovej plochy potrubia, ale aj od charakteru pridenia a od rychlosti molekul vody
v jednotlivych bodoch prierezovej plochy. Ak by pridenie bolo laminarne, v tom pripade
uloha o mnoZstve preteCenej vody alebo fyzikdlne povedané — tloha o toku vektora
rychlosti — by bola vel'mi jednoducha. Ak vSak podmienka lamindrnosti pridenia nie je
splnenad, tloha sa mdZe ukazat’ narocna na vypocet.

Druhy priklad toku vektorovej veli¢iny je tok energie elektromagnetického pol'a, ak
cheete, tak napr. Ziarivej elektromagnetickej energie Slnka, ktord prenikd cez okno do
Vasej izby. Neskor zavedieme vektorovi veli¢inu, ktord sa nazyva Poyntingov vektor
a fyzikdlne uddva mnoZstvo elektromagnetickej energie prenikajiicej kolmo jednotkovou
plochou za jednotku €asu alebo vykon prechddzajici kolmo jednotkovou plochou. Ak
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Poyntingov vektor vhodne integrujeme, dostaneme celkovy slne¢ny vykon cez VaSe
okno alebo inak povedané — tok Poyntingovho vektora danou plochou.

V uvedenych dvoch prikladoch ide o skuto¢ny tok redlnej fyzikalnej veli¢iny (hmotnost’,
energia). Ukazuje sa vSak, Ze niekedy je vhodné zaviest’ aj tok vektorovej veliCiny, pri
ktorej v zndmom zmysle ni¢ netecie. Takymto abstraktnym tokom je napr. tok intenzity
elektrického pol'a alebo tok magnetickej indukcie. Ich zavedenie ndm umoZiuje
elegantne sformulovat’ niektoré zdkladné zakony elektromagnetizmu. Pokiisme sa naSe
uvahy o toku vyjadrit’ matematicky.

[ s S S
— = — — —/ —
Y =vS ¥ =vS cos ¥Y=0
a) b) c)

Obr. 2.16

Predstavme si, Ze v nejakej Casti priestoru je dané nejaké vektorové pole. Pre jednoznacnost’
predpokladajme, Ze je to pole vektora rychlosti v pridiacej kvapaliny ako funkcie
priestorovych stradnic. Pre zaciatok tieZ predpokladajme, Ze ide o pole homogénne.
Vlozme do tejto pridiacej kvapaliny mysleny rovinny rdmcek s obvodom I, napr.
Stvoruholnik ako na obr. 2.16a tak, Ze vektor v je kolmy na rovinnud plochu S ohrani¢ent
rdm¢ekom. Potom mnoZstvo kvapaliny, ktoré pri rychlosti v pretecie plochou S za jednotku
&asu je vS. Toto mnoZstvo vyjadrené napriklad v m*/s nazveme tokom kvapaliny alebo
tokom vektora v plochou S a ozna¢ime ho

¥ =0uS§

Ak by plocha rdmceka nebola kolmd na smer vektora v, ale kolmica k ploche by zvierala
s plochou uhol ¢ ako na obr. 2.16b, potom tok rdimc¢ekom by bol

Y =vScos¢p (2.37)

Specidlne v pripade, ak kolmica zviera s vektorom v uhol @ = 90° ako na obr. 2.16c,
potom tok ¥ = 0.

Vo vSetkych predoslych pripadoch sme predpokladali, Ze vektor rychlosti je konStantny
vektor, teda jeho pole je homogénne. Ak sa rychlost’ kvapaliny od miesta k miestu ment,
v tom pripade vysledny tok cez rovinni plochu bude dany integrdlnym suctom
nekonecne malych tokov d¥ cez nekonecne malé plosky dS, na ktoré musime plochu §
rozlozit. Podobne ako vo vztahu (2.37) dostaneme

d¥ = vdScos¢ (2.38)
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kde ¢ je uhol medzi vektorom v a kolmicou na prisluSnd plosku dS. Vznikd tu vSak
jedna tazkost’, Ze na jednotlivych pldskach je smer vektora v rozny, a teda ¢ je funkciou
polohy. Pri zdpise posledného vyrazu mozno s vyhodou vyuzit' pojem plo$ného vektora
— je to vektor, ktorého modul sa rovna velkosti rovinnej plochy a smer je dany smerom
kolmice na plochu. Plocha ma vSak dve strany, preto v konkrétnom pripade treba
nejakym pravidlom tento smer vybrat. V danom pripade je to smer redlneho toku. N&§
plosny element dS budeme teda stotoziiovat s vektorom dS a ked’Ze rychlost’ je tiez
vektor, vyraz (2.38) pre d¥ mozZeme napisat’ ako skaldrny stucin vektorov v a dS, teda

d¥ = p.dS (2.39)

Celkovy tok uddva integral jednotlivych prispevkov (2.39) po celej ploche S

wzjuds (2.40)
S

/
S
—
—_—
—

T~
A"
N ds
\\.\‘
y=fv.dS
S
a)

Obr. 2.17

Zovseobecnime teraz nase uvahy o toku kvapaliny. Plocha S nemusi byt rovinnd, ale
Tubovol'nd, a dokonca aj rimcek — hrani¢na Ciara /, nemusi leZat’ v rovine, pozri obr. 2.17a.
Aj v takomto pripade tok kvapaliny je dany integrdlom (2.40), hoci jeho prakticky
zmysel sa straca, nie vSak v pripade inych, abstraktnych vektorovych poli. V abstrakcii
mozeme pokracovat’ tak, Ze hranicnud Ciaru / budeme skracovat’ na nulu, aZ z plochy
s hrani¢nou ¢iarou vznikne uzavretd plocha S ako na obr. 2.17b, ktora uzatvdra nejaky
objem 7 Vypocitajme tok kvapaliny takouto uzavretou plochou. Bezpochyby takyto
integrél po uzavretej ploche z rychlosti priudiacej nestlacite'nej kvapaliny sa rovna nule,
¢o mdézZzeme matematicky napisat’

T=§udS=0 (2.41)
S

Integral, teda tok vektora v, sa rovnd nule, pretoZe kol’ko kvapaliny do objemu 7 plochou
zlava na obr. 2.17b vtecie, tol’ko jej plochou vpravo z objemu vytecie — kvapalina sa
totiZ vo vnutri plochy nehromadi.
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Existuje vela vektorovych poli, ktorych integrdl toku cez I'ubovolni uzavretd
plochu sa rovnd nule, ale aj vel'a takych, ktorych tok sa nule nerovnd. Nulovym je tok
prave diskutovanej nestlacitelnej kvapaliny charakterizovanej jej rychlostnym polom,
d’alej tok vektora magnetickej indukcie, na druhej strane, nenulovym je napr. tok
intenzity elektrického pola, tok intenzity gravitaéného pol'a a i.

Venujme sa teda toku intenzity elektrického pol'a, ktory bude teraz stredobodom
nasho zaujmu. Analogicky postup a argumenticiu, aké sme aplikovali pri zavedeni toku
rychlosti, méZeme aplikovat’ aj pri zavedeni toku vektora intenzity elektrického pol'a E.
Ak v elektrickom poli intenzity E zvolime uzavreti plochu S, formdlne je tok vektora E
dany integraciou prispevkov d¥ = E.dS po uzavretej ploche S, teda

W= jSE.ds (2.42)
S

Polozme si teraz zdsadnd otdzku — comu sa takyto integrdl vo vSeobecnosti rovnd,
¢omu sa rovnd tok intenzity elektrického pol'a uzavretou plochou, ak zoberieme do
uvahy, Ze v priestore, kde existuji polia, sa nachddzaji aj ich zdroje — bodové alebo
nejako rozloZené naboje. Predovsetkym si treba vSimnit, Ze tok akéhokol'vek vektorového
pol’a je skaldrna veli¢ina. Dalej, intuitivne citime, Ze hodnota integralu bude principidlne ind
cez také plochy, ktoré vo svojom vniitri obsahujd ndboje, a ind v pripade, ak vo vnutri
plochy néaboje neexistuju. Otazku o toku nemoZno zodpovedat' na zaklade Ziadnych
poznatkov z elektromagnetizmu, to musel niekto prist’ so spasnou myslienkou hodnou
génia. Taky génius sa objavil na konci 18. storo¢ia v Nemecku a volal sa Karl Friedrich
Gauss, ktory vyslovil Zakon. Slavny zdkon o toku vSak Gauss nesformuloval pre
elektrické, ale pre gravitaéné pole, ktoré je rovnakého fyzikalneho druhu, a ktoré v jeho
dobe bolo Studované intenzivnejSie ako vtedy takmer nezname elektrické pole. Gauss vo
svojom zdkone predovsetkym stanovil, Ze tok vektora intenzity elektrického pola je vo
vSeobecnosti nenulovy. Zdkon v jeho dnes$nej formulécii znie:

Gaussov zakon

Tok intenzity elektrického pola E uzavretou plochou S sa rovnd ndboju Q
uzavretému plochou a delenému elektrickou konstantou pola (permitivitou vikua)
&. V matematickej formuldcii:

fE.as= Qo (2.43)
S

&o

Treba zdoraznit,, Ze ndboj Q je celkovy ndboj v objeme 7 uzavretom plochou S bez
ohl'adu na to, ako je tam rozloZeny; moze to byt jeden bodovy naboj ¢, teda Q = ¢, alebo
subor n bodovych nabojov ¢;, teda

0= j%’
i=1
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alebo naboj rozloZeny spojito v objeme 7's objemovou hustotou p, t. j.
0=[pdr
T

Ak v objeme uzavretom plochou nie st Ziadne ndboje, vtedy sa tok uzavretou plochou
rovna nule, teda

fEdS=O
S

Uvedena formuldcia Gaussovho zdkona (2.43) je zndma ako integrdlny tvar Gaussovho
zdkona, pretoZe uddva vlastnosti pola vo velkom objeme. Neskdr sformulujeme
diferencialny tvar, ktory opisuje vlastnosti pol'a v bode priestoru.

Vsimnime si teraz niektoré zakladné vlastnosti elektrického pola tak, ako plynd
z Gaussovho zdkona. Skutocnost, Ze tok je nenulovy, ak plocha obsahuje néboje,
a naopak, je nulovy, ak tam ndboje nie s, je znakom, Ze pole je Zriedlové a Zriedlami si
elektrické ndboje — elektrické silociary vystupujui z kladnych ndbojov a vstupuji do zdpornych.
Takiito vlastnost nema napr. magnetické pole, ktorého tok T'ubovolnou uzavretou
plochou je vZdy nulovy. Magnetické pole je preto polom neZriedlovym, polom virovym.

Obr. 2.18

Druhd zdvazna skutocnost’, ktord plynie z Gaussovho zdkona, je intenzita pola bodového
ndboja. Ak okolo bodového ndboja g zvolime Gaussovu plochu v tvare koncentrickej
gul’ovej plochy s polomerom r (obr. 2.18) a ak urobime jediny predpoklad o poli, Ze je
radidlne, potom vo vyraze (2.43) skaldrne sticiny E.dS sd stciny absolitnych hodnot
EdS, pretoZe vektory E a dS sd viade na uvaZovanej gulovej ploche paralelné. Dalej,
E je vsade na ploche konstantné, teda ho mozno spod integrdlu vybrat, a nakoniec,

J-d S = obsahu gul'ovej plochy, teda
s
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3BE.dS - §Eds - Ede —am?E=4L
s S S €o

z ¢oho E= 4 5
4meyr

To je ndm uZ zndmy vyraz pre intenzitu elektrického pol'a v okoli bodového naboja. Ak
na plochu S umiestnime d’al$i naboj g, potom sila F, pdsobiaca na tento naboj

ad
47580 r2

Fy=qoE =

¢o je Coulombov zdkon, ku ktorému sme takto dospeli Cisto teoretickymi tvahami
z Gaussovho zdkona. Mohli by sme vSak nase tvahy aj obratit’ a z Coulombovho zdkona
dokéazat’ platnost Gaussovho zdkona. Vznikd tak bludny kruh — circulus vitiosus in
probando! Ak sa mu chceme vyhnut, musime si ujasnit’ otdzku priority a rozhodnit’,
ktory z tychto dvoch zdkonov je prvotny. Prvotny je taky zdkon, ktory logicky nevyplyva
z inych zdkonov, md neobmedzenu platnost a pritom neodporuje Ziadnemu javu
pozorovanému v prirode. Takéto atribity ma Gaussov zdkon, a preto ho povaZujeme za
prvotny zdkon elektrostatiky. Coulombov zdkon, ktory plati pre bodové ndboje vo vdkuu
ho experimentdlne potvrdzuje.

2.5 VYPOCET INTENZIT ELEKTRICKYCH POLI S VYUZITIM
GAUSSOVHO ZAKONA

Gaussov zdkon ndm v niektorych pripadoch umoziiuje neobycajne jednoducho a elegantne
vypocitat’ intenzitu pol'a. Jeden takyto vypocet sme urobili v predchddzajicom odstavci
pre bodovy ndboj. Ak chceme vyuzit Gaussov zdkon na vypocet intenzity poli,
potrebujeme iba dve veci. Mat’ predstavu o priestorovom rozloZeni pola, t.j. mat’ predstavu
napr. o priebehu silo€iar, a na jej zdklade ndjst’ Gaussovu plochu tak, aby v kazdom jej
bode bola intenzita pol'a rovnaka a bola kolma na plochu. V takom pripade integral

EfE.d S prejde na sucin plochy S a velkosti intenzity E, teda EfE.d S =ES . Je zrejmé, Ze
s s

nie vzZdy vieme ndjst’ vhodnui plochu, a preto pocet takto rieSitelnych tloh je obmedzeny.
Umenie vhodne zvolit’ Gaussovu plochu je mierou tispesnosti rieSenia.

Intenzita elektrického pola v okoli nabitej priamKy. Vritme sa teraz znovu
k nekone¢ne dlhej priamke nabitej ndbojom s konStantnou hustotou A a vypocitajme
intenzitu elektrického pola v jej okoli eSte raz, teraz s vyuZitim Gaussovho zakona. Pole
je radidlne, lebo je valcovo symetrické s osou symetrie na nabitej priamke. Ak zvolime
ako Gaussovu plochu koaxidlny valec s polomerom r a dizkou / ako na obr. 2.19, bude
mat’ pole na plasti valca vSade rovnakd hodnotu a bude smerovat’ kolmo na valcovi
plochu. Celkovy néboj uzavrety plochou Q = Al a tok valcovou plochou je dany iba
tokom cez plast valca, pretoze tok zdkladnami je nulovy (vektory intenzity leZia v rovine
zékladni). S vyuzitim Gaussovho zdkona (2.43) dostaneme
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Q=
,—‘\——_' E

L | T
D
Obr. 2.19
{)E.ds g =2
€o
s
a odtial’ = A
2mEYr

¢o je ten isty vysledok ako (2.26), ktory sme dostali integraciou. Porovnajte a posudte,
ktory postup je jednoduchsi.

Intenzita elektrického pol'a od naboja rozlozeného v nekone¢ne dlhom valci.
Predpokladajme teraz, Ze ndboj je rozloZeny nie na priamke, ale s nejakou konstantnou
objemovou hustotou p v nekone¢ne dlhom valci s polomerom R (obr. 2.20a). Aj v takom
pripade vypocet intenzity pol'a je moZny priamou integraciou, avsak je zlozity. VyuZime
k vypoctu Gaussov zdkon. Preskimame zvlast’ pole mimo objemu valca (r > R) a vo valci

(r < R). Zavedieme si dizkovi hustotu ndboja (ndboj na meter dizky valca) 4 = nRzp.

~

,_\_______.._____.._-_,\
;
A}

b)

Obr. 2.20
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V bodoch r > R mbéZeme aj teraz oCakavat radidlne pole, takZze Gaussovou plochou
moZe byt zase koaxidlny valec ako v pripade priamkového naboja. Rovnakymi tvahami
dostaneme pre intenzitu pol'a vyraz

A _mR’p _pR®
2ngyr  2MEGr  2&yr

(2.44)

teda priebeh pol'a ako funkciu 1/r, podobne ako u priamkového néboja.

Ak vo vnutri valca (pre body r < R) existuje pole, tak z ddvodov symetrie musi byt
tieZ radidlne a vyhovujicou Gaussovou plochou je zase koaxidlny valec s polomerom r
a dizkou L. Celkovy uzavrety naboj Q = r°pl, a teda podla Gaussovho zékona (2.43) plati

2
mp=L A
&o &y
z ¢oho
P

2.45
e (2.45)

Vidime, Ze vo vnutri valca existuje radidlne pole s nulovou hodnotou intenzity na osi
valca, vel’kost’ intenzity pol'a linedrne narastd az na hodnotu PR/(2&) a z tejto hodnoty

klesa ako funkcia 1/r podl'a vyrazu (2.44). Na obr. 2.20b je graficky zndzornend zavislost’
absolitnej hodnoty intenzity pol'a ako funkcie r (vzdialenosti od osi valca).

———

Q

N ——— - -~

Obr. 2.21

Intenzita elektrického pola od naboja na valcovej ploche. Ak je ndboj rozloZeny

s konstantnou plosnou hustotou o'po povrchu valca, mdZeme tieZ ocakavat’, Ze vo vonkajSom
priestore (r > R) bude intenzita smerovat’ radidlne od osi valca, a teda vhodnou
Gaussovou plochou je valec dlzky / s polomerom . Vo vnitri valca je uzavrety celkovy

naboj Q = 2WRI0. S vyuZitim Gaussovho zdkona pre intenzitu pol'a dostaneme
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E=—" (2.46)
Egr

Ako vidime, pole je také isté, ako pole nabitej priamky s dizkovou hustotou A = 2R G
Zaujimava je otazka o poli vo vnutri valcovej plochy, pre » < R. Ak vo vniitri valca
zvolime akikol'vek uzavreti plochu S, nebude obsahovat’ Ziadny néboj, pretoZe niboj je

uloZeny s plo$nou hustotou po povrchu valca. To ale znamend, Ze §E .dS po l'ubovolnej

ploche vo vnitri valca sa rovnd nule, teda Ze samotnd integrovand funkcia sa musi
rovnat’ nule. Vo vnitri valca E=0, o ¢om sa 'ahko mdZeme presved¢it aj priamou
integriciou. Graficky priebeh absoliitnej hodnoty E v zavislosti od r pre nekonecne dlhy

valec nabity povrchovo ndbojom s hustotou Oje na obr. 2.21.

Intenzita elektrického pol’a od niaboja na nekoneénej rovine. DoleZity je pripad
pol’a nekone¢nej roviny nabitej ndbojom s konstantnou hustotou o Je logické predpokladat’, Ze
na obidvoch stranidch roviny je homogénne elektrické pole E kolmé k rovine. Vhodnou
Gaussovou plochou je valec s plochou zdkladne S preloZeny cez nabiti rovinu v jeho
poloviénej dizke podl'a obr. 2.22a. Tok intenzity plaitom valca je nulovy, pretoZe vektor
pola lezi na ploche plasta, takZze celkovy tok valcom je stctom tokov cez dve jeho

zékladne, t. j. 2SE. Celkovy ndboj obklopeny valcom je OS, a teda v stihlase so vztahom
(2.43)

28E =—
€o
z ¢oho
=2 (2.47)
2¢&,

Rovnaky vyraz sme uz dostali pri limitnom prechode kruhovej plochy na nekonecnu
rovinu [pozri vyraz (2.34)]. Pole silociar v okoli nekone€nej roviny je na obr. 2.22b.
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Obr. 2.22
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Elektrické pole nabojov na dvoch paralelnych rovinach. Dve paralelné nekone¢né
roviny nabité opaénymi plo$nymi ndbojmi ¢ vytvoria pole, ktoré je superpoziciou poli
kaZdého z ndbojov. Medzi rovinami sa intenzity od obidvoch rovin s¢itavaji na hodnotu

E=2 (2.48)
€o

so smerom vektora E od kladnej roviny k zdpornej. Z vonkajSej strany rovin sa intenzita
pola rovna nule, polia sa tam navzdjom kompenzuji. Ak sd roviny nabite ndbojmi
rovnakého znamienka, medzi rovinami sa intenzita rovnd nule a z vonkajSej strany rovin

md hodnotu 07§. Polia obidvoch pdrov rovin si zobrazené siloCiarami na obr. 2.23a,b.
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a) b)
Obr. 2.23

Intenzita elektrického pola naboja rozloZeného v objeme gule. Dodlezitym
pripadom objemovo rozlozeného ndboja je ndboj Q rozloZeny s konStantnou hustotou

p= 30/(4TR’) v objeme gule s polomerom R. Pole v okoli gule sme uZ ziskali pomerne
zlozitou integraciou. Skisme to s Gaussovym zdkonom! Rovnomerne rozloZeny niboj
bude produkovat’ radidlne elektrické pole ako v okoli, tak aj vo vniitri gule. Ozna¢me
vzdialenost’ od stredu gule r. Pre body mimo objemu gule (» > R) je vhodnou Gaussovou
plochou koncentrickd gulova plocha s polomerom r. V kaZzdom bode tejto plochy je
intenzita E rovnaka a kolmd na plochu, teda tok intenzity sa rovna 4nR’E a podl'a vztahu
(2.43)

4mr’E = 2
€o
z ¢oho
E=—2 (2.49)
dreyr

Teda zndmy vysledok [pozri vyraz (2.36)], teraz ziskany neobyc¢ajne jednoducho — pole
v okoli gule je také isté, ako pole rovnako velkého bodového ndboja umiestneného
v strede gule. Akykol'vek iny bodovy ndboj g, opacného znamienka ako Q nachddzajici
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sa v okoli nabitej gule bude pritahovany do stredu gule podobne, ako sd pritahované
predmety na povrchu Zeme, alebo Mesiac, smerom do stredu Zeme. Tato vlastnost’
silového pdsobenia Zeme alebo gulového ndboja, dnes pre nds takmer trividlna, nebola
trividlna pre Newtona, ktory sa takmer dvadsat’ rokov zdrdhal skuto¢nost’ o centrdlnom
silovom pdsobeni Zeme a Mesiaca publikovat’, pretoze mu chybal matematicky dokaz.

EA

Obr. 2.24

Vo vnitri gule pre r < R je Gaussova plocha tiez gulova plocha s polomerom r,
aviak ndboj, ktory uzatvara je Q' = (4/3)1r’ p = (’/R*)Q. Tok plochou je 4T/, takze

z toho

- (2.50)
4me, R’

Vo vndtri gule je teda radidlne elektrické pole, ktorého velkost intenzity zdvisi linedrne
od vzdialenosti 7 a na povrchu gule mé hodnotu Q/(4T&R?). Na obr. 2.24 je znizornena
zavislost’ absoldtnej hodnoty intenzity elektrického pol'a E od vzdialenosti r od stredu

gule.

Intenzita elektrického pol’a naboja rozloZeného na gulovej ploche. Ak je niboj
Q rozlozeny na gulovej ploche s polomerom R, pole v okoli plochy (r > R) je také isté
ako v pripade bodového naboja, teda je dané vyrazom (2.49). Vo vniitri gul'ovej plochy sa
intenzita pol'a rovnd nule z tych istych dévodov ako v pripade nekonecne dlhého dutého
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valca. Ak vo vniitri dutej gule vytvorime akikol'vek uzavreti plochu, nebude obsahovat’
Ziadne ndboje, tok kaZzdou takou plochou je nulovy, a teda intenzita je nulova.

EA

. . b

a)

Obr. 2.25

Pokial’ je takdto Gvaha nepresved¢ivd, méZeme intenzitu pol'a vo vnitri dutej gule
pocitat’ priamou integraciou. Vo vnitri gulovej plochy nabitej rovnomerne nabojom
s plosnou hustotou ¢ zvol'me bod P a preloZzme nim priamku, ktord pretne gulovi plochu
v bodoch P; a P, vo vzdialenostiach r| a r, od bodu P podl'a obr. 2.25a. Vytvorme okolo
priamky tzky kuzel' s vrcholom v bode P s priestorovym uhlom dQ, ktory na gulovej
ploche vytne dve elementarne plosky dS; a dS,, na ktorych s elementdrne ndbojové
mnozstva odS; a odS,. Nabité plosky vytvoria v bode P elementarne intenzity pol'a

o d§ o

= = dQ

1

dQ

c dS§ o
dE,= dne 7= 4
0 h ey

Intenzity st ¢o do velkosti rovnaké, pretoze dSI/rl2 = dSzlrz2 = dQ a ich smery v bode P
st opacné. Intenzita pola od vybranej dvojice ndbojovych elementov v bode P sa teda
rovnd nule a nulovy bude aj prispevok od vSetkych ostatnych dvojic na gulovej ploche.
Skutocnost’, Ze vo vnutri gulovej rovnomerne nabitej plochy je intenzita pola nulové, je
désledkom toho, 7e pole bodového ndboja klesd ako funkcia 1/, ako to vidiet' aj
z poslednych dvoch vyrazov. To sticasne potvrdzuje aj platnost’ Gaussovho zdkona.

Graficka zavislost’ intenzity pol'a ndboja rozloZeného rovnomerne po gul'ovej ploche
v zavislosti od vzdialenosti r od stredu gul'ovej plochy je na obr. 2.25b.

Intenzita elektrického pola naboja rozloZeného s gulovou symetriou. Gaussov
zdkon umoziuje vypocitat’ intenzitu elektrického pol’a nielen naboja rovnomerne rozloZeného
na guli, ale aj akéhokol'vek gulovo symetrického rozloZenia ndboja p(r) s hustotou
zavislou iba od vzdialenosti r od stredu symetrie 0. Na obr. 2.26a je zndzorneny priklad
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gulovo symetrického rozlozenia naboja. Hustota smerom od stredu najprv klesa, potom
narastd, potom znovu klesd a pre vzdialenosti vicSie ako ry je nulovd. Gulovo symetrické
rozloZenie ndboja musi budit’ radidlne pole so stredom v strede symetrie ndboja, teda
Gaussovou plochou je kazda koncentrickd gul'ova plocha so stredom v strede 0, teda napr.
plocha S na obr. 2.26b. Naboj uzavrety kaZdou plochou S s polomerom r sa rovna
integrdlnemu sictu elementdrnych nabojov

dQ=p(rydr=4np(r)r’*dr

Obr. 2.26

kde d7= 4772 dr’ je elementirny objem nekoneéne tenkej gulovej vrstvy s polomerom
r” hriibkou dr’. Integrovanim od 0 po r dostaneme

0(r) = J' d0= 4nj o dr
N 0

Tok intenzity E(r) plochou S je 4T/°E, takze

47t.[ ,o(r')r'2 dr’
anrE(ry =2 -
€o €o
z ¢oho
Ip(r')r'zdr'
E(r)=2 5 (2.51)

Treba si v§imnut, Ze pre vSetky vzdialenosti r < ry je pole dané iba tymi ndbojmi, ktoré
st uzavreté v guli s polomerom r; ndboje vo vzdialenosti vicsej ako » nemajd vplyv na
pole vo vzdialenosti 7.

Ak r > ry, napr. r = r; na obr. 2.26b, v tom pripade Gaussova S, plocha obopina cely
naboj rozlozZenia
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0=4x[ p(ry?dr
0

a vo vonkajSom priestore je intenzita dand vyrazom

Ty
jp(r')r'z dr’

E(r)= Q >=-2 R (2.52)
4reyr Eor

teda je takd, ako keby cely ndboj bol stistredeny v strede gul'ovej symetrie.

2.6 DIVERGENCIA ELEKTRICKEHO POLA

Gaussova veta

Gaussov zdkon v integrdlnom tvare je prostriedkom, ktory z priestorového rozloZenia
nabojov a z priestorovej predstavy o priebehu siloCiar umoznuje prakticky "uhadnut™
Struktdru pola. Vo vyrazoch pre intenzitu pola vystupuje integrialny ndboj uzavrety
Gaussovou plochou a hodnoty pol'a sa urcuju na tejto ploche. Pole vo zvolenom bode je
dané nidbojmi, ktoré sa nachddzaji v inych bodoch priestoru, teda vo vniitri plochy. To je
jeden pohl'ad na stivis ndbojov a poli z hl'adiska Gaussovho zdkona v integralnom tvare.

Druhy pohl’ad poskytuje tento zdkon sformulovany v diferencidlnom tvare. Predpokladajme,
7e naboje su rozloZené v priestore s objemovou hustotou p, ktord je funkciou polohy.
Polozime si otdzku: "V akom vztahu je intenzita elektrického pol'a k objemovej hustote
ndboja v danom bode?" Aky je vzdjomny vztah E a p? Je nepochybné, Ze nejakym
sposobom tieto dve veli¢iny stvisia. Uvazujme takto! V okoli zvoleného bodu
v priestore, v ktorom je nenulova hustota ndboja, zvolime uzavretd plochu, ktord budeme
postupne zmensovat. So zmenSovanim plochy sa bude zmensSovat’ aj uzavrety objem 7
as nim aj celkovy uzavrety ndboj. V limite objem klesd k nule, teda k bodu, a k nule
bude klesat’ aj tok W vektora E z daného bodu. Tok W z bodu v priestore teda nie je tou
veli¢ina, ktord by charakterizovala pole vo vztahu k hustote ndboja v uvaZovanom bode,
pretoZe tok v bode je vZdy nulovy. K ¢omu ale bude konvergovat’ pomer toku W k objemu 7,
ked’ obidve tieto veli¢iny konverguji k nule? Tento pomer mdZe za istych okolnosti
klesat’ k nule, ale mdze konvergovat’ aj k nejakej nenulovej hodnote. Veli¢ina — limitny
pomer toku W vektora k objemu 7 — vyjadruje teda akdsi vlastnost’ pol'a, ktord stvis{
s hustotou ndboja v danom bode a ako sa ukdze, je to vlastnost’ vel'mi cennd a doleZita.
Mbzeme ju zaviest nielen pre elektrické, ale pre akékol'vek vektorové pole.

Pokisme sa sformulovat’ vyslovené mySlienky matematicky. Predpokladajme, Ze
v Casti priestoru, v objeme 7 uzavretom plochou S, je ndboj rozloZeny s objemovou

hustotou p zévislou od polohy. Tok vektora E z objemu 7 plochou S moZzno formdlne
zapisat’ ako
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Obr. 2.27

W= jBE.ds
S

Rozdel'me objem 7 na dve Casti 7; a 7, hrani¢nou plochou (priehradkou) S” ako na obr.
2.27a. Jednotlivé objemy su uzavreté plochami S; a S,, hrani¢né plocha S’ je spolo¢nd
obidvom. P6vodny tok plochou § sa rovna sictu tokov plochami S a S, (tok hrani¢nou
plochou S’ jednym a druhym smerom je rovnako vel’ky, ale méd opa¢né znamienko), teda
moZeme napisat’

‘P={>E.dS =j'>E.dSl+j’>E.ds2 -9+,
s s, s,

V tomto stcte je kazdy z tokov mensi ako povodny a takisto si menSie aj odpovedajice
objemy 7; a 7, pretoze tok W zostdva rovnaky. V deleni objemu 7 mdZeme pokracovat
d’als$imi priehradkami a po n-tom deleni mdme 2n objemov uzavretych 2n plochami ako
na obr. 2.27b. Celkovy tok n plochami

\P=§E.dszi§lz.dsi =Zn:\yi (2.53)
S i=1

i=1 S;

je dany konvergujicim radom prispevkov § EdS;, ktorych velkost so zvicSovanim
Si

n — o klesd k nule. Na tejto urovni vydel'me a vyndsobme pravi stranu posledného
vyrazu postupne objemami 7, takZe vyjadrenie toku dostaneme v tvare
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§E.d S,
‘P=§E.ds N TS (2.54)
S ; T

Ak teraz vo vyraze (2.54) urobime limitu pre 7; — 0, po nekone¢nom pocte deleni
objemu ako na obr. 2.27c, prejdi 7; na nekonecne malé objemy d7z a suma prejde na
objemovy integrél cez cely objem 7. Nuz teda

§E.ds
‘P:fﬁE.dS:jlin})S—dr (2.55)
T T
S T

Pod objemovym integrdlom sme dostali nejakd novid skaldrnu funkciu polohy v priestore,
ktord ozna¢ime symbolicky ako "div E" a nazveme divergencia intenzity elektrického
pola E:

§E.ds

divE = lim S (2.56)
7—0 T

Vyznam slova "divergencia" je "vytok"; div E je teda vytok vektora E z nejakého bodu
v priestore. Pojem divergencie mdzeme tieZ vyjadrit’ nasledovnou definiciou:

Divergencia vektora E (divE) v nejakom bode priestoru je skaldr dany limitnym

pomerom vytoku fﬁE.dS vektora E uzavretou plochou S okolo uvazZovaného
s
bodu a objemu tuzavretému plochou S, pre T — 0, teda

§E.ds

div E = lim & (2.56)
7—0 T

Za pomoci vyrazu (2.56) pre divergenciu mozno pre tok intenzity elektrostatického
pola pisat’ vyraz

w:jSE.dS:J'divEdr (2.57)
S T

Z vyrazu (2.57) vidime, Ze nekonecnym delenim pdvodnej uzavretej plochy a ndslednymi
matematickymi operdciami na vyraze pre W, sme premenili integral prispevkov E.dS po
uzavretej ploche S, na integrdl prispevkov div Ed7 v objeme 7 uzavretom plochou S.
Z (2.57) plynie identita

§E.ds - IdivEd r (2.58)
S T
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ktora patri skdr do matematiky, pretoze plati pre 'ubovolné vektorové pole a na jej
odvodenie sme zatial’ ni¢ "elektrického" nevyuzili. Je to jedna z integralnych viet tedrie
vektorového pola. Na pocest’ K. F. Gaussa, ktory bol rovnako vel'kym matematikom ako
fyzikom, nazyva sa identita (2.58) Gaussova veta.

Podla Gaussove] vety existuji dva rovnocenné spdsoby vypoctu toku intenzity
elektrického pol'a uzavretou plochou S z objemu 7.

1. vychadzajic z hodnot E na ploche S;

2. vychadzajic z div E v objeme 7.
V tomto zmysle moZeme div E povazovat za Zriedlo pola E, za jeho zdroj. O Gaussovej
vete mozeme tiez vyhlasit, Ze dovoluje premenit’ ploSny integrdl vektorového pol'a na
integrdl objemovy, a naopak.

Pozrime sa teraz, o ndm Gaussova veta poskytuje v suvislosti s ndbojmi rozloZenymi
v objeme. Celkovy ndboj rozloZeny v objeme 7je

0= pde
T
a podl'a Gaussovho zdkona
3§E.ds -2 (2.59)
s £

Ak porovndme vyrazy (2.58) a (2.59) vidime, Ze

jdivE dr:jﬁdr (2.60)
T T EO

alebo Ze objemovy integrdl z divergencie intenzity elektrického pola E sa rovni
integrdlu cez ten isty objem z veliCiny p/&. Ked'ze vyraz (2.60) plati pre T'ubovolny
objem, potom v kazdom bode priestoru je splneny vztah

divE =L 2.61)

)

Vztah (2.61) je Gaussov zakon v diferencialnom tvare — je to hl'adany lokdlny vzt'ah
medzi intenzitou elektrického pol'a a objemovou hustotou ndboja. V kazdom bode priestoru
je divergencia, vytok vektora E, imerny hustote ndboja. V miestach, kde sa hustota
ndboja rovna nule, rovna sa nule aj divergencia intenzity elektrického pola.

Vztah (2.61) dava aj presnejsi zmysel ndSmu tvrdeniu o zdrojoch alebo Zriedlach
vektorového pola. Zdrojmi ¢i Zriedlami elektrického pol'a si objemové naboje. Elektrické
pole je polom Zriedlovym, md nenulovd divergenciu. Existuji polia, ktorych divergencia
v kazdom bode priestoru sa rovnd nule. Takym polom je napr. pole pridiacej
nestlacitelnej kvapaliny alebo magnetické pole. Je pochopitelné, Ze prudiaca nestlaCite'na
kvapalina nemé Zriedla, pretoZe by to vyZadovalo vznik novych molekul v pridovom
poli.

Nakoniec moZno poloZit' este jednu otizku: "Ako a kedy moZno vztah (2.61)
vyuzit?" Za predpokladu, Ze je zndma intenzita elektrického pola ako funkcia polohy,
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mozno pomocou vztahu teoreticky urcit objemovu hustotu ndboja ako funkciu polohy,
samozrejme za predpokladu, Ze dokazeme prakticky vypocitat' divergenciu pola. Teda
zo znameho priebehu pol'a by sme urcili ndboje, opak toho, ¢o sme robili z integralneho
tvaru Gaussovho zdkona. Zatial vSak divergenciu vypocitat nevieme, pretoze vztah
(2.56) je iba definiénym vztahom a moZnost’ vypoctu div E neposkytuje. Ak chceme
ziskat’ vztah, ktory umoZni divergenciu vypocitat, musime zvolit’ vhodny systém sdradnic
a uvedenu procediru zopakovat’.

Vztah (2.61) ma vSak aj hlbs{ teoreticky vyznam, pretoZe vyjadruje principidlnu
vlastnost’ elektrického pol'a — jeho Zriedlovost. Rovnica (2.61) alebo (2.43) je jedna zo
Styroch zdkladnych rovnic elektromagnetizmu vo védkuu, ktoré v rokoch 1864 aZz 1873
sformuloval anglicky fyzik James Clerk Maxwell. Na jeho pocest’ sa nazyvaju Maxwellove
rovnice.

z
(xy,z+dz)

©
E,(x,y,z+dz)

EL(xy,2)

©, O

—
E,(x.y+dy,

Obr. 2.28

2.7 DIVERGENCIA VEK'[OROVEHO POLAV PRAVOUHLYCH
SURADNICIACH

Teraz odvodime vyraz pre divergenciu vektora v najcastejSie pouZivanom systéme
pravouhlych stiradnic x, y, z. V tomto systéme zvolime objem 7uzavrety plochou S ako
na obr. 2.28. Predpokladajme, Ze v uvazovanom priestore existuje nenulovd intenzita
elektrického pola E(x,y,z). Toto pole rozloZime na jeho zlozky v smere stradnicovych
osi E(x,y,2), E(xyz) a E(xyz). Objem 7 rozdelime na elementdrne objemy d7 =
= dxdydz, jeden z nich je zvdcSeny a zobrazeny na obr. 2.28. Kazdy takyto pravouhly
objem je ohranieny troma dvojicami ploch dxdy, dxdz, dydz na obrdzku ocislovanych
ako 1 az 6. Tok d¥ cez tito uzavretd plochu je dany sictom troch tokov d¥,, d'¥,, d'P,
v smere stradnicovych osi, teda

d¥=d¥, +d'¥, +d¥,
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Tok d¥ nekonecne malou plochou sa podl'a Gaussovej vety (2.58) rovnd div E d 7, alebo
div E dxdydz, teda

d¥ = div E dxdydz (2.62)

Jednotlivé ciastkové toky sa rovnaji si€inom zlozky intenzity a prisluSnej nekonecne
malej plochy pri reSpektovani znamienka toku. Tak napr. d¥, je dany rozdielom toku
E.(x + dx, y, 7)dydz cez stenu 2 von z objemu a toku E,(x, y, z)dydz cez stenu 1 dovnitra
objemu. Prvy prispevok je kladny — tok z objemu d 7 vytekd, druhy je zdporny — tok do
objemu vtekd. Tento rozdiel predstavuje nekone¢ne maly prirastok (9E,/dx)dxdydz toku
v smere osi x. Vyjadrené matematicky

d¥, =E (x+dx,y,z)dydz — E (x, y,z)dydz =

=[E, (x+dx,y,2)~ E,(x, y,2)ldydz {aa% dX}dydz 2

EX d)ld:‘dz
ox

Podobne tok v smere osi y
oE,
4P, =[E,(x,y +dy,2)— E,(x,y,2)|dxdz = - Fdvdydz
' y
a v smere 0si z

OF, dxdydz
oz

d¥, =[E.(x,y,z+d2)— E_(x,y,2)]dxdy =

Séitanim tychto prispevkov a s vyuzitim (2.62) dostaneme divergenciu vektora E vyjadrend
v pravouhlych suradniciach

O0E, OE, OE
divE(x,y,z)=—%*+—L 4+ —= 2.63
ivE(x,y,7) o + % + % (2.63)

S ohl'adom na vyraz (2.61) Gaussov zdkon v diferencidlnom tvare v pravouhlych
sdradniciach nadobudne tvar

aEX +ai+a£: M
ox dy oz &

(2.64)

Z matematického hl'adiska je poslednd rovnica parcidlnou diferencidlnou rovnicou pre
zlozky intenzity elektrického pola. Pri zndmych funkénych zavislostiach zloziek pol'a od
sturadnic mozno z nej vypocitat’ objemovu hustotu ako funkciu pravouhlych sdradnic.
Zial, rovnica vo vieobecnosti neumoZiiuje vypoéitat’ intenzitu pol'a. To vyZaduje zadat’
nejaky d’alsi vztah. Intenzitu pol'a mozno urcit’ iba v jednorozmernom pripade, ak p je
funkciou iba jednej premennej. Takyto pripad mé vSak nanajvys akademicky vyznam.

61



2.8 ELEKTRICKY POTENCIAL

2.8.1 Praca v elektrostatickom poli

Intenzita elektrického pol'a ma z hladiska vypoctov jednu velkd nevyhodu, Ze je to
vektorova veliina, a na jej urcenie v kaZzdom bode treba zadat’ tri ¢isla, tri zloZky vektora.
Ani priame silové meranie intenzity pola nie je jednoduché, a preto je namieste otdzka:
"Nemozno elektrické pole opisat’ skaldrnou veli¢inou, ktord by pole rovnako dobre
a jednoznacne charakterizovala, a ktord by naviac bola 'ahko merateI'na?" Tak4 veli¢ina
sa skutocne dé zaviest’ a nazyva sa elektricky potencidl, alebo jednoducho potencidl, ¢i
potencidlova funkcia.

S pojmom potencidl ste sa stretli v mechanike pri Stidiu gravitatného pol’a. Gravitacny
potencidl bol zavedeny ako skaldrna funkcia polohy v gravitatnom poli, ¢iselne sa rovnd
préci potrebnej na prenesenie jednotkového bodového mnoZstva hmotnosti z referenéného
do daného bodu. PretoZe gravitatné pole aj elektrické pole si polia rovnakého
fyzikdlneho druhu (konzervativne polia), zavedieme podobni potencidlovi funkciu aj
pre elektrické pole.

Predpokladajme, Ze v elektrickom poli intenzity E sa nachddza kladny ndboj ¢, ktory
chceme premiestnit’ z bodu a do bodu b (obr. 2.29). Takyto prenos sa musi uskutocnit’
po nejakej drdhe [ a musi sa pritom vykonat’ istd praca W,,. Na ndboj v kaZdom bode
drahy posobi sila F = goE. Pri prenose naboja gy po drahe / vykonaji vonkajsie sily
pracu

b b
W, =—J'F.dl=—q0 J.E.dl (2.65)
a(l) a(l)

Zaporné znamienko dokumentuje fakt, Ze praca sa kona proti sildm pola.

b
‘/Wba:-(qOIE.dl
a

Obr. 2.29

Z matematického hl'adiska sa vyraz (2.65) nazyva drahovy integral sily medzi bodmi
a a b. Hodnota takého integralu sa ziska tak, Ze v kazdom bode integracnej drahy vypocitame
skalarne siciny — F.dl alebo — g¢E.dl, a tie po drahe s¢itame. LenZe po ktorej drdhe?
Body a a b mozno predsa spojit’ nekone¢nym mnozstvom dréh. Na prvy pohlad sa zda,
7e hodnota drdhového integralu zdvisi od drdhy, po ktorej pracu kondme.
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Elektrostatické pole ma vsSak td pozoruhodnd vlastnost, Ze praca vykonana
prenosom ndboja medzi dvoma bodmi nezdvisi od drdhy, po ktorej ndboj prendSame, ale
iba od zaciato¢nej a kone€nej polohy prendSaného ndboja. Je to prave takd dolezita
vlastnost’ elektrostatického pol'a, ako fakt, Ze toto pole je Zriedlové. Skutocnost, Ze
hodnota drahového integrdlu nezavisi od drdhy, nie je trividlna, a neplati pre 'ubovol'né
silové pole (neplati napr. pre sily trenia). Pre elektrostatické pole plynie zo zdkona
zachovania energie: Ak je pole vytvorené danym stborom statickych ndbojov, museli
byt tieto nadboje "dopravené" do svojich poldh (napr. z nekone€na), a na to sa musela
vykonat urcitd praca zavisld od kone¢ného rozmiestnenia nabojov. Teda systém nabojov
spolu s ndbojom ¢, v bode a ma urcitd potencidlnu energiu W,. Ak néboj g, prenesieme
do bodu b a vSetky ostatné ndboje zostand v pdvodnych polohdch a pri prenose sa prekondva
iba elektrickd sila, zmeni sa potencidlna energia na hodnotu W,, ktord zdvisi iba od
konecného rozloZenia nabojov bez ohl'adu na spdsob, akym sa naboj gy do bodu b dostal. Praca
W, vykonand pri prenose naboja gy z bodu a do bodu b je dand rozdielom potencidlnych
energii W, — W,, a skuto€ne nezdvisi od drdhy po ktorej bol ndboj preneseny. Z toho pre
elektrostatické pole plyni dva dolezité zavery:

W= fEar=o

Obr. 2.30

1) Pri prenose naboja v elektrostatickom poli po uzavretej drahe sa celkova
vykonana praca rovna nule. Ak prenesieme naboj g, z bodu a do bodu b po drihe [,
ako na obr. 2.30, vykondme pracu

b
Wha = _qO .[E.dl
a(ly)

a ak teraz ndboj g¢ z bodu b prenesieme znovu do bodu a po inej drahe /,, potom sa
vykond praca

Wap =40 IE'dl

b(ly)

Vykonana prica je v prvom pripade W,, = W, — W, a v druhom pripade W,, = W, - W, =
= —-W,,, a teda skutoCne praca po uzavretej drahe v elektrostatickom poli sa rovnd nule,
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a to po l'ubovol'nej drahe, pretoZe nasa tvaha plati pre 'ubovol'ni dvojicu bodov v priestore.
Matematicky tito skutocnost’ zapisujeme

b a
W, +W., =—q, J-E.dl+ J’E.dl =—q0§E.dl=o
a(ly) b(ly) l

Pre nenulové ¢, plynie, Ze pre l'ubovolnd uzavretd drdhu [ = [; + [, v elektrostatickom
poli je

§>E. dl1=0 (2.66)
1

Vztah (2.66) je popri Gaussovom zakone jeden z dvoch zdkladnych vztahov elektrostatiky.
Vyjadruje skutocnost’, Ze elektrostatické pole nemd uzavreté siloCiary, po ktorych by
integrél intenzity mohol mat’ nenulovd hodnotu. Inak povedané, elektrostatické pole je
nevirové, a teda je Zriedlové. Casto sa pole s takymi vlastnostami nazyva konzervativne
pole. Vyraz (2.66) by si zasliZil pomenovanie, podobne ako Gaussov zdkon, nem4 ho vSak.
Este sa k nemu vratime, ked’ budeme posudzovat jeho lokdlny vyznam v elektrostatickom
poli.

2) Praca vykonana prenosom naboja v elektrostatickom poli medzi dvoma
bodmi (z bodu a do bodu b) je dana rozdielom potencialnych energii kone¢ného
a zaciato¢ného stavu. S vyuzitim vzt'ahu (2.65) mdZeme teda napisat’

b
W, =W, —W, =—q¢, J’ E.dl 2.67)
Prava strana vyrazu (2.67) je sic¢inom ndboja g, a veli¢iny
b
-[E.ar

ktora zavisi iba od intenzity pola E a od dvoch zvolenych bodov a a b v priestore a je
dand rozdielom dvoch ¢isel. Je to skaldrna veli¢ina a ak je jeden z bodov (napr. bod a)
pevny, referencny, potom je to bodova funkcia v priestore, v ktorom je pole E definované.
Ak vyraz (2.67) vydelime s g,, dostaneme

b
hzﬂ—&z—jadl (2.68)
9 490 4o g
Podiely W, /qy a W,/qy nazyvame potencidly elektrostatického pola v bodoch a a b
a budeme ich oznacovat’ V, a V,. Podiel price W,, vykonanej pri preneseni niboja g
z bodu a do bodu b a tohto ndboja nazyvame rozdiel potencidlov V, — V, alebo elektrické
napitie U,, bodu b oproti bodu a. Vyraz (2.68) mdzeme prepisat’ do tvaru
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b
Uy =V,~V, =— J’ E.dl (2.69)

Hodnota elektrického napitia Uy, = V,, — V, mdze byt kladna alebo zdpornd podl'a toho,
¢i sa praca na ndboji gy pri jeho prenose kond (zvySuje sa jeho potencidlna energia),
alebo ndboj pracu kond (zniZuje sa jeho potencidlna energia). Z vyrazu (2.69) plynie, Ze
potencidl v bode b je

b
V,=V, - J' E.dl (2.70)

Ak a je pevny referenny bod, v ktorom je dand hodnota potencidlu V(a), potom vyraz
(2.70) je bodova funkcia polohy (funkcia bodu b) v elektrostatickom poli, ktord nazyvame
potencidlovou funkciou.

Studenti &asto prijimaji vztah (2.70) s rozpakmi, pretoZe evidentne predstavuje
nejednoznacnu funkciu, ktorej hodnota zavisi od vol'by referenéného bodu a. Hovorime,
Ze potencidlova funkcia je urcend s presnostou na aditivnu konstantu, a teda ako taka,
nema priamy fyzikdlny vyznam. V praxi sa najcastejSie pracuje s potencidlovou funkciou
s referenénym bodom v nekonecne, teda a — o a potencidl v nekonecne sa povaZzuje za
nulovy, V(eo) = 0. Takyto postup je mozZny, ak sa vSetky naboje, ktoré sa podielaji na
tvorbe pol'a, nachddzaju v konecne, Co je prakticky vzdy splnené. V takom pripade vyraz
(2.70) dostane tvar

v, = —J' E.dl 2.71)

Pomocou tohto vztahu obycajne urcujeme potencidlovi funkciu zo znameho pola E.

Aky ma teda potencidlova funkcia vobec zmysel? PredovSetkym ten, Ze rozdiel jej
hodnét v dvoch bodoch udava elektrické napétie medzi tymito bodmi, a napitie je jedna
z najcastejSie meranych veliin v elektromagnetizme. Skuto¢ne, ak urobime rozdiel hodndt
funkcie (2.71) v bodoch b a a, dostaneme vztah (2.69).

Druhy, teoreticky vyznam potencidlovej funkcie je ten, Ze istymi matematickymi
operaciami mozno z nej urcit’ intenzitu elektrického pol'a, ako sme to na zaciatku tohoto
odstavca sl'ubili, a ¢o aj dokazeme.

Jednotkou potencidlu, alebo vhodnejSie — rozdielu potencidlov, €i elektrického
napitia — je jeden volt (1 V). K jeho definicii mozno vyuzit vztah (2.68), podl'a ktorého:

Medzi dvoma bodmi v priestore je rozdiel potenciilov jeden volt (1 V) vtedy, ked’
pri preneseni naboja jedného coulomba (1 C) medzi tymito bodmi treba vykonat’
pracu alebo sa ziska kineticka energia jeden joule (1 J). Rozmer jednotky volt plynie
z rozmerového vyrazu

[V]= Ul =m?kgs”>. A

(€]
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Uvedend definicia voltu je statickd, a nie je pre praktické ucely vhodnd. Existuje
druhd, dynamickd definicia, ktord vychddza z elektrického pridu az odporu vodica,
alebo z elektrického vykonu.

Vsimnime si eSte jeden ddlezity vyznam elektrického napétia pri urychlovani
elementdrnych Castic. Ak nejaky ndboj g (napr. nabitd Castica) prejde v elektrickom poli
zbodu a do bodu b pod tc¢inkom tohto pola, bude na svojej drahe urychl'ovany a prirastok
kinetickej energie AW podla vztahu (2.68) je dany jednoducho sic¢inom ndboja
a prejdeného rozdielu potencidlov alebo napitia, teda

AW, =q(V,-V,)=qU,, (2.72)

kde sucin qU,, je kladny. Ak je si€in qU,, zdporny, bude Castica na svojej drihe
brzdend. Ak Gasticou je elektrén s ndbojom ¢ = —e = —1,602.107"° C, a ak prejde rozdiel
potencidlov 1 V v smere ndrastu potencidlu, zvysi sa jeho kinetickd energia o hodnotu AW
= 1,602.10’19 C.1V= 1,602.10’19 J. Toto mnoZstvo energie sa nazyva elektrénvolt (eV),
a teda

l1eV=1,60210"7J

Elektrénvolt je jednotka energie pouZivand v atdmovej fyzike a fyzike elementarnych
Castic.

2.8.2 Vypocet potencialovych funkcii r6znych
nabojovych rozlozeni

Ak si zrekapitulujeme postup naSich tivah zistime, Ze vlastne doteraz nevieme vypocitat
potencidlovi funkciu ¢i rozdiel potencidlov, pretoze vztahy (2.69) az (2.71) mdZzu
poslizit’ iba na vypocet potencidlu zo zndmej intenzity pola. My by sme vsak potrebovali ndjst’
spdsob vypoctu potencidlovej funkcie z rozloZenia ndbojov. Zacnime najjednoduch$im
pripadom a vypocitajme potencidl budeny jedinym bodovym ndbojom.

Potencial od bodového naboja. Vo vzdialenosti ry od bodového néboja g zvol'me
bod b, v ktorom chceme vypocitat hodnotu potencidlovej funkcie (pozri obr. 2.31).
Intenzita elektrického pola bodového ndboja ako funkcia vektorovej vzdialenosti r od
naboja je dand vyrazom

q r

dngy r?

Dosadenim za E vo vyraze (2.71) dostaneme pre potencial vztah

o

%r.dl
47580 r

Vin)=-

Integracnd draha [ prebieha z nekone¢na do bodu b napr. tak, ako na obr. 2.31. V nejakom
bode vo vzdialenosti » od ndboja, na drahe /, sa skalarny sucin r.dl da v sthlase s obr. 2.31
vyjadrit’ takto:
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rdl=rdlcos ¢=rdl, =rdr
Po dosadeni do vyrazu pre potencil dostaneme

q ffﬂ= g 1" ¢
dmeyd P2 Amey rl.  Ameyn

=)

V)=~

Takto sme dostali potencidl vo vzdialenosti r, od bodového ndboja ¢g. Potencidlova
funkcia v okoli bodového ndboja ma tvar

Viry=—4 (2.73)
4ney r
E

[se]

Obr. 2.31

Vsimnime si vlastnosti tejto funkcie. Je to jednoduchd, gulovo symetrickd, skaldrna
funkcia, taka, Ze jej hodnota je konstantnd na gulovej ploche a meni sa s prevratenou
hodnotou vzdialenosti r od ndboja. K potencidlu (2.73) mdZeme pripocitat’ l'ubovolny
konstantny potencidl — vyraz bude opisovat’ to isté elektrostatické pole. Plochy konStantného
potencidlu nazyvame ekvipotencidlne plochy a pre bodovy naboj si zndzornené na obr. 2.32.
Ekvipotencidlne plochy maji zaujimavi a doleZitd vlastnost, Ze vektory intenzity pol’a si na
ne kolmé. To znamen4, Ze pri akomkol'vek pohybe nejakého iného néboja po ekvipotencidlnej
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ploche sa nekond Ziadna prica, pretoZe ndboj sa pohybuje kolmo na intenzitu elektrického
pol’a, teda kolmo na posobiacu silu. Rozdiel potencidlov medzi dvoma bodmi danymi
polomermi r; a r, dvoch ekvipotencidlnych ploch (obr. 2.32) dostaneme ako rozdiel
hodndt vztahu (2.73)

Up=V-V,= 1 (l—lj (2.74)

Je zrejmé, Ze rozdiel potencidlov alebo napitie je rovnaké medzi 'ubovol'nou dvojicou
bodov na dvoch ekvipotencidlnych plochach.

Obr. 2.32

Potencial od n» bodovych nabojov. Ak sa v priestore nachddza n bodovych ndbojov,
potom potencidl v nejakom bode danom polohovym vektorom r je dany superpoziciou
jednotlivych potencidlov prislusnych bodovych ndbojov, teda

V(r)= Vi(r)
i=1

kde Vi(r) je potencidl i-t€ho ndboja g;, ktorého poloha je dand polohovym vektorom r;,
teda

V=
ane, -
Vysledny potencidl je dany vyrazom
Vir)=— z % ___1 Zn:& 2.75)
dney Slr—r| 4ne, </

kde 1/ =Ir—rje vzdialenost’ niboja od bodu, v ktorom sa potencidl pocita. Predpoklad4 sa,
Ze v bode, v ktorom sa potencidl urcuje, nie je Ziadny ndboj, teda Ze r; # r.
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V pripade, ak je ndboj rozloZeny s nejakou hustotou, mozno tiez vyuZzit princip
superpozicie tak, ako vo vyraze (2.75) s tym, Ze sa ndboj g; nahradi ndbojovym elementom
dg, jeho vzdialenost’ od bodu, v ktorom sa potenciél pocita, ozna¢ime r” a diskrétna suma
prejde na integral cez oblast’, v ktorej je ndboj rozloZeny.

Ak je niboj rozlozeny na &iare dizky [ ako na obr. 2.9 s dizkovou hustotou A(ry),
bude potencidl v 'ubovol'nom bode mimo ¢iary dany vyrazom

Viry=—" J'dff— ! J"u’,o)dl (2.76)
4Te, f /

r’ o Angyd r

V pripade plo$ného rozlozZenia ndbojov podla obr. 2.12 bude potencidl v bode P

1 fon)
V(r)—4n80£ 24 2.77)

a ak st ndboje rozloZené priestorovo ako na obr. 2.14, potom v bode P je potencial

__ 1 [P
V(r)—4n€0[ ar (2.78)

Treba upozornit', Ze vyrazy (2.76) az (2.78) sa nedaju pouZzit’ pre vypocet potencialu
vo vSetkych pripadoch, menovite nie vtedy, ak ndbojové rozloZenie siaha do nekonecna.
Musime si uvedomit’, Ze uvedené vyrazy maji pévod v potenciili bodového ndboja,
ktorého potencidl v nekone¢ne sme zvolili rovny nule. Tak napriklad, ak by sme chceli
vyuzit’ vztah (2.76) na vypocet potencidlovej funkcie ndboja rovnomerne rozlozeného na
nekonecne dlhej priamke a pouzili pritom rutinu podobnu tej, ako pri vypocte zodpovedajice;j
intenzity pol'a [pozri obr. 2.10a a vyrazy (2.24) az (2.26)], zistili by sme, Ze prislusny
integrél diverguje. Je to z toho fyzikdlneho dovodu, Ze v nekonecne, kde uz potencidl ma
byt nulovy, sa eSte nachddzaji ndboje.

Potencial nabojov na nekonecne dlhej priamke. Potencidl od nekonec¢ne dlhe;j
nabitej priamky vSak mdZeme urcit’ z vyrazu (2.71) s vyuzitim vztahu (2.26) pre intenzitu
elektrického pola v tvare

, Ar
Er)=——+
2meyr

Dosadenim E do vyrazu (2.71) mdme

voy=-[Eeya=- L [T A [ Ay
2ngy J 1 2mey d 1 2ng,
- Inr+C(c0)

2TE,

Pri integracii sme vyuzili skuto¢nost’, Ze
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rJdl=-rdl=rdr

pretoZe vektory r” a dI smeruji opacne a dr' = —dl (prirastok d/ znamend dbytok dr’ —
nezabudajme, Ze postupujeme z bodu e do bodu r).

Potencidlova funkcia obsahuje nekonec¢ne velku konstantu C(eo), ktorej hodnota je
nepodstatnd, pretoZe pri vypocte rozdielov potencidlov vypadne. Tak teda potencidlova
funkcia nekone¢ne dlhej, rovnomerne nabitej priamky ako funkcia kolmej vzdialenosti r
od priamky ma tvar

V(r)=-

Inr+C (2.79)
2neg,

Je to valcovo symetrickd funkcia, takZe ekvipotencidlne plochy su valcové plochy
koaxidlne s nabitou priamkou.

A s
Upp= =2— In B-
AB” 2me, T,

Obr. 2.33

Rozdiel potencidlov (napitie) U,p medzi bodmi A a B na dvoch ekvipotencidlnych
plochédch s polomermi r,4 a ry vypocitame ako rozdiel dvoch hodndt vyrazu (2.79), teda

1n:—B (2.80)
0 A

A
Uug=V(ry)-V(rg)= TmE

Ak je A kladné a r, < r3, rozdiel potencidlov je kladny, teda potenciél so vzdialenostou r
klesd. Na obr. 2.33 su grafické zdvislosti dvoch potencidlovych funkcii s réznymi
konStantami C. Z obrazka vidiet’, Ze obidve funkcie poskytujui rovnaké napitie Uyp pre
pevné hodnoty r4 a rp.
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Potencial od nibojov na nekonecnej valcovej ploche. Akd potencidlovd funkcia
opisuje pole ndboja rozloZzeného plosne a rovnomerne s konStantnou hustotou ¢ na ploche
nekonecne dlhého valca polomeru ry? Spomenime si, Ze elektrické pole v okoli nabitej
valcovej plochy (r > r) je rovnaké ako v pripade priamky nabitej dizkovym ndbojom
A = 27ry0, teda aj potencidl vo vonkajSich bodoch v okoli valca bude dany priebehom
(2.79), t.].

Vi) =% nr+c (2.81)
€o

Otéazkou je, aky bude potencidl v dutine valca, kde nie je Ziadny ndboj? Z naSej
doterajSej skudsenosti vyplyva, Ze v dutinich ndbojovych rozloZeni sa intenzita
elektrického pol'a rovnd nule. Drahovy integral nulovej intenzity medzi dvoma bodmi sa
rovna nule, a teda podla vyrazu (2.70) potencidl v oblasti s nulovou intenzitou pola je
konstantny. A ako zvolit’ tito konsStantu? Neskor uvidime, Ze potencidlova funkcia mus{
byt z fyzikdlnych dévodov spojitd. Ak by v nejakom bode bola nespojitd, potom by tam
intenzita elektrického pola musela byt nekonec¢nd (formdlne by prenos niboja na
nulovej vzdialenosti musel byt spojeny s nenulovou pracou). Teda v dutine valca pre
r < ry je potencidl taky isty, ako na jeho nabitom povrchu, t. j.

V() == 10 1 + € = konit. (2.82)
€o

Potencidlova funkcia nekone¢ne dlhej valcovej ndbojovej plochy je dblezitd pre vypocet
elektrického pola v koaxidlnom kabli.

Potencial nabojov na kruznici. Vritme sa vSak k moZnostiam vypoctu d’alSich
potencidlovych funkcif podla vzt'ahov (2.76) az (2.78). Vyraz (2.76) mozZno napr. vyuZzit’
pri vypocte potencidlu ndboja Q rovnomerne rozloZeného na kruZnici s polomerom R
ako na obr. 2.11a. Na osi kruZnice vo vzdialenosti z od jej stredu je potencial

vp=2K L. ¢ | (283)
26y \JR2 472 4mEy \R2 42

ktory ziskame jednoduchou integriciou elementdrnych prispevkov spdsobom podobnym
ako pri vypocte intenzity.

Potenciil od niabojov na kruhovej ploche. Dalsim prikladom je potenciél na osi
kruhovej plochy s polomerom R rovnomerne nabitej ploinym nibojom o = Q/(nR?)
podla obr. 2.13a. S vyuZitim vyrazu (2.77) dostaneme

V(z)=zi[\/R2 +2° —|zD =L2[\/R2 +2° —|z) (2.84)
& 4meyR

Potencial od nabojov rozloZenych v objeme gule. DoleZitym pripadom je potencidl
ndboja Q rovnomerne rozloZzeného v objeme gule polomeru R, s objemovou hustotou
p = 30/(4nR’). Fyzikélna intuicia ndm napoveda, Ze tento potenciél vo vzdialenostiach
r> R od stredu je taky isty, ako potencidl bodového ndboja Q uloZeného v strede symetrie,
teda
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VA

r2

=)

-_3Q 2
3Q v=—3Q _(rR2-
Bre,R 8me R

4ng R

\ -_3Q ’
N p=24

Obr. 2.34
V(r)= Q (2.85)
4reyr

o ¢om sa mdZeme presvedCit’ priamou, ale neprijemnou integraciou podla vyrazu (2.78)
s pouzitim podobného postupu ako pri vypocte intenzity pola ilustrovaného na obr. 2.15.
Podobnou neprijemnou integraciou mozno dojst’ k vyrazu pre potencidl vo vntri gulového
rozloZenia

30 ,
V(r)= Sne R (R 3 j (r<R) (2.86)

Na obr. 2.34 je graficky zndzornend zdavislost’ potencidlu gulového rozloZenia niaboja
v zdvislosti od r.

Potencial od nabojov rozloZenych na gulovej ploche. Ak je ndboj Q rozloZeny
rovnomerne plosne na gul'ovej ploche s polomerom R, potom potencidl pre r > R je dany
tieZ vyrazom (2.85). Vo vnutri gulovej plochy je konStantny a z ddvodov spojitosti
rovnaky ako na povrchu gule, teda

0

V(r)=
" 4meyR

(r<R) (2.87)

Na obr. 2.35 je graficka zavislost’ potencidlu plosne rozlozeného gul'ového naboja.
Potencial od nabojov rozloZzenych s gul’ovou symetriou. Nakoniec, ak je ndboj
rozloZeny v priestore s gulovou symetriou s objemovou hustotou o(r) zdvislou iba od
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vzdialenosti ¥ od stredu symetrie (pozri obr. 2.26), potom potencidl vo vzdialenosti r je
dany sictom potencidlu V;(r), ktory vo vzdialenosti » produkuji ndboje uzavreté v guli
s polomerom r a potencidlom V,(r), ktory produkuji ostatné nidboje mimo objemu gule
s polomerom r, teda ndboje vo vzdialenosti vicSej ako r, pripadne aZ do nekonecna.
Celkovy ndboj uzavrety v guli je

Ql(r) = I,O(r/)475r'2dr' = 4nj p(”’)r'zdr'
0 0

takZe potencidl V, je

,
1 r 1
Vl(r) — Ql( ) — p(r/)r/Zdr/
4ney, r Eor s
v A
Q
41e,R I
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Obr. 2.35

Na vypocet potencidlu V, treba zvolit’ nekone¢ne tenké gulové vrstvy s polomerom r* > r
a hribkou dr’. Celkovy ndboj na vrstve

dQ,(r) = dnp(r')r*dr’
budi na vrstve a v jej vntri potencidl

do,(r") _ p(rHrdr’
4dmeyr’ &

dv,(r) =

Celkovy potencidl ndbojov mimo zvolenej gule dostaneme integraciou tychto prispevkov
od r po oo, teda
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V - ’ /d ’
e L

Vysledny potencidl vo vzdialenosti r je potom
1 ( N2 7. 1 i NI
V)=V + Vo) =— [ o 2dr +— [ ptryrdr (2.88)
o'y €

Ekvipotencidlne plochy uvaZovanych gulovych rozlozeni ndbojov si gulové plochy
koncentrické so stredom symetrie. V pripade, ak ndbojové rozloZenie nesiaha do nekonec¢na,
ale kon¢i pri nejakom polomere r, treba nekone¢no nahradit’ tymto polomerom.

Samozrejme, Ze vsetky tu uvedené potencidly mozno vypocitat’ aj pomocou vztahu
(2.71) zo znamych intenzit elektrostatického pola.

\%
V@)=-—9-z +C V@) =-—9-z +C
2g, 2g,
U= —2 -
AB 2¢, 1zg- z4
Zg Za 0 Zp Zg ’

Obr. 2.36

Potencial od naboja na nekonecnej rovine. Pre nase d’alSie dvahy bude obzvlast
dolezita potencidlova funkcia v okoli nekone¢nej rovnomerne nabitej roviny s konStantnou
ndbojovou hustotou o. Tito potencidlovi funkciu dostaneme zvidc¢Sovanim polomeru R
kruhovej plochy a limitnym prechodom vo vyraze (2.84) pre R — oo. Takto dostaneme
potencidl v okoli nekonec¢nej roviny v tvare

V(2)=——=|+C. (2.89)
2¢,

Konstanta C.., ziskand limitnym prechodom, je sice nekonecne velkd, ale mozno ju
nahradit’ I'ubovol'nou kone¢nou konstantou. Vidime, Ze potencidl je linedrna klesajica
funkcia na obidve strany od roviny (pozri obr. 2.36). Ekvipotencidlne plochy su vsetky
roviny planparalelné s ndbojovou rovinou. Napitie Up4 medzi dvoma ekvipotencidlnymi
plochami vo vzdialenostiach zp a z,4 je dané rozdielom prislu§nych hodndt (2.89), teda

U,p = %(|z3|—|zA|) =2;:0d (2.90)
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kde d = Izl — Iz4l je absolitna vzdialenost’ potencidlnych rovin. Napétie medzi dvoma
ekvipotencidlnymi rovinami je imerné vzdialenosti rovin. Na obr. 2.37 je zndzornend
siet’ siloCiar a ekvipotencidlnych ploch nekone¢nej nabitej roviny.

V< V,<V,< V<V, 46 Vi> Vo3V, >V >V g

Obr. 2.37

Potencial nabojov na dvoch planparalelnych rovinach. Doélezitejsi ako potencial
osamotenej nabitej roviny je priebeh potencidlu v priestore dvoch nekonecne velkych
planparalelnych rovin nabitych plo§nymi nibojmi £0; uloZenych vo vzdjomnej vzdialenosti
d (obr. 2.23a). Potencidl ziskame ako superpoziciu potencidlov kazdej z rovin. Ak os zje
kolma4 na roviny, a ak rovina s kladnym ndbojom je v zaciatku z = 0 (pozri obr. 2.38), potom

potencial medzi rovinami (0 < z < d) je dany vyrazom

b 2 G
V=0
0 d z
V:-id +C
8
o ..
U=g-d -
V=-G—Z/ _ O
€9 V——g—od
Obr. 2.38
o
V(z)=——2z+C (2.91)
&

0

Mimo rovin je potencidl konStantny a rovnaky ako potencidl pril'ahlej roviny. Ak zvolime
potencidl kladnej roviny nulovy V(0) = 0, potom nulovy bude vSade vl'avo od nej (pozri
obr. 2.38). Potencial medzi rovinami, pre 0 <7< d
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Vin)=—2; (2.92)
&

Potencidl zdpornej roviny a priestoru vpravo od nej je konStanta

V(e)=—2d
€o

Samozrejme, potencidlovi funkciu moZno posunit’ nahor o od/&, takZe potencidl kladnej
roviny bude od/g& a potencidl zdpornej bude nulovy. Rozdiel potencidlov (napitie) U
kladnej roviny oproti zdpornej je

v=L1a (2.93)
&y

Medzi rovinami je intenzita elektrického pola E = o/g a smeruje doprava, z vonkajsej
strany rovin je intenzita nulova.

Nabojové roviny v praxi Casto predstavujui nabité kovové plochy (kondenzitor — pozri
odsek 3.5) na ktorych napitie U a ich vzdialenost' d moZzno merat. Zo vztahu (2.93)
potom plynie jednoduchy vyraz

=— 2.94
Ed (2.94)

ktory umoziuje vypocitat’ intenzitu homogénneho elektrického pol'a medzi dvoma kovovymi
plathami. Z vyrazu (2.94) je jasné, preo v praxi pouZivanou jednotku intenzity
elektrického pol'aje 1 V/m (= 1 N/C).

2.8.3 Gradient skalarnej funkcie. Vzt'ah medzi intenzitou
a potencialom elektrostatického pola

Vo fyzike je vela skalarnych poli, ktoré z matematického hl'adiska predstavuji
funkcie priestorovych stradnic. Takyto funkény vztah moéze byt zapisany ako skaldrna
funkcia polohového vektora f(r) alebo skaldrna funkcia pravouhlych suradnic f{x, y, z).
Budeme predpokladat, Ze kazda takato funkcia je spojitd a diferencovatel'nd v nejakej
oblasti alebo v celom priestore, a Ze je jednoznacnd, ¢o plati o prevaznej vacsine funkcii
pouzivanych vo fyzike.

Ako priklad takého skaldrneho pola mdZeme uviest teplotné pole v nejakom telese,
ktoré je v istej oblasti ohrievané a v inej chladené, takZe po istom Case sa v telese ustdli
rovnovazny stav. Jednotlivé body telesa maju istd teplotu 7(r), ktord je v Case konStantnd
ameni sa od miesta k miestu. Ak by sme mali moZnost pohybovat sa v telese
s imagindrnym teplomerom, zistili by sme, Ze v telese existuji plochy, na ktorych je
teplota rovnakd. Takéto plochy rovnakej teploty, alebo vo vSeobecnosti rovnakej
hodnoty skaldrnej funkcie, nazyvame ekviskaldrne plochy.

Inou nazornou ilustriciou ekviskaldrnych ploch su vrstevnice na geografickych
mapdach, ktoré uddvaji konStantnd nadmorskd vySku v teréne, a tak aj konStantni
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hodnotu gravitacného potencidlu G. Na obr. 2.39 je znazorneny profil hory a jej
vrstevnice, jedna oznacend ako G a druhd nekonec¢ne blizka ako G + dG. O vrstevniciach
vieme, Ze v miestach, kde su husté, je terén strmy a naopak, kde su riedke, tam je svah
mierny. Pre pohodlného turistu moze byt doleZitou veli¢ina, ktord uddva vel'kost’ narastu
vySky (gravitacného potencidlu) dG v pomere k prejdenej drdhe d/ po svahu medzi
dvoma vrstevnicami, teda veli¢ina dG/dl. Prekonat vysku dG alebo prejst medzi
vrstevnicami mozno réznymi spdsobmi. MoZno napr. vyjst’ z bodu M, na obr. 2.39
a prejst’ po drdhe dI’ do bodu M’, alebo po drdhe dI” do bodu M”, alebo postupovat’
najkratS§ie v smere normdly k vrstevnici a prejst drdhu dn do bodu M. Pri kazdom
z tychto vystupov sa prekondva rovnaka vyska, ale najvicsi ndrast veli¢iny dG/d/, teda
najvicsie stipanie na svahu, je v smere normdly k vrstevnici, teda dG/dn. Této veliina
md vSetky vlastnosti vektora — ma vel'kost dG/dn a ma smer. Je to smer maximalnej
strmosti funkcie G, ktory moZeme opisat’ jednotkovym vektorom n, v smere normaly
k ekviskalarnej ploche smerujicim na td stranu, na ktord funkcia G narastd. Takuto
vektorovi veliinu nazyvame gradient.

Obr. 2.39

Nase tvahy moZeme zovSeobecnit’ na I'ubovol'ni skaldrnu funkciu f(r) a definovat’
gradient nasledovne:

Gradient skaldrnej funkcie f(r) [grad f(r)] je vektor, ktory v danom bode
skaldrneho pola uddva velkost a smer maximdlneho ndrastu funkcie f{r), teda

grad f(r)= ino (2.95)
dn

kde dn je prirastok nezdvislej premennej pozdli normdly k ekviskaldrnej ploche
a ny je jednotkovy vektor v smere normdly.

Pamaitajte si, Ze gradient v kazdom bode priestoru je kolmy na ekviskaldrnu plochu.
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PoloZme si teraz ind, matematicki otdzku: "Comu sa rovnd tplny diferencial df
funkcie f?" Uplny diferencidl — ako vieme — je nekonetne mald zmena funkcie pri
nekonecne malom ndraste vSetkych nezavislych premennych. Podl'a definicie gradientu
(2.95) tito nekonecne mald zmena funkcie f musi byt’ dand sicinom absolttnej hodnoty
gradientu a posunutia dn v smere normaly k ekviskaldrnej ploche, teda

df =lgrad fl dn

Lubovolnid vzdialenost’ d/ medzi bodmi na dvoch ekviskaldrnych plochich mdzeme

zaviest’ ako vektor dl, pricom dn = dl cos ¢, kde ¢ je uhol medzi smerom dl a normalou.
Teda

df =|grad f|dl cos ¢ = grad f.dl (2.96)

Vritme sa teraz ku vztahu (2.69), ktorym sme definovali napétie medzi dvoma bodmi
ako rozdiel hodnét potencidlovej funkcie. Z matematiky je zndma skuto¢nost, Ze ak
hodnota nejakého integrdlu je dand rozdielom dvoch hodndt potom integrand je Gplnym
diferencidlom. Skutoc¢ne, vztah (2.69) moZno prepisat’ na tvar

b b
Vv, -V, =J'dv =—J'E.dl

z ¢oho plynie, Ze uplny diferencidl potencidlovej funkcie
dV=-E.dl (2.97)

Potencidlova funkcia je z matematického hl'adiska skaldrna funkcia, ktord spiiia podmienky
pre definiciu gradientu, t. j. je spojita a diferencovatel'na. Pre jej tplny diferencidl mozno
napisat’ podobny vyraz ako (2.96) v tvare

dV =gradV.dl (2.98)

Ak porovname vyrazy (2.97) a (2.98), dostaneme novy vztah medzi potencidlom a intenzitou

elektrostatického pola
E =—gradV (2.99)

ktory je inverzny k vyrazu (2.71) a umoZiiuje zo znameho potencidlu vypocitat’ intenzitu.
Zo vztahu (2.99) vidime, Ze intenzita pol'a je vektor, ktorého velkost’ sa rovnd prirastku
potencidlu na jednotku dizky kolmo na ekvipotencidlne plochy a je orientovany v smere
poklesu potencidlu, ¢o je v suhlase s naSou predstavou o elektrickom poli.

Nakoniec treba odpovedat’ na otdzku, ako sa gradienty funkcii pocitajd, ak je dana
konkrétna funkcnd zavislost, pretoZe definicny vztah (2.95) takd moZnost priamo
neposkytuje. Vel'mi Casto su potencidly dané ako funkcie pravouhlych stradnic V(x,y,z).
V takom pripade vektor posunutia

dl = dxi +dyj +dzk (2.100)
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kde i, j, k st jednotkové vektory v smere stiradnicovych osi x, y, z. Uplny diferencial dV
je potom

dv(x, y,z):a—vdx+a—vdy +a—vdz :(a—vi+a—vj +a—vk).(dxi+dyj+dzk)
ox dy 0z dx  dy 0z

Ak porovname tento vyraz s vyrazom (2.98) s uvazenim vyrazu (2.100), vidime Ze vyraz
vo vel'kej zatvorke je gradientom potencidlu, teda

gradV(x,y,z)Za—Vi-i-a—Vj—i-a—Vk (2.101)
ox  dy 0z
a intenzita elektrostatického pol'a v pravouhlych stiradniciach je dand vyrazom
E(x,y,z)=—gradV(x, y,z)z—(a—vi+a—vj+a—vk) (2.102)
ox  dy oz

Druhou skupinou ¢asto sa vyskytujicich potencidlovych funkcii st gul'ovo a valcovo
symetrické potencidly zdvislé iba od vzdialenosti r od stredu symetrie, teda potencialy
V(r), ktorych ekvipotencidlne plochy st gul'ové alebo valcové plochy. Gradienty takychto
funkcif st vektory smerujice radidlne od alebo do smeru symetrie s ndrastom dV/dr
a intenzity pol'a moZno pocitat’ podla vztahu

E(r)= —gradV(r) = —i—vro (2.103)
s

kde ry = r/r je jednotkovy vektor v smere ndrastu r.
Uvedieme niekol’ko Casto sa vyskytujucich gradientov gulovo a valcovo symetrickych
funkcif:

grad Inr = lr0 == (nekone¢nd nabitd priamka) (2.104)
r r
gradr=ry = r (nekonec¢nd nabita rovina) (2.105)
r
P 11 L.
grad— _7"0 = —Fr (bodovy nédboj) (2.106)
12 2 P
grad7 = —Fro = —Fr (bodovy dipdl) (2.107)
d1—3—3 bodovy kvadrupdl 2.1
gra ?__r_“ro ——?r (bodovy kvadrupdl) (2.108)

atd’.

Mozno sa presvedcit’, Ze vSetky doteraz vypocitané potencidly a im zodpovedajiice

intenzity spiiiaji zdkladny vztah (2.99), alebo vztahy (2.102) pripadne (2.103).
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2.9 POLE ELEKTROSTATICKEHO DIPOLU A VYSSiCH
MULTIPOLOV

2.9.1 Bodovy elektrostaticky dipol

Elektrostatickym dip6lom nazyvame dvojicu rovnako velkych ndbojov opac¢ného
znamienka +¢ uloZenych v pevnej vzdjomnej vzdialenosti d. Citatela mdZe okamZite
napadnut otazka, ¢im sa tito dvojica liSi od dvojice ndbojov na obr. 2.6 s analyzou pol'a
podla obr. 2.4. Dvojica sa ni¢im nelisi, odli$ny bude pristup k analyze. Budeme sa zaujimat’
o jej potencidl a pole iba v relativne velkej vzdialenosti r, takej, Ze r » d, alebo d/r « 1.
Tato podmienka vysvetl'uje, preco dipdl nazyvame bodovym. Z velkej vzdialenosti ho totiz
vnimame ako bod. DdleZitou charakteristikou bodového dipdlu je jeho elektricky dipolovy
moment (vektorovd velicina) p, definovany ako sicin kladného ndboja q a vektorovej
vzdialenosti d, orientovanej od zdporného ku kladnému ndboju, teda

p=qd (2.109)

Elektricky dipélovy moment sa meria v jednotkdch coulombmeter (C.m). Z praktického
hladiska je to jednotka vel'mi vel’k4, vo fyzikalnej chémii a v molekuldrnej spektroskopii
sa este stle pouziva vhodnejsia jednotka 1 debye (D) = 3,33.107° C.m, i ked’ SI-siistava
jednotiek ju nepripuista.

Po takomto tvode do problematiky je namieste eSte jedna otdzka; pre€o venujeme
az taku velkud pozornost’ elektrickému pol'u vo velkej vzdialenosti od dvojice blizkych
rovnako velkych ndbojov opa¢ného znamienka? Ved vo velkej vzdialenosti dvojicu
vidime ako takmer nulovy ndboj, ktorého pole je nepatrné. Je to pravda, ale prave toto
nepatrné elektrické pole je zodpovedné za silové pdsobenie medzi molekulami l4tok
v prirode. O molekuldch vieme, Ze su elektricky neutrdlne, teda Ze obsahuji rovnaké
mnozstvo kladného a zaporného niboja (proténov a elektrénov). Ak v okoli molekuly
predsa len existuje elektrické pole, potom ndboj v molekule musi byt rozloZeny tak, Ze
v nej existuju taziskd kladného a zdporného ndboja, ktoré nie su totozné, ale su
v molekule navzdjom posunuté. V molekule mdZe byt teoreticky 'ubovolny pocet parov
takychto t'azisk. Ak ma molekula dve takéto t'aziskd, hovorime o elektrickom dipéle, ak
ich ma Styri (dve kladné a dve zaporné) o kvadrupdle, pri 6smich o oktupéle atd’. Kazdej
konfiguracii prislicha moment rozloZenia. V pripade dvoch ndbojov je to uz spominany
dip6lovy moment, v pripade Styroch ndbojov kvadrupdlovy moment atd’. Pole vysSich
bodovy, alebo gul'ovo rozloZzeny naboj rovnakého znamienka.

Vhodnym prikladom molekuly s vlastnostami elektrického dipélu je molekula
najrozsirenejSej a Zivotne dolezitej tekutiny — molekula vody. Molekula pozostdva
z jedného atému kyslika O a z dvoch atémov vodika H, ktoré su v kovalentnej vézbe
a vytvéraju Struktdru zobrazend na obr. 2.40a, v ktorej vodikové atémy zvierajd uhol 105°3”
vzhladom k stredu kyslikového atému. Takéto konfigurdcia atémov nie je vrtochom
prirody, je to energeticky najvyhodnejSie zoskupenie, ¢o vSak moZno dokazat’ iba
prostriedkami kvantovej fyziky. Uvedené rozloZenie atdmov v molekule H,O vedie k tomu, Ze
tazisko kladnych nabojov je na obr. 2.40a nad stredom O atému a tazisko zapornych je pod
jeho stredom. Molekula vody je teda elektrickym dipélom s dipélovym momentom
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6,14.107 C.m. Medzi beznymi molekulami v prirode je to molekula s najvi¢iim
dipélovym momentom a ked’Ze dipélovy moment urcuje elektrické vlastnosti dipdlu, je
aj jej elektrické podsobenie jedno z najsilnejSich. Elektrické dipdlové momenty
niekol’kych molekdl st uvedené v tabul’ke 1.

LN 095 0809
D ® @ d e D
000 6go

a) b)
Obr. 2.40
Tabul’ka 1
Dipélovy moment
Molekula p.1030 (C.m)
H,O 6,14
CH;0H 5,67
NH; 4,77
HCl 3,44
CcO 0,33

O vode je zndme, Ze je najlepSim rozpidstadlom réznych soli. Ak do nej nasypeme
kuchynski sol, dojde k procesu, ktory chemici nazyvaji elektrolyticka disociacia.
Molekula NaCl sa rozpadne na iény Na™ a CI”. Stane sa tak pod d¢inkom intenzivneho
chaotického dordZania molekil vody na molekulu soli, ktorej iénova vézba nakoniec
povoli a molekula sa rozpadne. Vzniklé fragmenty si okamzite obalené molekulami
vody (dipélmi) a vzniknud hydréty ako na obr. 2.40b. Dip6ly sa otocia svojimi kladnymi
p6lmi k i6nu CI” a zdpornymi k iénu Na*.

Lekari vystrihaji pacientov s vysokym krvnym tlakom pred prilis slanymi jedlami. Sol
v elektrolytoch T'udského tela vyvoldva vznik hydratacnych "strapcov" pozostavajicich
z viac ako 30 molekiil vody na jeden i6n Na*, ¢o zvy3uje prevodnenie organizmu a vedie
nasledne k vysokému krvnému tlaku.

Tento dvod je dostatocnym motivom k potrebe analyzy potencidlu a elektrického
pola dip6lu. Uvazujme teda elektricky dip6l podl'a obr. 2.41. V bode P bude potencial
dany superpoziciou potencidlov jednotlivych nabojov, teda

V() =L(i—ij (2.110)

dre, \np 1y
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Pomocou kosinusovej vety mdzZeme vzdialenosti r| a r, na obr. 2.41 vyjadrit vyrazmi

3 2
= ,,h_(i) —rdcost? =r 1+(i) —iCOSﬂ
2 2r r
3 2
= r2+(i) +rdcost =r 1+(i) +1COSZ9
2 2r r

Obr. 2.41

Ak zoberieme do tivahy podmienku vel’kej vzdialenosti, teda ak

— «1
r

potom &len (d/2r)* pod odmocninami poslednych vyrazov mdzeme oproti jednotke
zanedbat’ a pre reciprocné vzdialenosti pisat

lz+ (2.111a)
i rwfl——cosﬂ

r
l=; (2.111b)

" r1/1+£c0519
r

Vyrazy (2.111) rozvinieme do mocninového MacLaurinovho radu podla mocnin
x = (d/r)cost t. j.

x+§x2¢... (2.112)

a obmedzime sa na prvé dva ¢leny. Takto dostaneme priblizné vyjadrenia
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lz;zl(l+icosé‘j
’

i rl—ﬂcosﬂ
V'
lz;zl(l—zicosé‘)
" r1/1+£cosé‘ d d

r

Dosadenim tychto vyrazov do (2.110) pre potencidl dostaneme

qdcos?v _ pcos?d

V(r)= (2.113)

dmegrt  dmeyrt
alebo v tvare

p.r
47'56‘0}”3

V(r)= (2.114)

Potencial dip6lu klesa so vzdialenostou ako funkcia 1/ a zavisi od uhla ¢ na rozdiel od
bodového ndboja, kde pokles je 1/r a samozrejme bez uhlovej z4vislosti.
Intenzita pol'a dip6lu podla vztahu (2.99) je

grad(L;) 2.115)

E(r)=—-gradV(r)=- 2 !
r

g,

Gradient z vyrazu v zdtvorke vypocitame tak, Ze zlomok napiSeme v tvare sticinu
., 3 v v ~
dvoch funkcii p.r a 1/r° a vyuzijeme skutocnost’, Ze

grad (ab) =bgrada+agrad b
teda

pr_ 1 1
grad? = (p.r)gradF +Fgrad(p.r)

Gradient v prvom ¢lene je dany vyrazom (2.108), v druhom, kde je p = konst. vektor

grad (p.r)= pgrad(rcos?})= pgradr, = p

a r, = r cos?} je priemet vektora r do smeru vektora p. Gradient tohto priemetu je
jednotkovy vektor v smere dipélového momentu. Po dosadeni vo vztahu (2.115)
a elementarnych upravach dostaneme konecny vyraz pre intenzitu elektrického pola
dipdlu

5 3

E(,-):L[m_ﬂ} (2.116)
4me, r r

Vyraz (2.116) je zlozity a neprehladny, vidiet z neho iba to, Ze intenzita klesa so
vzdialenostou ako funkcia 1/, ma valcovii symetriu a zloZiti uhlovii zavislost’. Lepiu
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predstavu o poli ziskame, ak vo zvolenej rovine, v ktorej lezi dipdl, rozloZime pole
pozdlz dvoch sdradnic. NajvhodnejSie si poldrne sdradnice r, ¢} ako na obr. 2.42.
Z obrazka je zrejmé, Ze

r=re,

p=pcosde, — psintde,

p.r = prcosd

kde e, a ey su jednotkové vektory v smeroch poldrnych stradnic. Dosadenim tychto
vyjadreni do vyrazu (2.116) a po jeho tprave dostaneme

E(r,v)= P 5 (2coste, +sindey) = E.(r,0)e, + Ey(r,0)ey
4meyr
kde
E,(r, ﬂ)zM Ey(r,0) = ps“”i 2.117)
4reyr 4meyr

Absolitna hodnota intenzity

E=yE}+E} =—L \[3cos’w+1 (2.118)

dmeyr

Obr. 2.42

Zo vzt'ahov (2.117) a (2.118) vidno, Ze pre dantd vzdialenost’ je intenzita maximalna
na osi dipdlu pre ¢#= 0, T, ma smer dip6lového momentu a vel'kost’

E =E=—7

—E= E,=0 (2.119a)
2meyr v

a v prienej rovine, pre = /2

84



E =0 E,=E=—"— (2.119b)
4reyr
a ma smer opacny ako dipélovy moment [porovnaj vyrazy (2.119) s vyrazmi (2.21)]. Pole
elektrického dip6lu je zndzornené silo¢iarami na obr. 2.43. V bezprostrednej blizkosti dipdlu
vztahy (2.116) az (2.118) samozrejme neplatia, a preto tam pole nie je zobrazené.
V tejto oblasti ho treba pocitat’ ako pole dvojice bodovych ndbojov tak, ako to bolo
urobené v odseku 2.2 a zobrazené na obr. 2.6.
Nakoniec treba povedat’, Ze pojem elektrostaticky dipdl je jednym zo zdkladnych
pojmov, na ktorych je vybudovana tedria dielektrik.

Obr. 2.43

2.9.2 Energia dipdlu v elektrostatickom poli

Odhliadnuc od vlastnej energie dipdlu, kazdd zmena jeho orientdcie vo vonkajSom
elektrickom poli je spojend s vykonanou alebo prijatou pracou. Kazdej orientdcii dipdlu
v homogénnom elektrostatickom poli prislicha istd potencidlna energia. Pri vSeobecnej
orientdcii v poli ako na obr. 2.44 je jeho potencidlna energia

W=¢qV—q(V-AV)=qAV
kde AV = —FEAx = —El cos¢. Z obrazka vidiet, Ze gl = p, teda

W=—-pEcosp=—p.E (2.120)

Dipdl ma v poli maximdalnu energiu s hodnotou W,,,, = pE ak mieri proti smeru pol'a (¢ = T).
Ak ¢ =m/2, vtedy W =0, a ak ¢ = 0 energia je minimalna a ma hodnotu W,;, = —pE. Zo
stavu s maximdlnou energiou v labilnej polohe sa volny dipél mdze preklopit’ do stavu
s minimalnou energiou a tento stav je pren stabilny.
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H +q
p=ql
e S,
X X +AX X
1
-q
% AX
Obr. 2.44

2.9.3 Silové ucinky elektrostatického pora na dipol

V homogénnom elektrickom poli posobi na dipdl dvojica sil F = £gE na ramene,
ktorého dlzka sa rovna dlzke dip6lu podla obr. 2.45, teda silovy to¢ivy moment

M = Flsin ¢ = gElsing = pEsing
alebo vo vektorovom tvare

M=pxE [N.m] (2.121)

Na dipdl orientovany v smere alebo proti smeru pol'a (¢ = 0, ) nepdsobi Ziadny tocivy
moment, teda M,,;,, = 0. V kolmej polohe (¢ = m/2, 37/2) na dip6l pésobi maximalny
moment M,,,, = pE. Volny dipdl sa teda v homogénnom poli oto¢i do smeru tohto pola
a tato poloha je prei stabilnd. V homogénnom poli na dipdl nepdsobi Ziadna translacna
sila.

+q F*=qE

F =-qE -q
Obr. 2.45

Ak pole, v ktorom sa dip6l nachddza, je nehomogénne, pdsobi nani okrem tocivého
momentu aj translacnd sila, ktord ma tendenciu premiestnit’ ho do miesta, kde je absoldtna
hodnota intenzity pola vicsia. Ak dipl smeruje pozdiZ silo¢iary v smere x ako na
obr. 2.46, potom na kazdy z jeho nabojov pdsobia dve opacné sily, ktoré sa vel'kost'ou
nepatrne liSia, takZe vyslednd posobiaca sila
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dE,

Fx = qu(x+dx)_qu(x)ZQ[Ex(x+dx)_Ex(x)] :qu

dx
E(x) E(x+dx)
e p = qdxi ’e E,i
Obr. 2.46

Sila je imernd sucinu priemetu dip6lového momentu gdx do smeru x a zmene intenzity
na jednotku dlzky dE/dx, teda gradientu x-ovej zlozky pola. VSeobecne moZno napisat’

F.=p.gradE, (2.122)
Podobné vyrazy platia aj pre F, a F,. Vo vektorovom tvare
F =(p.grad)E (2.123)

Ak sa vol'ny dipdl ocitne v nehomogénnom poli, nato¢i sa do smeru siloCiary a bude sa
pohybovat’ pozdlZ nej, aZ skon¢i na zdrojoch pola.

2.10 MULTIPOLOVY ROZKLAD POTENCIALU

Predpokladajme, Ze v nejakom objeme 7 je rozloZeny ndboj s objemovou hustotou
p, celkovy integralny ndboj moZe byt nenulovy, ak pocet elektrénov a proténov je
rozny, alebo aj nulovy, ak je pocet rovnaky. Také zoskupenie nabojov moZe predstavovat
chemicky radikdl alebo zloziti molekulu. Budeme sa zaujimat’ o potencidl takého
rozloZenia v nejakej vzdialenosti » od zvoleného zaciatku O v objeme 7, alebo aj mimo
objemu. Situicia je ilustrovand na obr. 2.47. Podla vsSeobecného vztahu (2.78)
s oznacenim podla obrazka potencial v bode P je

V.= 1 .[p(r’)dr

p=
4me, d R

kde vzdialenost’ R elementu d 7od bodu P podl'a kosinusovej vety

2
’ 2 ’
R:\/r2+r'2—2rr'cosz}‘:r 1+[(r—j = cosé‘]

r r

Vytvorme prevratend hodnotu R a vyraz rozviiime do mocninového radu podl'a mocnin
x = (r7n? = (2r7r)cos s vyuzitim vzorca (2.112)
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1 1

R_ "\ 2 )
r |1+ (—j — cos?
r r
1 1 (mM?* 2 3 (M 2 ’
=—<1-= (—) — cost} |[+— (—) — cos?| —..p=
r 2|/\r r 8|\ r r

’ ’ 2
= 1{1 +L cos+ (r_) %(3 cos’d— 1) + ¢leny vysSich radov }

r r r

Ak tento zloZity vyraz dosadime do vyrazu pre Vp, po usporiadani dostaneme

_ prHdr+ !

Vp v[,z)(r')r'cosz?d't’—i—
T

dmer
0 T

1 j 1 N2 2
—p(r)Hr’“|3cos“¥?—1)dz+---
dmeyr’ ) 27 ( )

47580r2
(2.124)

+

Obr. 2.47

Vsimnime si zvlaStnu Struktiru vyrazu (2.124). Je to superpozicia potencidlov, ktoré so
vzdialenostou r klesajii postupne ako 1/r, 17/, 1/ atd’., teda ako potencidl bodového
naboja, potencidl dip6lu, potencidl kvadrupdlu atd’. Integrdly vo vyraze zdvisia iba od
charakteru rozloZenia ndboja v objeme anazyvaji sa momenty rozloZenia. Ak ich
oznacime postupne symbolmi K, K,, K3 atd’., mozno dat’ potencidlu jednoduchsiu formu

v, ;(£+ﬁ+£+..) (2.125)

dmeg\r 2P
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Prvy koeficient (moment) K, = j p(rYdr=0Q
T

je celkovy ndboj rozloZenia, nazyvany tieZ monopdélovy moment.

Druhy koeficient (moment) K, = I p(r)r'cosddr

T

udava relativne posunutie taZiska kladnych a zdpornych nabojov pozdiz vzdialenosti r
a nazyva sa dip6lovy moment rozloZenia. Ak sa v objeme 7 nachddzaji iba dva bodové
ndboje ¢, kladny v mieste ndbojového elementu pdz vo vzdialenosti "= d/2 a zdporny
otoceny o 180°, potom koeficient

K, = q%coszﬁ% (—q)%cos(n + %) =qgdcost?= pcost?

Vidime, Ze v pripade dvoch bodovych ndbojov je K, priemet dipélového momentu do
smeru r.

Treti koeficient (moment) K; = %J‘ p(r’)r’2(3 cos’ ¥ — l)dT
T

charakterizuje kvadrupélové rozloZenie ndboja atd’.

Ak sa v objeme 7 integralny ndboj rovna nule, teda ak ide napr. o neutrdlnu molekulu,
v tom pripade K; = Q = 0 a vysledny potencidl bude dany radom bez prvého c¢lena.
V pripade, Ze nds zaujima iba potencial vo velkej vzdialenosti r, moZno ¢leny s mocninami
vy$simi ako 1//* zanedbat’. Pole v tomto pribliZeni je polom dipélu. Ak ma rozloZenie
vyS$$i stupen symetrie a jeho dipélovy moment je nulovy, potom nenulovy mdze byt
kvadrup6lovy moment a vo velkej vzdialenosti bude potencial dany zavislostou 1/r° atd.
Kvadrupélové rozloZenie nabojov je napr. také, Ze taziskd Styroch rovnako velkych
zoskupeni so striedavymi znamienkami st rozlozené vo vrcholoch Stvorca. Kvadrupé6lové
pole a jemu zodpovedajice silové pdsobenie je uz velmi jemné a v mikrosvete
ovplyviluje také efekty, ako je napr. hyperjemnd Struktiru spektrdlnych Ciar — pojem,
s ktorym sa Citatel stretne v atémovej fyzike, pripadne v kvantovej mechanike.

2.1 POTENCIAL A POLE ELEKTRICKEJ DVOJVRSTVY

V praxi sa vyskytuje eSte jedno rozloZenie elektrickych nabojov, ktoré si zasliZi
nasu pozornost. Su to dve vel'mi blizke ndbojové vrstvy s rovnako velkou, ale opac¢nou
plosnou hustotou ndboja +o. Ako priklad mozZno uviest’ plastovi féliu, ktorda bola
zelektrizovand tak, Ze na svojej jednej strane md kladny a na druhej strane zdporny
naboj. LepSim a prakticky vyznamnejSim prikladom je elektrickd dvojvrstva, ktorda
vznika pri polarizacii elektréd galvanického zdroja, napr. oloveného akumulatora.
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Bez toho, aby sme na tomto mieste podrobnejSie skimali elektrické pochody, ktoré
prebiehaji vo vnitri akumuldtora, uvedieme iba, Ze pri povrchu kladnej PbO, elektrédy
nabitého akumuldtora sa vo vodnom roztoku H,SO, vytvori monomolekuldrna vrstva aniénov

SO, apri zdpornej Pb elektréde vrstva katiénov H' tak, ako to vidiet’ na obr. 2.48a. Takto

vytvorené dvojvrstvy na obidvoch elektrédach vytvéraja dva potencidlové skoky, ktoré
v stcte urcuju elektromotorické napitie jedného ¢lanku akumuldtora. Na obr. 2.48b je
plnou ¢iarou znazorneny priebeh potencidlu vo vniitri nabitého ¢lanku od jeho kladnej po
zapornu elektrédu. Hribka kazdej z dvojvrstiev [ je vel'mi mald, rddovo molekularnych
rozmerov, takZe intenzita elektrického pola E ~ U/l je vel'mi vysoka a dosahuje hodnot
10> — 10° V/m. PreruSovanou Giarou na obrazku je znizorneny priebeh potencilu na
nenabitom ¢ldnku v okamihu jeho pripojenia na nabijaci zdroj s napdtim ~2,1 V.

+ Uu=21Vv -
? , ?

1+ -
I+ |- -
I+ ]-1 SO4
-
i+
i+ -
[

a) | Pbo, +|! RS0,
i+ +H,0
I+ |-
'+ -1
(N
! |
\+'|
i+
I+ [-1
[
| |
I I

PR A L
Obr. 2.48

Venujme sa teraz analyze potencidlu dvojvrstvy pozostdvajicej z dvoch rovnakych
ploch S, ktoré st umiestnené blizko seba vo vzdialenosti / ovel'a mensej ako linedrne
rozmery vrstiev, vid’ obr. 2.49a. Kazda z vrstiev nesie plosny naboj to(ry), kde ry je
polohovy vektor miesta na vrstve. Podobne ako sme pre dvojicu bodovych ndbojov
zaviedli dip6lovy moment, mdZeme pre dvojvrstvu zaviest’ plos$ny dipélovy moment

P’ (ry) = o(ryl(ry) (2.126)

V praxi mdme najcastejSie docCinenia s dvojvrstvami, ktorych absolitna hodnota
dipblového momentu p” je konStantna. Takéto dvojvrstvy nazyvame homogénne.
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Obr. 2.49

Uvazujme element dvojvrstvy s ndbojovymi elementmi todS, ktoré si zvicSene
znazornené na obr. 2.49b. Elementarny prispevok k potencidlu vo vzdialenosti  je

dv

_odS(l 1jﬂ_

dmey\ 1’ ry) 4meg, nr

S vyuzitim obr. 2.49b mozZno pre r’ » [ pisat’

r—K =Ilcos ¥ a Ky = r?

Ak okrem toho uvazime, Ze dS cos?} = dS; je priemet plosky dS do roviny kolmej na
smer 7’ a Ze

To a0
;

je elementarny priestorovy uhol, pod ktorym vidiet’ plosku dS, teda uvaZovany element
dvojvrstvy, z bodu P vo vzdialenosti ¥, potom elementdrny prispevok k potencidlu

] d 1 d 1
av = cosd; S _ p,ié): P
dne, 1’ dmey - 7 4mg,

Vysledok moZeme integrovat’ cez cely priestorovy uhol Q, pod ktorym vidime vrstvu
z bodu P daného polohovym vektorom r a vysledok vyjadrit’ v nasledovnom tvare

1

V= J' pdQY (2.127)
4me, 5

Tento nevinne vyzerajuci integrdl mdZe byt vel'mi zlozity, ak si uvedomime, Ze dipdlovy
moment p” a ndsledne aj dQ' sd funkciami polohy r na dvojvrstve. Nastastie, v praxi sa
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vvvvv

(rovina, gulovd plocha a pod.). V takych pripadoch mozno p” spod integrdlu vybrat
a dostaneme

v=_> J'dg'
4re,
Q

Pre ilustraciu uvedieme dve prakticky dolezité dvojvrstvy: rovinnd, nekonecne vel'ka
dvojvrstva a gul'ovd dvojvrstva, v obidvoch pripadoch je p "= of = konst.

Pre rovinnd, nekonecne velku dvojvrstvu podla obr. 2.50a v T'ubovolnom bode
vpravo od nej je potencidl

’

v, =2 (2.1282)
2¢&,
a v 'ubovol'nom bode vl'avo od nej
v.=-2 (2.128b)
2¢&,

- I +
- +
R
- |[E=-5| +
- €9 +
- I +
E
|
- 0
V_=-—L |
2¢g, |
_____ 17"
p
1
| +
I +
|
a)

Obr. 2.50

pretoZe dvojvrstvu zo vSetkych bodov vpravo vidime pod uhlom Q , = 27 a z bodov
vlavo, pod uhlom Q = -2m. Potencidl je teda konStantny vpravo aj vlavo. Rozdiel
potencidlov alebo napétie na dvojvrstve
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v=v,-v.=2 -2 (2.129)
& &

To je ale zndmy vyraz pre napitie medzi dvoma nekone¢nymi rovinami nabitymi ploSnymi
ndbojmi *o. Intenzita pola v dvojvrstve E = o/&. Vyrazy (2.128) a (2.129) platia
priblizne aj pre roviny kone¢nych rozmerov, ak sa zaujimame o potencidly bodov blizkych
k dvojvrstve. V bodoch bezprostredne na oboch stranich dvojvrstvy vyrazy platia presne
pre T'ubovolné rozmery a tvar. Pri prechode cez dvojvrstvu sa potencidl vzdy meni
0 hodnotu p’/&,.

Gulovi dvojvrstvu na obr. 2.50b vidime zo vSetkych vonkajSich bodov pod
priestorovym uhlom Q = 0 a zo vSetkych vniitornych bodov pod priestorovym uhlom
Q = —4m. Potenciél z vonkajSej strany V, = 0 a vo vnitri V_ = —p’/&. Pri prechode cez
dvojvrstvu sa aj v tomto pripade potencidl meni o p’/&, a to je sicasne napitie na vrstve.
Takato dvojvrstva modeluje nabity gulovy kondenzitor, alebo napriklad aj bunecnu
membranu biologického tkaniva.

Zaverom mozno povedat’, Ze pojem dvojvrstvy je uZitoény v takych pripadoch, ked
pri ploSnom rozlozeni opa¢nych nabojov je ddlezity potencidlovy skok medzi plochami,
a nie elektrické pole.

2.12 ROTACIA VEKTOROVEJ FUNKCIE.
DIFERENCIALNE OPERATORY POLI

2.12.1 Rotacia elektrostatického pol'a. Stokesova veta

Pri definovani potencidlu elektrostatického pola sme zistili zdvaznd vlastnost
elektrostatického pola, Ze praca pri prenose ndboja po l'ubovolnej uzavretej drdhe [
v elektrostatickom poli sa rovnd nule, teda Ze integrdl intenzity pol'a po tejto drdhe sa
rovnd nule

3BE.dl -0 (2.130)
1

O tejto skutocnosti sme vyhlasili, Ze vyjadruje zdkladnd vlastnost’ elektrostatického pola
a jej zdvaznost' je porovnatelnd s Gaussovym zdkonom. MoéZeme si polozit' rovnakud
otazku ako pri zavedeni divergencie pola, ¢i vyraz (2.130) nevyjadruje nejakd lokdlnu
vlastnost’ pola v 'ubovol'nom jeho bode. Vyraz skuto¢ne vyjadruje jednu vlastnost’ pola,
ktord sdvisi s jeho rotdciou. Prv neZ ju sformulujeme, postdime niektoré doleZité
vlastnosti dradhovych integralov typu (2.130), pre l'ubovol'né vektorové pole.

Predpokladajme, Ze v priestore je definovand nejakd vektorova funkcia E(r), pricom
tento symbol nemusi vyjadrovat intenzitu elektrostatického pola, ale 'ubovolnd
matematicki funkciu, ktora spiiia $tandardné podmienky pozadované vo fyzike — spojitost’
a diferencovatel'nost’. Drahovy integral typu (2.130) sa v matematickej literatire nazyva
cirkulaciou vektora E a budeme ho oznacovat’ C, teda
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Obr. 2.51
czjﬁE.dl 2.131)
1

Hodnotu cirkuldcie mdZeme vypocitat’ aj tak, Ze drdhu / premostime spojkou /;,, ako na
obr. 2.51a, takze vzniknd dve uzavreté drahy /, a l,. Treba si uvedomit, Ze ani drdha /,
ani premostenie nemusia lezat’ v rovine ndkresne. Po kazdej z takto vzniklych uzavretych
drdh mdéZeme vypocitat’ cirkuldciu pri zachovani smeru obehu. Sucet cirkulacii

C =§>E.dl1 a C, =§Ed,
I I,

sa rovna cirkuldcii C, teda

C=C+G, =§>E.dll +§E.dl2
L I

Na spolo¢nom tuseku /,, integricie jednym a druhym smerom sa tieto prispevky

k jednotlivym integrilom navzdjom ruSia. V deleni méZeme pokracovat d’alSim
premostenim ako na obr. 2.51b, ¢im vzniknd Styri uzavreté drahy, po ktorych sa sicet

94



cirkulacii tiez rovnd C atd’. Po dostato¢ne vel’kom mnoZstve (n) deleni vznikne siet’ ako
na obr. 2.51c a cirkulacia

C=iif>E.dli (2.132)

i=1 I;

Cleny tohto radu sa zmensuju so zvySovanim n, pretoZe sti¢et sa rovna C. V§imnite si, Ze
postupné delenie drah prebieha na nejakej ploche S, ktord ma td vlastnost’, Ze jej hranicu
tvorf uzavretd krivka /, ale ind¢ ma plocha v priestore 'ubovolnd formu a velkost’, pretozZe
vznikla ako désledok istého, v podstate 'ubovolného, sposobu nasho delenia. Kazda
uzavretd draha [; obopina plosku S; s nejakou orientdciou v priestore a tdto orientdciu
mozeme vyjadrit’ ploSnym vektorom S;.

Ak budeme v deleni pokracovat do nekonecna, jednotlivé drahy sa skracuji na nulu
a obopinaju stile lepsie definovany bod. Zial’, aj zodpovedajiice cirkuldcie budi klesat
k nule, a teda nepredstavuji td informéciu, po ktorej patrame. K nule vSak klesajui aj
plosky, ktoré drahy obopinaju, to znamena, Ze hl'adanou veli¢inou by mohol byt’ limitny
pomer cirkuldcie a plochy, pri si¢asnom poklese obidvoch veli¢in k nule. Vyndsobme
a sucasne vydel'me teda jednotlivé ¢leny radu (2.131) plochami S;, takZe dostaneme

§E.dli
czths,.

i=1 !

Ak v tomto vyraze ur¢ime limitu pre nekonecny pocet deleni, teda pre S; — 0, resp.
k nekonecne malej veli¢ine dS, prejde suma na ploSny integrdl po ploche S, teda

§E.d1

C=|lim< ds (2.133)
Ss—>0 S

Pri interpretacii tohoto vyrazu ndm modze posluzit obr. 2.51d, na ktorom je zobrazeny
vybrany ploSny element dS po nekone¢nom deleni plochy S. Jemu odpovedd vektor
dS =n(dS, kde n, je jednotkovy vektor normdly k ploSke v orientdcii pravotolivej
skrutky. Zlozita funkcia pod integralom musi byt v skuto¢nosti priemetom nejakého
vektora do smeru normdly n,. Tuto vektorovi funkciu nazyvame roticiou vektorovej
funkcie E, oznacujeme "rot E" a jej definicnym vyrazom je

{>E. d

.rotE = lim - 2.134
oo = 2139

Na zédklade uvedenych uvah, moéZeme vyslovit' nasledovni definiciu roticie vektorovej
funkcie:
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Rotdcia vektorovej funkcie E (rot E) v nejakom bode priestoru je vektor, ktorého

priemet do smeru jednotkového vektora n je dany limitnym pomerom cirkuldcie

vektora E (drdhového integrdlu if)E dl ) po obvode [ lubovolnej plochy S kolmej
[

na ngy a velkosti plochy S, ak S = 0, teda

§>E. dr
ny.rot E = lim -
s-0 S

(2.134)

Uvedend definicia ma nedostatok, pretoZe neuddva ani smer, ani vel’kost’ vektora
rotdcie, iba jeho priemet do smeru normdly k zvolenej ploske. Tento priemet je viac-
menej l'ubovolny, pretoze zavisi od naSej volby orienticie plochy. Ak budeme vo
vyraze (2.134) menit’ smer vektora n, teda v skutoCnosti menit’ orientdciu plosky S, a
tym aj priestorovu orientdciu jej hrani¢nej ¢iary /, bude integrdl pod limitou nadobudat’
rdzne hodnoty, pricom existuje jedna takd orientdcia, Ze limita vyrazu je maximalna. Priemet je
najvacsi, ak je uhol medzi oboma vektormi na l'avej strane rovnice (2.134) nulovy (cos 0 = 1),
teda smer vektora rotdcie je rovnaky ako ny (Ingl = 1) a velkost’ jeho priemetu sa rovna
velkosti vektora rotécie.

Ak teraz vyraz (2.134) vynasobime s dS, prejde na tvar

§3E. dl
rot E.dS = lim -

S—0

ds

a po jeho integracii na ploche S dostaneme

C= jrotE s = [ limL——ds (2.135)

Porovnanim posledného vyrazu s vyrazom (2.131) dostaneme jednu z integralnych viet
tedrie vektorového pola

o

E.dl= | rotE.dS (2.136)
]

ktord sa nazyva Stokesova veta [Sir Georg Gabriel Stokes (1819 — 1903) — anglicky
matematik a fyzik]. Podl'a Stokesovej vety existuju dva rovnocenné spdsoby vypoctu
cirkuldcie vektora E po uzavretej drahe /:

1. vychddzajic z hodnot funkcie E na Ciare /;

2. vychadzajuic z "virovosti" funkcie E (rotE) na 'ubovolnej ploche S ohranicene;j
iarou /.

Casto sa tieZ hovori, Ze pouZitim Stokesovej vety moZno premenit’ drahovy integral
pol’a na plos$ny a naopak.
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V priebehu mnohych rokov predndsok som dospel k poznaniu, Ze Studenti maji t'azkosti
s chdpanim pojmov ako su rotdcia, divergencia a gradient, a nerobim si ilizie, Ze po ¢itani tohto
textu to bude inak, a Ze vSetko bude okamzZite jasné. Je vSak jasné, Ze vztah (2.134) nie je vhodny
na priamy vypocet rotacie vektorovej funkcie. Na to treba celd dvahu urobit’ znovu pre funkciu
zadand v konkrétnom sdradnicovom systéme. Zial’, nepoznidm matematicki prirucku, v ktorej by
problém diferencidlnych operécii typu divergencie, pripadne roticie, bol na urovni zdkladného
kurzu fyziky uspokojivo podany a bolo by zohl'adnené fyzikdlne chdpanie matematiky. Elegantny
vyklad pojmov divergencia a rotdcia mozno néjst’ v ucebnici "Electricity and Magnetism —
— Berkeley Physics Course” od nositela Nobelovej ceny Edwarda Millsa Purcella citovanej
v z4vere tejto ucebnice.

Nuz ale vratme sa k fyzike! Ak plati vztah (2.130), potom zo Stokesovej vety
plynie, Ze

J’rotE.dS:O
S

a to po 'ubovol’nej ploche S s jedinou hrani¢nou ¢iarou I. To je mozné iba vtedy, ak

(2.137)

v kazdom bode priestoru, v ktorom je elektrostatické pole definované. Vyraz (2.137) je
hladany lokdlny vzt'ah, ktory hovori, Ze elektrostatické pole ma nulovi roticiu, je to pole
gradientové, pole Zriedlové, ktoré nema uzavreté siloCiary. Treba povedat, Ze elektrické
pole ktoré vznikne pri elektromagnetickej indukcii opisanej v kapitole 7 uZ nebude
polom Zriedlovym, jeho rotécia je totiZ nenulova. Gravitatné pole je polom s nulovou
rotaciou. Naopak, magnetické pole je typickym virovym polom, polom s nenulovou
rotaciou. Drahovy integral takého pol’a sa nerovnd nule. Viac sa problematike poli s nenulovou
rotaciou budeme venovat v kapitole o magnetizme a elektromagnetickej indukcii.
Rovnica (2.137) je tieZ jednou z Maxwellovych rovnic pre statické elektrické pole.

2.12.2 Rotacia vektorovej funkcie
v pravouhlych suradniciach

Predpokladajme, Ze vektorové pole je uréené funkciou E(x, y, z) a v pravouhlych
stradniciach je dand ¢iara [/ ohranicujica nejakd vSeobecnt plochu S podl'a obr. 2.52, na
ktorej je definovand funkcia rot E. Rozlozme tito funkciu do zloZiek

rot E=rot, Ei+rot, Ej+rot, Ek
Vektorovy plosny element dS rozlozme takisto do zloZiek
dS =dS,i+dS,j+dS. k
Vytvorime skaldrny stcin

rot E.dS = rot, E dS, + rot, E dS, + rot, E dS,
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premietneme plochu S do rovin yz, xz a xy, ako na obr. 2.52 a priemety plochy ozna¢me
postupne S,, S, a S,. Z obrazka vidime, Ze

de = dy dZ dS} = dx dZ dS: = dx dy

Cirkuldciu vektora E po drdhe / méZeme na jednej strane vyjadrit ako integrdl roticie
vektora E po ploche S, teda

C=J-rotE.dS = .[rotx EdS, + .[roty EdS, + .[rotz EdS,
s S, S, s,

E\(x,y,z+dz)
—

dc,

dS,=dydz E (x,y+dy.z)

o
<

Obr. 2.52

a na druhej strane ako sticet troch cirkulacii po obvodovych Ciarach /,, [, I, jednotlivych
priemetov S, t. j.

c=§dc, +facs +fac,
I, I, I,
Elementdrne cirkuldcie dC,, dC,, dC; si cirkuldcie po nekone¢ne malych obdiznikoch
dydz, dzdx, dxdy, z ktorych prva je zvicSene zobrazend na obr. 2.52. Porovnanim poslednych
dvoch vyrazov vidime, Ze plati

rot, E dS, =dC, (2.138a)
rot, E dS, = dC, (2.138b)
rot, E dS, =dC, (2.138¢)
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Vypoéitajme elementdrnu cirkuldciu dC,. Z obr. 2.52 vidime, Ze
dCx = [Ez (-x’ y + dy’ Z) - EZ (x’ Y, Z)]dZ - [Ey (x’ Y, 2 + dZ) - Ey (-x’ Y, Z)]dy

Vyrazy v hranatych zdtvorkdch st nekonecné malé prirastky z-ovej zlozky E v smere
y a y-ovej zlozky E v smere z, teda

oE oE j [aE aE,j
dC, = 2dydz——2Ldzdy | =| —=——2|dS
x ( dy e 0z “ dy 0oz *

Ak porovndme tento vyraz s vyrazom (2.138a). Vidime, Ze x-ova zlozka rotdcie vektora
E m4 tvar
9E. _9E,

rot E =
dy 0z

(2.139a)

Ak td istd dvahu urobime pre cirkuldcie vo zvySnych dvoch stdradnych rovinidch alebo
cyklickou zdmenou stiradnic, dostaneme y-ovi a z-ovi zloZku roticie E v tvaroch

OE, O

t, E = —= 2.139b

o Jdz  ox ( )
JE, OE,

rot, E = ax) - % (2.139¢)

Vektor rotécie intenzity elektrického pola v pravouhlych stiradniciach ma4 teda tvar

oF, 3E,
rotE(x,y,z)=(ai——’jw(ai—ai)ﬂ(—haijk (2.140)
dy 0z dz Ox ox dy

Vyraz pre rotdciu sa ¢asto zapisuje vo formdlnom tvare determinantu

i j ok
TOtE(x,y,z)=a—i a—ay a% (2.141)
E, E, E.

Skutocnost,, Ze roticia elektrostatického pol'a sa rovna nule, vyjadrend rovnicou (2.137),
moZe teraz byt pre pole dané v pravouhlych stiradniciach vyjadrena vyrazom

JE, OF
[&__yjﬂ(ai_%) j+[_y_aijk:0 2.142)
dy 0z dz  Ox ox  dy

alebo vo formalnom tvare
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=0 (2.143)

Nm,%’|o.)>r‘

i
9 9
ox dy
E, E,

Diferencidlne opericie gradient, divergencia a rotdcia v skaldrnom a vektorovom
poli v pravouhlych, cylindrickych a sférickych stradniciach st zhrnuté v tabul’ke 22.

2.12.3 Diferencialne operatory vektorovych poli.
Poissonova a Laplaceova rovnica

Pri odvodzovani takych zdkladnych vztahov elektrostatiky, ako je vztah intenzity
elektrického pola a potencidlu, Gaussov zdkon v diferencidlnom tvare a roticie
elektrostatického pol'a v pravouhlych sdradniciach, sme definovali diferencidlne operacie
gradient [pozri vztah (2.101)], divergenciu [vztah (2.63)] a rotaciu [vztahy (2.140), resp.
(2.141)]. VSetky tieto operdcie majui jeden spoloCny rys, Ze sui vytvorené parcidlnymi
derivaciami potencidlu, resp. zloziek intenzity pola podla sdradnic x, y, z. Kazdd
parcidlnu derivéciu tychto funkcii (t. j. potencidlu alebo zlozky pol'a) mozno formalne
povazovat’ za sucin predpisu o operdcii na funkcii (operdtora) a samotnej funkcie.

9.9 a 9 ktoré
ox dy 9z’
mozno "ndsobit™ skaldarnymi funkciami ako su V(x, y, z) alebo napr. E,(x, y, z). Operacie

V tomto odstavci operdtormi st symboly derivacii podl'a siradnic

. o . . v o . o .
nasobenia nie su komutativne napr. vyraz 0 ma vyznam x-ovej zlozky intenzity
X

pola, ale samostatne stojaci vyraz Va— ma vyznam iba dalSieho operdtora. Zo
X

spominanych operitorov mozno vytvorit' symbolicky vektor, ak kazdy zo symbolov
derivécif postupne vyndsobime jednotkovymi vektormi i, j, k v smeroch suradnicovych
osi a vysledky sc¢itame. Dostaneme tak vektorovy operator

Ve it—j+—k (2.144)

kde symbol V sa &ita ako 'operator nabla' a bol nazvany podla starohebrejského
(podl’a niektorych autorov fenického) strunového hudobného nastroja podobného tvaru.
V literatire sa tento operator uvddza aj pod ndzvom Hamiltonov operator.

Vyndsobme teraz operator nabla potencidlovou funkciou V sprava. Vidime, Ze tento
suicin je vlastne gradient potencidlu, t. j.

VV=grad V (2.145)

Podobne, ak operator nabla vyndsobime skaldrne sprava s intenzitou elektrostatického pola
E a vysledok porovname s vyrazom (2.63) vidime, Ze je to divergencia vektora E, teda
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V.E=divE (2.146)

a nakoniec, ak operator nabla vyndsobime vektorovo sprava s intenzitou pola E, porovnanim
vysledku s vyrazom (2.140) alebo (2.141) sa presved¢ime, Ze ide o rotdciu vektora E,
teda

VXE=rotE (2.147)

Na zdklade vzt'ahov (2.145) az (2.147) sa mozu zakladné zakony elektrostatiky nabojov
vo vakuu napisat’ vo forme

v.E=L (2.148)
€9
¢o je vztah (2.61) a
VXE=0 (2.149)

¢o je zase vyraz (2.137). Vztah intenzity elektrostatického pola a potencidlu (2.99)
prijme formalny tvar

E=-VV (2.150)

Vratme sa vSak eSte raz k vyrazom (2.61) a (2.99), z ktorych moZno ziskat’ dolezity
lokdlny vztah medzi objemovou hustotou naboja p a potencidlom V v okoli nejakého
bodu. Ak do vyrazu pre Gaussov zdkon dosadime za intenzitu pola jeho vyjadrenie cez
potencidl podla vztahu (2.99), dostaneme

div(- grad V) = £
€o

Po dprave s vyuZitim vztahov (2.145) a (2.146) dostaneme vyraz

A e (2.151)
&
v ktorom sa objavil d’alsi diferencidlny operator
V.V =divgrad=V*=A (2.152)

vzniknuty skaldrnym sicinom operdtora nabla samého so sebou, takze

2 2 2

V.V= a—+a—+a—=v2 =A (2.153)
ox*  9y? 97’

Tento skaldrny operator sa nazyva Laplaceov operator. Treba viak podotknidt, Ze
operdtorovd identita (2.152) plati iba pre operdtory v pravouhlych suradniciach. Pre
funkcie dané v inych stradnicovych systémoch treba namiesto operatora V.V = A
pouzivat’ jednoducho postupnil operaciu div(grad). V tabulke 23 je uvedeny Laplaceov
operator aj v cylindrickych a sférickych stradniciach.
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Pomocou Laplaceovho operdtora mozno rovnicu (2.151) prepisat’ do tvaru

V. oV 9V _ p

=L (2.154a)
ox* 9y’ 97’ &
alebo jednoducho
Av= L (1.154b)
€

Rovnica (2.154) sa nazyva Poissonova rovnica. V oblastiach, v ktorych nie sd
makroskopické naboje, teda tam, kde p = 0, rovnica prejde na tvar

AV=0 (2.155)

a nazyva sa Laplaceova rovnica.

Poissonovej a Laplaceovej rovnici vzhladom na ich dolezitost a komplexnost’ je
venované vel’ké mnoZstvo vedeckych prac a monografif a tvorf podstatnii cast’ matematickej
fyziky. Z matematického pohl'adu su to linedrne parcidlne diferencidlne rovnice druhého
rddu, prvd je nehomogénna a druhd homogénna. Poissonova rovnica pri zndmej
potencialovej funkcii umoznuje ndjst’ priestorové rozloZenie elektrického nédboja. Opacna
uloha — ndjst’ potencidl zo zndmeho rozloZenia nabojov — je na prvy pohlad zloZitd. Na
naSe prekvapenie, my toto rieSenie uZ ddvno pozndme. Je to integrdlny vyraz (2.78) pre
vypocet potencidlu ndboja rozloZeného spojito v priestore. S vyuZitim Greenovej vety sa
da dokazat, Ze integral (2.78) je skuto€ne rieSenim Poissonovej rovnice.

Poissonova rovnica vystupuje pri rieSeni mnohych praktickych problémov fyzikalnej
elektroniky sudvisiacich s priestorovym ndbojom produkovanym katédou elektréno-
vakuovych zariadeni. VyuZiva sa aj v Statistickej tedrii atému.

Laplaceova rovnica md vo fyzike eSte §irSie uplatnenie a neobmedzuje sa iba na
elektrické javy. Vystupuje napriklad aj pri Stidiu elastickych kmitov, pri stacionidrnom
prideni tepla, pri difiizii a i. VInova rovnica a Schrodingerova rovnice v kvantovej mechanike
st z matematického hl'adiska vlastne iba casovym rozsirenim Laplaceovej rovnice.

Na zaver tohto odseku uvddzame v tabul'ke 2 niekol’ko matematickych vektorovych
identit s nabla operatorom, ktoré sa Casto vyskytuju vo fyzike. Symboly 7 a V tu predstavuji
skalarne a A, B vektorové funkcie suradnic.

Okrem identit uvedenych v tabulke 2, pre l'ubovolné funkcie V a A vzdy plati

V % (VV) =rot(gradV) =0 (2.156)
V.(V xA)=div(rotA) =0 (2.157)
pretoze v prvom pripade formdlny vektorovy sucin V X V = 0, a v druhom pripade

skalarny sucin V-operdtora s vektorom V X A, ktory je nafi kolmy sa tieZ rovnd nule.
Z tychto ¢isto matematickych vztahov priamo plynu fyzikdlne zakony:

' Pozri napr. Jackson, J. D.: Classical Electrodynamics, J. Wiley and Sons, Inc. New York — London
1962
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1. v elektrostatike rot E =V X E = 0, pretoze E =-VV =—grad V

2. v magnetizme divB = V.B = 0, za predpokladu, Zze B =V X A =rotA.

Vektor B je Citatel'ovi uz urcite znamy vektor magnetickej indukcie a A je vektorovy
potencidl. K poslednému vsak eSte vedie dlha cesta.

Tabul’ka 2

(T, V — skalarne funkcie, A, B — vektorové funkcie)

V(TV) = TVV + VT
= Tgrad V+ Vgrad T
= grad(VT)
V. (VA) = VIV.A)+A .(VV)
= VdivA +A . grad V
= div(VA)
V x (VA) = V(VXA)-AXx(VV)
= VrotA — A x grad V
= rot(VA)
V.(AXB) = B.(VxA)-A.(VXB)
= B.rotA—-A .rotB
= div(A X B)
V X (A X B) = A(V.B)-B(V.A)+(B.V)A-(A .V)B =
= Adiv B — Bdiv A + (B.grad)A — (A . grad)B
= rot(A X B)
V(A .B) = AX(VXB)+BXx(VxA)+ (BV)A+ (A .V)B
= A XrotB + B XrotA + (B .grad)A + (A . grad)B
= grad(A . B)
V. (VV) = v.vyv
= (grad . grad)V
= div(grad V)
= %
= AV
V x(VxA) = V(V.A)-(V.V)A
= V(V.A)-AA
= grad(divA) — V’A
= rot(rot A)
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Ulohy 1 —37

1. Dva bodové ndboje ¢; a ¢, st umiestnené vo vzdjomnej vzdialenosti d. Néjdite miesto na
priamke prechddzajicej nabojmi, v ktorom sila posobiaca na treti naboj g, je nulova.

2. Vypocitajte pritazlivid silu medzi jadrom a elektrénom v atéme vodika! Za polomer atému
povazujte hodnotu 5.10™"" m! Néboj proténu a elektrénu v absoliitnej hodnote je 1,6.107° C.

3. Vypocitajte klasickd obeznid rychlost’ elektrénu okolo jadra v atéme vodika! Hmotnost’
elektrénu je 9,1.107" kg.

4. Thomsonov model atému predstavuje rovnomerne rozloZeny kladny néboj v gulovom
objeme s bodovymi elektrénmi rozloZenymi vo vnitri gule. UkdZte, Ze elektrén vo vniitri takejto
gule vykondva jednoduchy harmonicky kmitavy pohyb okolo stredu atému! Vypocitajte ¢iselne
frekvenciu oscilécii elektrénu vo vodikovom atéme a porovnajte ju s frekvenciami spektralnych
&iar vodika! Za polomer Thomsonovho vodikového atému povaZujte hodnotu R = 5.10™"" m.

5. Povazujte atémové jadro za rovnomerne nabitd gul'u a najdite maximalnu hodnotu intenzity
elektrického pola! Polomer jadra R = 1,5.107°A"* m, naboj Q = Ze (A — atémové hmotnost’, Z —
atémové Cislo, e — elementarny niboj).

6. Dand je vektorovd funkcia so zlozkami v pravouhlych stradniciach E,= Ky, E, = Kx,
E.=0, K =konst.

a) Vypocitajte divergenciu a rotdciu tejto funkcie a rozhodnite, ¢i modze predstavovat
elektrostatické pole.

b) Vypocitajte drahovy integral IE.dl medzi bodmi (0; 0) a (1; 1) po niekol’kych jednoduchych
drdhach! Zavisi hodnota integrdlu od vol'by drahy?

¢) Néjdite potencidlovi funkciu k danému vektorovému pol'u.

7. Priestor medzi dvoma koncentrickymi gul'ovymi plochami s polomermi R, a R, (R, > R,) je
nabity priestorovym ndbojom

0

P = 4m(R, — R,)r?

kde Q je konStanta. Vypocitajte:
a) celkovy naboj medzi gulovymi plochami,
b) intenzitu elektrického pol'a ako funkciu vzdialenosti r od stredu symetrie,
¢) potencidl ako funkciu r.

8. Isté gul'ovo symetrické rozloZenie ndboja vytvara potencidl

—ar

kde g a a st konStanty. Néjdite rozloZenie naboja, ktorému zodpoveda tento potencidl — ddlezity
vo fyzike elementdrnych castic a v jadrovej fyzike nazyvany Yukawov potencidl! Hl'adané
priestorové rozlozZenie ndboja zodpoveda rozloZeniu naboja v atéme.

9. Podl'a kvantovej mechaniky atém vodika v zdkladnom stave ma zdporny naboj rozloZeny
gul'ovo symetricky okolo kladného jadra s hustotou
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kde e je elementdrny naboj, a, = 5,29.10™"" m je Bohrov polomer a e je zdklad prirodzenych logaritmov.
(V skutocnosti p(r) predstavuje hustotu pravdepodobnosti vyskytu elektrénu vo vzdialenosti r od
jadra).

a) Dokazte, Ze celkovy zdporny ndboj v celom priestore je —e.

b) Vypocitajte intenzitu elektrického pola budend atémom ako funkciu vzdialenosti r od stredu
symetrie za predpokladu, Ze protén predstavuje bodovy naboj v strede symetrie.

¢) Vypocitajte potencidl ako funkciu r.

d) Znazornite priebehy intenzity a potencidlu graficky.

10. Molekulu vody moZno povazovat za elektricky dip6l s momentom p = 6,14.10~° C.m:

a) Za predpokladu, Ze takyto dipél je tvoreny bodovymi nabojmi e, néjdite jeho dizku.

b) Néjdite intenzitu elektrického pola takého dipSlu vo vzdialenosti 3.10™ m na osi dip6lu
a kolmo na jeho os.

¢) N4jdite maximdlnu silu, ktorou dip6l pdsobi na vodikovy i6n vo vzdialenosti 3.107% m.

d) Najdite elektrickd silu medzi dvoma molekulami vody, ktorych elektrické dipdlové
momenty leZia na priamke spjajiicej stredy molekiil. Vzdialenost’ dipélov je 5.107'° m.

11. Tri naboje — ¢ sii umiestnené vo vrcholoch rovnostranného trojuholnika s dizkami strén a
andboj Q je v jeho tazisku.

a) Odvod'te vyraz pre silu, ktord pdsobi na jeden z ndbojov —q. Urcte smer tejto sily.

b) Odvod’te vyraz pre interak¢énd energiu tejto ststavy nabojov.

¢) Aky musi byt vzt'ah medzi hodnotami g a Q, aby sila pdsobiaca na naboj —¢q bola nulova?
Je tento systém elektrickych ndbojov stabilny?

12. Nédboj ¢ =—5.10" C je rovnomerne rozloZeny na kruZnici s polomerom R = 10 cm.
Vypocitajte vzdialenost’ na osi kruznice, v ktorej je intenzita elektrického pol'a maximalna. Ak4 je
intenzita v tejto vzdialenosti?

13. Dva bodové naboje Q a —Q st umiestnené vo vzdjomnej vzdialenosti 2a. Vypocitajte tok
intenzity elektrického pol’a kruhovou plochou polomeru R, ktorej stred leZi na polovi¢nej vzdialenosti
ndbojov a plocha je kolmd na spojnicu ndbojov.

14. Vypocitajte potencidl v strede Stvorcovej dosky so stranou a, nabitej ploSnym ndbojom
o= konst.

15. Potencidl vo sférickych suradniciach je dany vyrazom

acosd b
+7

Vip. . 9) = 5
;

nezdvisi od stradnice ¢, a a b su konStanty. Néjdite zlozky intenzity elektrického pol’a.

16. Nekonecna rovinna vrstva hribky « je nabitd objemovym nabojom p = konst. Vypocitajte
intenzitu elektrického pol'a a potencidl v T'ubovolnom bode priestoru. Znédzornite priebehy potencialu
a intenzity graficky.

17. Na nekonecnej rovinnej ploche nabitej ploSnym ndbojom o = konst. je nekonecna vrstva
hribky a nabitd objemovym nabojom o= konst. Vypocitajte intenzitu elektrického pola a potencial
v Tubovol'nom bode. Znazornite priebehy potencidlu a intenzity graficky.

18. Plo$nd hustota ndboja na tenkom kruhovom disku s polomerom R je dand funkciou
0 =Ar, kde A je konstanta a r je vzdialenost’ od stredu disku. Vypocitajte intenzitu elektrického
pol’a a potencidl na osi disku.

19. N4jdite potencidl na okraji tenkého dielektrického disku nabitého ploSnym ndbojom
o = konst. Polomer disku je R.
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20. Dané je sféricky symetrické rozloZenie objemového ndboja s hustotou
p=Ar pre 0<r<R
p=0 pre r>R
Na4jdite potencidl a intenzitu elektrického pol'a ako funkciu vzdialenosti od stredu symetrie.
21. Dan4 je potencidlova funkcia
A
4re, e

kde A a o si konStanty, r je vzdialenost’ od stredu symetrie. Ndjdite objemové rozloZenie naboja,
ktoré budi takyto potencidl.

22. Potenciél elektrického pol'a vo vniitri nabitej gule je dany vyrazom V = ar? + b, kde r je
vzdialenost’ od stredu gule, a, b st konstanty. Najdite objemovu hustotu ndboja v guli.

23. Potencidl nejakého elektrického pol'a je dany vyrazom
V=alxy -2
N4jdite priemet vektora intenzity elektrického pola E do smeru vektora @ =i + 3k v bode

M(2; 1;-3).

24. Dva néboje —¢q; a +¢, (Igil < lg.l) si rovnomerne rozloZené na koncentrickych gulovych
plochich s polomermi r; a r, (r; < ry). Vypocitajte intenzitu elektrického pol'a a potencidl ako
funkcie vzdialenosti od stredu symetrie. Aky bude potencidl vo velkej vzdialenosti r » ry, r», ak sa
gul’a s polomerom r, posunie o mald vzdialenost’ Ox v smere osi x?

25. Dva nekonecne dlhé priamkové naboje st ulozené paralelne vo vzdjomnej vzdialenosti d.
Hustoty ndbojov na priamkach si £A. Ndjdite potencidl v kolmej vzdialenosti r od osi
priamkovych nédbojov pre r » d. Vypocitajte intenzitu elektrického pola vo vzdialenosti r.
Uvedené rozloZenie ndbojov sa nazyva priamkovy dipdl.

26. V cylindrickych suradniciach je dand priestorova hustota ndboja
p=0 pre r<a
o(r) =kir pre r>a

kde k a a si konstanty. Hustota ndboja nezavisi od stradnic ¢ a z. RieSenim Poissonovej rovnice
urcite potencidl ako funkciu r.

27. Nekonecne dlhy pasik Sirky 2a je nabity ploSnym ndbojom tak, Ze velkost’ naboja zavisi
iba od sudradnice paralelnej so Sirkou pdsika (obr. 27), teda o= o(y). Ndjdite vyrazy pre zloZky
vektora intenzity elektrického pol'a v fubovol'nom bode. Uvazujte dva pripady:

a) o= oy = konst.,

b) o= o sin(2n/A)y, kde o a A st konStanty a a —> oo.

28. Dve nekonecné kovové roviny st umiestnené planparalelne. Na rovinach sd naboje g, a g,
na jednotku plochy (obr. 28). Néjdite plosné hustoty nabojov a intenzity elektrického pola.

29. V rovine xy (z = 0) je dany potencial ako periodickd obdiZnikova funkcia podla obr. 29.
Riesenim Laplaceovej rovnice néjdite potencidl ako funkciu stiradnic. Hl'adany potencidl nezavisi

od z a pre y — oo klesa k nule.
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Obr. 27 Obr. 28

30. Molekula kyseliny sol'nej je umiestnend v zaciatku siradnic tak, Ze os H-CI je totozna
sosou y (obr. 30). Aky je smer a velkost intenzity elektrického pol'a v bode A na osi x vo
vzdialenosti 10 m a v bode B na osi y v tej istej vzdialenosti od za&iatku stradnic? Dip6lovy
moment molekuly HCI je 3,44.107° C.m a smeruje od Cl k H.

y
B
y
a,
% 20
0 X A X
Obr. 29 Obr. 30

31. Elektricky dipél s momentom p; sa nachddza vo vzdialenosti r od dip6lu s momentom p,
(obr. 31). Vypocitajte vzdjomnu (interakénu) energiu obidvoch dip6lov.

Obr. 31 Obr. 33
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32. Molekula s dipélovym momentom p je vo vzdialenosti r od nekone¢ne dlhej priamky
nabitej dizkovym nabojom A. Vypoditajte silu a moment sily posobiace na dipél, ak:

a) vektor p je kolmy na priamku,

b) vektor p je s priamkou paralelny.

33. Dand je konfigurdcia ndbojov na obr. 33, nazvand linedrny kvadrupdl. Ndjdite potencial
vo vzdialenosti r od centrdlneho nédboja v l'ubovol'nom smere. Plati: r » d.

34. Dvojvrstva v tvare kruhu s polomerom R mé dipélovy moment p” = konst. vektor v smere
rotacnej osi kruhu. Vypoditajte potencidl a intenzitu elektrického pol'a na osi kruhu.

35. Polpriamka je nabitd ndbojom A na jednotku dizky. Néjdite velkost’ a smer intenzity
elektrického pol'a v kolmej vzdialenosti d od konca priamky.

Obr. 36

36. V gulovom objeme s polomerom R je rovnomerne rozloZeny naboj s hustotou p, aZ na
gulovi dutinu s polomerom R’, v ktorej je p= 0. Stred dutiny je vo vzdialenosti r od stredu gule
(obr. 36).

a) Pouzitim zdkona superpozicie vypocitajte intenzitu elektrického pol'a v dutine. VSimnite si,
Ze pole v dutine je homogénne.

b) Ako treba zvolit’ pomer polomerov R’/R, aby pri danom R bol sii¢in intenzity elektrického
pola v dutine a objemu dutiny maximalny?

37. Dva bodové néboje O, a —(Q, st umiestnené vo vzdjomnej vzdialenosti 2d. Ndjdite plochu
nulového potencidlu.
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