‘I skalirny nasobok vektora = h vektora (° i veliding)
velitinou (skalirom 5) - operdcia, ktorou ziskame vektorowvi velidinu, ktorej rozmer sa
rovnd stilinu rozmerov nisobengch velitin, a ktorej veTkost’ je s - ndsobkom velkosti
phvodnej vektorovej velidiny (vektora). Ak s < 0, smer visledného vekiora je
opafn§ ako smer nisobeného vektora.
skaldrny silin vektorov a - b - opericia medzi dvomi vektormi, ktorej visledok je
definovany ako skalirma velidina, ktoni ziskame ako sidin velkosti vektorov a
kosinuse uhla nimi zovretého: a b = ab coser
siifet vektorov - operdcia, ktoni zobrazujeme geometricky tak, #e ku koncu prvého
vekiora pripojime zaiatok drubého vektora a vysledny vektor ziskame spojenim
zadiatku prvého s koncom druhého vektora. Tak vznikne vektorovy trojuholnik.
Stitoval’ mo¥no aj viae vekiorov, priom uvedeny postup opakujeme, ¢im venikne
vekiorov§ mnohouholnik.
vektorovy sitin dvoch vektorov a x b - opericia, kiorej visledkom je vektor e
Velkost' vektora ¢ je definovand ako sigin velkosti vektorov @ a b a sinusu uhla
nimi zovretého. Vysledny vekior je podi'a definicie kolmy na rovinu vektorova a b a
v poradi a, b, e tvori s nimi pravotodivi sistavy,

3 zmiekany sidin vektorov - siin troch vektorov typu (@ % b) -¢ , aleho a - (b x¢) ,
kiortho vysledkom je skalima velitina. MNajprv treba vykonal vektorov§ sidin
vekiorov v zitvorke, po ktorom sa vykond skalimy sotin visledného vektora s dalfim
ve:lomm. Mi v§znam objemu rovnobe#nostena skondtruovaného na ziklade vektorov
a b .

4 v =lim 2 Lo v= e dx

e =1 de dr d.r

_dx dy dz
v == === v-,||v +viev!
Cac Ta T = :

dv dv,, dv, dv. d¥x . diz . .
=gy —ik= —|+— +—k=aiva jrak
PR TR TR AR TR T T T

a=Jaj+ay+al .

j-i-—.l'-v itv j4v k

_ 1

a=limizt oW _dr
LR A drar

a=ay

kde n je jednotkovy vektor vyjadrujici smer vektora zrychlenia, o je velkost'
vektora zrychlenia, a, —: :. a, = : ;. a, = : : . s jeho siradnice.
r I

a) Pri pohybe konitantnou rychlostou sa vektor richlosti v nemend, jeho
derivicia podla éasu sa rovod nule, zrjchlenie je teda nulové - a = 0. Takémuto
pohybu sa hovori pohyb roveomerny. Ak sa nemeni vektor richlosti v, nemenia sa
ani jeho stiradnice v, , v, a v,. Pre kafdi zo sdradnic richlosti plati vai'ah typu

= Ayl Ar, takie mo¥no napdsal varahy

.c!x e, Sy=w A, Az=v, A (&x) = v (80,

=Y, —Zv (), =v zmn =v,(t,-1,)
-

X=X, bVl x= z,,+v,r y= y, LTt S A

Tieto rovnice vyjadruji polohu éastice (nie ubehnuti drihu !) pri roveomemnom

pohybe po pmmk: v m:mrm hsmcm okamihu ¢ . Tieto tri skalime rovaice

L XS n=x+ wit-n

postupne v J# kovymi veklormi i, j, k a séitame ich Tavé aj
pravé strany:
(i +yf +2k) = (xod +yaf +2.8) + (nd +vj + v R)1,
FEr4+ vt

r, IS
rp-n= Idr: lv di=wita—1y)
3 f,
b) Pri pohybe konStantnym zrychlenim sa nemeni vekior zrychlenia a , preto
Jjeho derivicia podla Easu je nulovd. Takémuto pohybu sa hovori pohiyb rovnomerne
zrychleny. Na ziklade definicie (2.1.3.1) mbieme napisat’ dv = adr atento vzfah
integrovat’

X=X, =de=’iv‘dr =wlr=1)

" P
Idv=f¢d!=a{l,—:,).
vEv, +ar v=dride "d.r =‘rdr

[dr=[vde=[0v, +andi=v,r +1ar®  r=r 4vi+ %ai’
- ® ®

5 whlovd richlost' a whlové zrichlenie
uhlovi rfchlost’ (ad — vektorovd veliting, ktorej hodnota je zavedend ako podiel
zmeny uhlovej siradnice (pripadne uhlovej drdhy) a prisluiného asového intervalu:

= Ium ﬂ . Vektor uhlovej richlosti je kolmy na rovinu otdtania a smeruje na (i

stranu, 2 km] sa otfitanie v rovine javi v smere proti chodu hodinovich rugitiek.
Jednotkou uhlovej rychlosti je radidn za sekundu (radfs = 1fs).

uhlové zrichlenie (& - velidina podielom zmeny uhlovej
rychlosti a prislufného Casového intervalu: a= Iim ‘:’T - Velkost' vekiora uhlovej

rychlosti vyjadruje zmenu uhlove; rych]nsu pnpadajlicu na jednotku Easu, Jednotkou
uhlového zrychlenia v SI ﬁ.d.fsjn s,

= 360° /2 = 57,296
Y
.

sg_vawRﬂ? ay=Ra
s =R el

) ds_gde
b r dr dr
— d
= .0

xR 360"

Uhlovd richlost
Uhlové zrychlenie @ ako vekiorovd velidina
dew

@ ako vektorovd whfmu
L de
=6, dr

lim
1, =1,

m= = 4

=%
tangencidlna a dostredivi zloZka dw

celkového zrjchlenia pri pohybe po a_az {mxrl-[nxrlﬂmxr}:a, +a,
kruZnici

ag=wv= vV ir =ra’
dltka oblika - uhlové drdha: 5 =
obvodovd richlost - uhlovd richlestt v =
tangenc. zrychl. - whlové zrichlenie  a, = Ra
vektor @ priradeny uhlu pri pohybe
konstantnou uhlovou rychlostou @ = @1 + @,
1) - jednotkovy vektor kolmyna 2 prisludnd uhlmré siradnica:
rovinu otééania Py = @l + Pa
uhlovd rfchlost’ pri pohybe
konStantngm uhlovim zrfchlenim

veklur @ priradeny uhlu pn pnh)-‘bc
uhlovym zr

@ a prisluind uhlovd siradnica ¢, @, = —a tra 1+,

6 "= drfdr = @ xr

velkost' dostredivého zrychlenia

vatahy pri pohybe po kulnici

W= @+ @, jejstradnica: @y = @, 1+ @y,

| 2
p=—arva, i+,

dr dp
=—=—(R ~—=p+R-==0+Rlwxp)=wx(Rp)=wxr a=Ra
v ﬁ’ d;( ﬂ]’d!d}; a dr(m ” (R p) =
v
dr had r]a[d.r r] [w di] ‘ o g
ay= @x(@xr) =a(@-r-ri@)=0 - ro’ ag= Rw® = wv = VIR

Zrjchlenie moZno rozlokit na dve zloZky aj v pripade, ked' sa fastica pohybuje
po vicobecnej, zakrivenej dare K (obr. 2.23.2). Vektor rchlosti v [ubovolnom
tasovom okamihu vyjadrime ako skalimy ndsobok jednotkového vekiora ., kiory méd
rovnaky smer ako vektor rfchlosti: v = v . Zrjchlenie je jeho deriviciou podla éasu:

dive) dv dr _dv v
s S — —_——— M) =—1 4+ (WX V
a o d‘r+v‘:u d;r+v(nu T) drf {orxv)
8 zdkon  zoirvafnosti
"J'esm;\e siiradnicovd sistava, vzhladem na kord teleso zotrvdva v pokeji, alebo
P pohybe, ak dlieha vplyvu injch telies”.

Druhy Newtonov zdkon - zdkem sily - hoveri o zrjchleni, kiorym sa v

inerciflngj sistave pohybuje teleso, ak nafi phsobf vonkajiia sila:

"Zrjchlenie a telesa je imemné pisobiacej sile F , nepriamo dmerné jeho hmomaosti
m":

amkFin, L=2 m_&

E_a. m_ay Foa m a
Foa m
F= ma
yay
zikon akcie a reakeie

“Ak na seba pdsobia dve telesd, tak rovnakymi silami, opainého smeru, pricom
pdsobia v jednej priamke”.
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I s pohybaje vehladam ra T
T sa pahybuge vehlak T ryehlostou ve. e kil €F
uhlovym zrychlenim e, R}:hlnmh;du]‘\ﬂdahm T

uhlovou rychlostou o a

i
E|%
1
g
8
b}
.
iy
D

} S @RF T, e TP
i Val
Jan

i} 1

V=V T x P
Zrvchlenic bodu P vzhladom na T (absohu)

(5](2) (2] (8]

8] o] ()

@i i % T 2 (@ F )+ 8 2 P
"G ik (% )+ 2 < TE % F
i = di, + @+ (e )+ 2w i)+ E 5P
a'= i =i, + @ (@)= A x i)~ £ i
&, myehbenie T (toda o) voci T

&, erychlenie I voei T

£ x T -premenne

i (2 ) - dosredive erychlenie

2d@x¥") - Coriol. Zrychlenie
zotrvadné sil;r - slly ktorymi si vy zmeny pohy stavu
telies v vu‘.nznynch 1, Ktoré neboli vyvolané niektoron 2o
ftyroch

Coriolisova sila - mu'vaéni sila p ljiica sa len v jicich sa
vztaingch sdstaviéch (nape, naka Zem): pororuje sa len pri telesich, kioré sa
wzhl'adom na tito sdstavu pohybuji.

Fo= =2md x @
odstredivé sila
odstredivi sila — zotrvaénd sila prejavujica sa len v £

vitainych sistavich (napr. nafa Zem); md smer od stredy omam: a phsobi aj na
telesd, ktoré si vzhTadom na tito sdstavu v pokoji.

Fo=-mlax(@xr')]

‘] O Kinetickd energin
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Ked" na volni Zasticu pdsobi sila, urjchluje ju, zviiéiuje jej rychlost, alebo
meni smer richlosti. Uvitime pripad, ked pdsobiaca sila F md smer rychlosti Eastice.
Viedy aj zrychlenie a, kioré sila Castici udeli, md smer rychlosti. Preto aj elementima
zmena rychlosti dv je rovnobelind s vektorom rychlosti, takke pre skalimy si¢in v-dv
plati rovnost’ v «dv =vdv.

| F——@ —y ——a —dr Obr3.22.1

Potom mbZeme pisar’

[l Todr 1 1 1
w =1F -dr =IMR dr= !md—:‘dr = Im—d-;-dv = Imr -dv=1mvdv= Emv,’—imu,*
(3.222)
Saéasne, podla varahe (3.2.2.1), plati W = E; - E; , tak¥e porovnanim ziskame vztah
jpre kineticku (pohybovii) energiu:

E= () mé
Vychidzajiic z porovnania vavabov by sme vlaste mali pisat’ £, = (12} + €, kde
C je Tubovolnd kondtanta, ktord sa pri odéitani hodadt  Ei - Ey, strati. Jej ponechanie
vo vzt'ahu by viak znamenalo, Je vo vzainej sistave, v kiorej je fastica v pokoji (teda
ked' v = 0) by Zastica mala isti nenulovii kinetickd energiv, Preto sa pre kineticki
energiu dastice akceptuje vetah (3.2.2.3) Treba v‘hk podolknlil' fe v inej vztaknej

sdstave, kiord sa na prvi | i i energia tej istej Eastice nie je
nulovi.
F ka I Postup pri odvod: (3.2.2.2) molno naznadil pomocou diferencii:

AW=F -Ar =ma-Ar -m-‘?:-nr =m£-.ﬂf
At Ar

=my-Av.
Potencidlna energia

Tia F telesa ako vekiorovd velifina smeruje nadol, proti jednotkovému vektor j,
zatial' o sila F, , kiorou pomaly dvihame teleso (bez zrfchlenia 1), md rovnaki
velkost, ale smeruje nahor. Précu na zodvihnutie telesa vyp

w =ir_ -nrz]‘(-mgl-dr .
A A

Do integrilo dosadime g=-gf. dr= jdy, aintegralné medze zamenime na y, a
¥

2 b
W= [(-mg)-dr = [[-m(-g D} Gd ) =mgTﬁr =mgyy—mgy, -
H a H

(3.2.24)
Vykonand prica sa rovni rozdielu hodndt potencidlnej energie telesa v dvoch
polohdch, preto za potencidlnu energiu v tomto pripade povaujeme viraz

E,=mgy+C.
(3.2.2.5)
Aj v t1omio pripade, podobne ako pri kimetickej energii, bola k vyrazu  mgy
pripoditand Fubovolnd konStanta C. Ak vo zvolenej vzlainej sdstave povafujeme
potencidlng energiv za nulovi viedy, ked' vidkovd siradnica dastice je nulovd, potom
aj kon3tanta sa rovnd nule: C=0.
Zikon zachovania energie
Vsiilade s definiciou energie ako velitiny, energia mechanickej sistavy sa
mike menif’, len ak vonkajiie sily ktoré na fiu pdsobia, konaji pricu. Ak na sidstavu
vonkajiie sily nepdsobin, potom podl'a zikona akcie a reakcie, ani stistava nepdsobi na
okolité telesd - siistava je izolovand. Preto energia izolovane] sistavy sa nemeni, to

je obsahom zikona ia energie j siistavy,
Fydy =-dE, = +dE, ,
odkial' vyplyva
dE, +dE, =0 = dE+E)=0 =
Ey+ E, = kondL. .
Taisko telesa je bod, kiorfm p lednica vietkych tiafovich sil

plsobiacich na hmotné body z ktorjch teleso pozostdva, pri jeho Tubovolnej polohe v
priestore. Ak sa teleso, alebo sistava hmotngeh bodov nenachidza v silovom poli, je
vhodné zaviest’ hmotny stred sistavy. Pre dva hmotné body je 1o bod leZiaci na ich
spojnici, deliaci vito spojnicy v nepriamom pomene hmmsti bod.o\ Ma obrdzku sni

#ndzomené hmotné body s h ‘amd my A omy sa v poloh;
klorym priradime siradnice x, a x; . Stradnica h ho stredu je &
srrrlnlom . x=0 oo Xy I

"

Py "'.

Fr=xi4p= 5k py (mglm) = 5 ¥ O - ) (gl 2

MG MY, o mztmz o mEgn
i m, m,+m, T mm, m+m,

Simy,

=t nE——— M
xm, 2m
] -
lxdm Jyﬂm
e ]dm N [d.m
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Vyjadrje stvislost' medzi zrichleniami hmotngch bodov, z kiorych pozostdva
stistava, a silami ktoré na sistavu pdsobia, Medzi hmotnymi bodmi sistavy pésobia
vmiitorné sily, navySe na jednotlivé hmowné body médu phsobit’ vonkajiie sily. Na
konkrétny hmotng bod sistavy, ktorj md hmotnost m; , nech phsobi vislednd
vonkajlia sila F; a vaitorné sily od ostatngch hmongch bodov, kioré vyjadrime v
tvare vektorového sidw sil F,™ od jednotlivich hmotngeh bodov. Podla druhého
Newtonovho zikona plati rovnica

m,a, =F, +Zﬂ;
=

i_.m' a, =iF‘J =F

mea=F

Fy™ = - F,"

gm,a, =.:£|F'+§§'F”

o je pohybovi rovnica sistavy hmotngch bodov pri translafnom pohybe.
Ak pohyb nie je I treba pri 2j rovnice vyuZit' definiciu
tatiska (hmotnho stredu) sistavy. VyuZijeme rovnicu (4.1.1.4):

r'=1- —— Mfrl
Tm MW
dir, 1 d'r 1 ¢ 14
e EE"‘T,’: - i Ema=LSr =iF meay =F
S _AH o
F=§m,a.=§m. o Zm. .=d‘Z" F'd_.

Imegricion tejto pohybovej rovnice ziskame prod wpn!aeni vetu:

L] ]

[Fdi=[do = pits)-plt)=tp

n L
prvii impulzovd veta — vztah medzi impulzom vyslednej sily pdsobiacej na
siistavu hmotngch bodov (leleso) a zmenou hybnosti tejto sdstavy.

prwi pull)'lnvﬁ rovnica - vcklomv;‘r vzfah medzi siftom vietkfch vonkajifch
ich na sdstavu hm bodov (alebo teleso) a zmenou hybnost
Ie|lo siistavy za jednotku asu (L] 1:3 derivicion podla asu).
Tyka sa otdavého (rotainého) pohybu sistavy hmotngch bodov, resp. telesa.
Pri opise lakjchto pohybov sa poukivaji daliie ddleité velitiny, ktoré uvedieme.

Ak na teleso pdsobi vonkajdia sila, z hPadiska jeho otilania je délefité, v
ktorom bode na teleso psobi. Preto sa zaviidza velidina moment sily (M) vehladom
na urkity vataing bod ako vek i micin polohového vektora pdsobiska sily a
phsobiace] sily:

M=r=F.
Ma opis dynamiky oti¢avého pohybu telies sa poukiva moment hybnosti (L),
ktory sa pre hmotny bod zavidza ako vektorovy sidin polohovéhe vektora hmaotného
bodu a vektora hybnosti kmotného bodu:

L=
Dcnvécmu velahu 4.1.35 dnmneme vu’ah medzi momentom hybnosti a

E=1[i'xnn'}=(£mu:n-] + rxm]=[vxmvj +{rfl=0+M=M ,
' dr dr
(4.1.3.6)
tile M =:—L . Pre sistavu hmotnych bodov sa moment hybnosti zavidza
t
veklorovym sittom momentov hybnost jednotlivich hmotngch bodov:

L= E‘:L‘ Zr‘xm v, .
=
m=dL
dr

&o je druhd pohybovd rovnica sistavy hmotnych bodov (telesa).

Integriciou druhej pohybovej rovnice dostaneme druhi impulzovi vetu pre
sistavu hmotngch bodov:

I r

fMd:: fd{.-m,)-ur.hu E

' L

] 1

Podmienky rovnovihy hovoria &o teba splnif, aby teleso (sistava hmotngch

bodov) v inercidlngj sistave zachovdvalo svoj pohybovi stav. Pod polybovim
stavom telesa rozumieme jeho celkovi hybnost’ p a celkovy moment hybnosti L .
Celkovi hybnost' sistavy hmotnych bodov (telesa) predstavuje vektorovy sidet
hybnosti vietk§ch hmotngch bodov sistavy a celkovy, moment hybnosti vektorovy
sti¢et momentov hybnosti vietkych hmotngch bodov sistavy:

H= ZH Em L-if.,=ir_.xm,»‘
= -
Podl'a prvej pohybom rovnice (4.1.2.8), kiord md tvar

hybnost’ sistavy sa nemend, ak v¥slednd vonkajsia sila pdsobiaca na sistavu sa rovni
nule, Preto rovnost'
F=0
(4.142)

jepreou slistavy bodov (telesa).
Podla druhej pohybovej rovnice (4.1.3.8), kiord md tvar

Er

moment hybnosti telesa sa nemeni, ak visledn§ moment vonkajiich sil pdsobiacich na
stistavu sa rovad nule. Rovnost’
M=10
4143
je druhou podmienk

Pri splneni svoju hybnost’
a svoj moment hybnost (z]ednudum ale nie celkom presne mbfeme povedal’ Ze
zachoviva rjchlost’ svojho pohybu o uhlovi rychlost svojho otitania). To znamend,
¥e v inercidlne] sdstave nemusi byt v pokoji. Preto sa v Iakomw prfpade hovon o
dynamickef rovmovdhe telesa. Podla toho v
ktory klesi kon¥antnou r¥chlostou, alebo rotor elektromotora, kmrj sa otifa
kondtantnou uhlovou richlostou,

Popri dynamickej rovnovihe sa najmd v strojirstve a stavebnictve hovord o
statickej rovnovihe, kiori navyie vy!ad.up ahy I:I.cw v :ianq vzi'aknej siistave bolo v
pokoji. Aj v tomto pripade nevyh ! telies s rovnice
(4.14.2) a 4145

Pri posudzovani situdcie, & teleso miZe byt v rovnovihe, treba obyZajne ndjst
visledni silu a visledny moment sil, ktoré pdsobia na teleso. V tejto sivislosti sa
hovor o redukeii sil v telese. Podla prisluinej vety Pubovel'ny potet sil pisobiacich
v réznych bodoch na teleso moEno nahradit’ jedinou silou, pdsobiacou v bode
ktory si vyberieme, a jedinou dvejicou sil.

Kinetickl energiu telesa definujeme ako sifet kinetickych energii T, jednotlivich
hmotayeh bodov:

i, mlsmvy' h bodov (telesa).
hidvoch teleso zachovd

T=i?. = il”'z": =l£"'1 (b, @) =lm:i"'lbﬁ= “1'-“”! .
] ial 23 2= 2

Kineticki energia telesa otdtajiiceho sa okolo osi sa teda vyjadruje vatahom
T= —.-J’m’,
2
kde vjraz

J=Ymb}
kel



