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Moment zotrvaénosti telies, ktoré maji  jednoduché symetrické tvary so
spajitym rozlolentm hmoty sa polita nie sumdciou ako vo vzfahu (4.2.1.2), ale
integriciou cez objem telesa:

I=[xdm,

J=Jr + mb’
Steinerove vetu moino pomeme Tahko odvodit’ v pripade, Ze ide o teleso v tvare
rovinného dtvaru, Na obrizku (4.2.2.1) sid zndzomené dve rovnobeZné osi kolmé na
rovinng itvar, jedna prechddza jeho fatiskom T, druhd bodom O . Malym knifkom
je zndzomeny hmotny element (hmotn§ bod) telesa, ku ktorému idd polohové vektory
r: . resp. f;. Polohovy vektor bodu T vzhladom na bed O je cznadeny ako b .
Medzi vymito vektormi plati vzfah r, = b + £, takde do definiéného vetahu (4.2.1.2),
dosadime viraz: (r, ) = (b +6)" = (b +)-(b # £) = b* + 17+ 2(b 1) :

5= gmlbf -gm_(r,)* - gm_(b w1y '.‘Z.”"F + ;m

To=b Sme Tme =M+ 1,

i =

i+ Ziml(b-tl T

Sm=m, ):ms.-—*

Eng [b-:,):b-zm,.i, =0

= - i

Posledny vyraz sa rovnd nule preto, lebo sumiciou, ktord v flom vystupuje, sa
potita polohovy vektor Pafiska - v tomto pripade vzhladom na fadisko, &o musi dat’
nulovy visledok (poeri vefah 4.1.1.4).

Steinerove vetu si mbdeme overit' pomocou visledkov prikladov 4211 a
4.2.1.2, v ktorgch si vypoliiané momenty zotrvalnost wyle vzhladom na dve
rovnobelné osi, prifom jedna prechddza fafiskom. Moment zotrvadnosti vehTadom na

Rychlost poklesu amplitidy s Casom sa ch:ral:m':xuye podiclom dvoch po be
nnsleauliuch mmmilmch vychyliek, bo je viastne to me. podac

r§ , Casovo Jjednu periddu b pohybu:
120 Cepbbsinirg)
Y6-T) - Complbus Disintat=Tyvel 0
Prirodzeny logaritmus tohto podielu
&=1Ink = M"

ognabovany pismenom 8 sa nazyva log velkosti
dvoch po sebe nasledujiicich maximalnych vychyliek ziskame velifine & , z ktorej
moZno vypoditat’ koeficient timenia b

Amplitida vysledného vinenia bude nulové, ak cos(@/2) = 0, 8o nastane, ked
e=(n+l)z,
alebo pri vyjadrend pomocou vzdialenosti zdrojov vinenia:
xe=(In+ A2,
Slovné v ie tfchto podmienok hovori, Ze inverf pri skladani
dvoch vfn nastane, ak si viny v mieste skladania fizovo posunuté o nepdrny nisobok
polperiady, resp. ak sa vedialenosti zdrojov vinenia od miesta interferencic lidia o

nepémy nésobok polovice vinovej dizky. Takémuto pripadu sa hover deftruktivna
interferencia.

os prechddzajicu taZiskom tyle je Jr= (1/12)mL’, moment zotrvacnosti
na os prechddzajiicu krajom tyée je Jo = (1/3)mL?, pritom vzdialenost medzi osami je
b=(Lf2). Podla Swmqu vety v tomio pripade skutolne platf Jo = mb’ + Jr,
o éom sa Tahko T hodndt Jr a Jo.

16L=|Z-|;L=.Eq:nxm'v'

Le=rxmv=(z+h)x[m(@xh)=mz+h) =[(@xh))=
= {mz x [(@x b )]} + {mh x [(@x h)]}=

={maz-h)-mhiz-ar}+{maih-h)- mhie-h)}
L=mah -h)-mhiz- a.!=m’|w miz-ahh = L, + Ly

L=L 41, = Z(m,+2(m~mzm +Zm.h{zm}

Lo=Jo J =):m,n,’ L -Zm,h.(z,w)
sl il

17 Fodladrubej pohybovej rovnice

= _diL +L) _AaL  di, _d(Je) "1\_!“_&
dr dt

de dr dr dr
M=M,+ M,
M, = Ja

&0 je pohybovd rovnica telesa na pevnej osi
18 "'~ "'r W+ (wxn)

E, Z m, v} —Z— vy + (x)f =

=}:Em_ v§+Z—m,[mxr,}’+2r,v[iwx£m;,]
&1 1
Eami=3(Em i

&1

g.:im,!alx!‘f wéam
vy -[%mxilm‘.;,] =vy -wxg‘m,l', =

1 1
E, =5m vi +5-"1 o

laer,, +1,0F =§%m.{mt.,}’ -f%w’ m 1, =%J, o
; -

shstava, pri ktorej zévislost
vychylky od dasu sa vyjadrch pomocou funkeii sinus, alebo kosinus

F=Fj=ma=maj F,=ma = -mo'y =-ky m‘—;'“-b'
d
k’— mo? !
d__"+_y o dife jdina rovnica
dr?
.k
Dy a>;sm\l':r DY yzo)w:sJ_

a) () = sin (o) b)  ya = cos(o)
WO = Ap() + Byalf) = Asin (o) + B cos{oxr)

Kondtanty A4 a B vo vicobecnom riedeni (4.1.2.7) diferencidlnej rovnice
zévisia od potistoénych podmienok. Nech v okamilu 1, =0 mé oscilitor vichylku
¥ = v, & richlost v, = v,. Potom pre okamih 1, =0 podl'a rovnice (4.1.2.7) plati:
¥, = B. Vychidzajie z rovnice (4.1.2.7) pre rychlost’ plati :
vy = Aw cos (of) - Bo sin{or)

WO = (v, ) sin (i) + y, cos(we)
M) = Csinfat + ¢
i =A sm{mr} + Beos(ad) = C cos(p) smjm!) +C sin{yp) cos{ens) = C sinfenr + @)

litiid ického pohybu)
@ ume frekvencia
(et + ) fiiza
9 Sfiazavé posunutie .
w=2xf, T=1f
E = {IJ’Z) m’

E,=W= ]de _[kydyp;g-’ W) = C sinfor + p)

wlf) = (dyfdr) Cmeusth 9)

Pre iickil a pre potencidlou energiu tak d vyrazy :

E = (172)m C %0 cos(or + g),

E, = (U2 kCsinf(or+ @) = (1/2) mos® C ¥ sin’(et + )
Pri vipodte potencidlnej energii sme vyulili vzfah k = mo®. Stifet kinetickej a
potencidlne] energie sa preto rovnd vyTazu
E = (112) m C o’ [ sin(ot+g) + cos(ar+g)] = (12)mC®,
E = (12) mCw®

20F| =-ky

Fi=ckv, =-k(dy/d)
d'y . dy
m?=}“+}-)=—l"y—kad—:

P § roveica L
Vieobecné rickenie diferencidlnej rovnice b i il méi
potom tvar :

y=Aexpla) + A oxplagt) = A, expl(-b+ B 0]) 11+ 4 expl-b- b)) 1] =
=expl-bi)[4, exple b -0])+ 4y exp(-14fb7 - )]

Podl'a vedjomnej velkosti velidéin & a a, rozli3uji sa tri pripady rieSenia :

a) B - @, < 0 - periodicky tlmeny pohyb

b) B - @ >0 - neperiodicky timeny pohyb

¢) b - @ =0 - prechodny (hranitny) pripad .

- 24l of 2] o ).
u(x.r)=““"[°{"‘7 _] { ]

Na ziklade vzrahov (4.2.3.4) 2 (4.2.35) vidno, % frekvencia vyslednej viny je
rovnaki ako frekvencia skindajicich sa vin, fizové posunutie vislednej viny je @ /2,
pridom o ampli slednej viny rozhoduje Slen cos(p 2), ktory ¢3te mokno upravit:

oos[g] = m[%] = ws[ﬂ] = ws[xi] == x=ni
2 v i

2v

b= (UM Ik 26 Christian Doppler ho objavil v roku 1842, ked pdsobil v Prabe. Ide o zévislost
. frekvencie vnimaného zvuku od rychlosti pohybu zdroja zvuku a rjchlosti pohybu
215 = F, sinf) pozorovatel'a. Predpokladajme 2¢ nefilka vietor, tak?e vaduch korfm sa zvuk 3ir, je v
Fi=-hy, Fi=-khvw =-hidy/d), F=F sin) pokeji vzhfadom na siradnicovi sistavo spojend so zemou. Vzhisdom na tito
siistavu budeme opisovat’ d'aldic deje.
Nepohybujiic sa adroj zvuku Z nech opakovane vysieln vel'mi kritke zvukové
"‘d—;'— F+ B+ Fy=—ky- *:d—‘*F’m@') signdly (impulzy), s Zasovym intervalom 7 medzi dvomi po sebe masledujicimi
iy :mpulz‘aml Frekvencia kiorou signdly vysicla, je preto /= 1/I'. Pozorovatel’ P
—+2b—+m J"——!“'m') R od zdroja, vnima prichidzajice impulzy s
dr* frek iou  ako boli vysi iba viedy, ak aj on je v pokoji. Ak sa viak
-Cm’( Br) sin (et w) + A sin(C - §) zdroj, pozorovatel, & obaja pohybujii (ku sebe, alebo od scba, nic kolmo na ich
@)= pisl] A—f'- 1 spojnicu), frekvencia impulzov vaimand pozorovatelom sa meni.
tgtb)= i A m Ryehlost zvuku vo vzduchu oznalime pismenom ¢, rychlos zxtn]n' Kladnom
dnicovej siist ( k p
me“ "d'm‘ 2o ked‘ " l'mk\m € voucujiice; sily priblizuje v, rvchlost v I:I:dnc:nwmm o5l X plsmcrmm v. Posidime nwh:l'k;
itavého pohybu A dosahuje maximum, PﬂP@dD\"-
il k P:esnﬁtmdmmmmﬂmi&e:nmmmkmm ked' nijdeme A=el Ap= cT-ul = (c-u)l T:Ji s ET
ry, St A ) Vysledkom je vzi'ah medzi fasovymi i Imi i L
o = 0, =foi 28 Pre prisluiné frekvencie (provritené hodnoty emmh |||.l=rva]uv] dostivame
dn vysledok
Pri skladani rovnobelnych kmitavich pohybov netreba pouZivar velaorovi . e=v
symboliku, stadi pousit’ siradnice vektorov v¥ehyliek Feomk
u= oyt A) Ak je zdroj v pokoji (1 = 0), a pozorovatel’ sa od zdroja vzd'aluj
) . . ja sje (v > 0), tak
w = Asinfw) 2 w=Bsin(or+e) i vnima niZ$iu frekvenciu ako zdroj vysicla:
u(f) = Asinfof) + Bsin(os+g) = A sin(of) + B sinfor) cosp + B cos(mi) sing =
. c=-v
={d + B cosp) sinfms) + (B sing) cos(md) = J o= i
~Cinfor+a) . B) Ak sa pozorovatel k adroju pribliZuje, (v < 0), vnima vy3iu frekvenciu:
(A + Beoosg)=Ccosa, (Bsing)= Csina . o+
tgla) = (Bsing) /(4 + Beosp) , =A™+ B + 248 cosp L iicryal 4
Vysledk kladania je kmitanie s vyslednou amplitidou
od vzijomného fizovéno p ia skladanjch kmitavych pohybov. Zo o } ; :
vaorea (4.1.6.3) napriklad vypljva, 3¢ ak amplitidy skladengch kmitavych polybov Fal ¥} 2ic Bekvencia nadabids dvainiabal Bodooth
st rovnaké tj. A = B, a fizové posunutic nulové, viedy vislednd amplitida ¢ = Ak b3
Ak by fizové posunutie p = 1, v¥slednd amplitida by bola nulovi. C) Ak je m::v?r::m:oﬂ (v = 0) a zdroj 5a od neho vzd'aluje (u < 0), pozorovatel’
u(t) = A sin{ens) + A sin{anf) = 24 sin[{ent + enf) | 2] cos [(ant - anf) /2] : v
Ak je rozdicl frekvencii (@ - ay) maly, tlen s kosinusom sa mdZe priradit k L Py S
amplitide, 2 situdein chipar tak, 2e amplitida sa s tasom pomaly periodicky meni,
pritom vlastné kmitanic m4 frekvenciu (anten) /2 (obr. 4.1.6.2). Takéto kmitanic Ak rjchlost zdroja dosizhne rychlost zvuku, vnimané frekvencia bude polovitna.
dostalo nézov rdzy .
Skladanie kolm§ch kmitavich pohybov D) Ak je pozorovatel v pokeji a zdroj sa k blizu
h N L N . e 3ji & zdroj sa k nemu pri sje (1> O), pozorovatel vnima
Ak ide 0 kmitavé pohyby s uhlgvou | ¢ @, amp A vySiu frekvenciu:
a B, ktoré si fAzovo navzdjom posunuté o ¢ , zapideme ich v tvare : - T ;
x) =Asin(o) . WO = Bsin(ot+q) =
Vysledok skladania, L. tvar &ary, po kiorej sa v rovine (xy) b«k pohybovat’ Kritickd situdcia nastane, ak sa zdroj g je k p Tovi rchlostou zvuku,
oscildtor, zavisi od hodnoty fizového posunutia @ . Uvedieme dva Specidlne pripady. Viedy vietky impulzy, kioré zdroj poe.s priblizovania k pmnmrm. vyslal,
pridu k nemu naraz. Pri & — ¢ vnimand frekvencia rastie nad vietky medze.
Ak g =0, pre podiel vichyliek v navzijom kolmych smeroch plat
) _E =8 27 S mym
Frr et 1) ‘x(!) A= jr dr A=-£G—!:_g—=r-dr
Ak o =x2, plati W) = Bsin(ew+r2) = Beos{ot) . Potom < <
=-j6’"":2 rodr == [0 ydr - Gy, [41 = _(:m,m,[_L+L]
(1A% 4 6F 1 B) = sin'(ef) + cos® (we)= 1, BT BT wr e T
1.1
a daliou dpravou : == Gy m,[-¥+g}- = (Wi ~Wyg)
x (f] PO}
B =1 Wir)=-G M™ye, resp. W’(r]=-GM+W_
r
m
&o je rovnica elipsy. V Specidlnom pripade, ak by 4 = B, oscildtor by sa v rovine Wyr) =-G ':"’ W, = Wyle)=0+W, = W,=0 W)= G-—' =
(x,y) pohyboval po kruZnici. i ditaéného pola - veliting urlend podielom snl
. g y
Oba pripady st mmézomené na nasledujiicom obrizku 4.1.6.3 pisobiacej v danom bode pola na Easticu a hmotnosti tejto Sastice; md rozmer
" : rfchlenia, jednotka m/s.
gravitaénd potencidlna energia — vzijomnd potencidlna encrgia dvoch telies,
ktoré na seba pdsobia iba gravitangmi silami. S rasticou vazdialenostou medzi
n . telesami sa zvatiuje; jednotka — joule (1)
29 Fi=pSi a FB=ph  AV= S = 586
o om 4155 W=F Al - F, sz = pSAL - pSAL = PV -pav
W=AE=({pAWy, +pAVey,) - (1pAVY +pAVR Y, )
Ak skladime dva na seba kolmé kmitavé pohyby s rozmymi frekvenciami | PAV = p, AV = (1oAY, +pAVEY,) - (1PAVY +p8VE 3,)
zaujimavé vysledky dostaneme iba ak pomer tychto frekvencii sa rovnd pomeru 1ov} +pgy, +p = {pv,z +08y,+p,  Lpv +pgy+p= kondt
malych celych &sel, napr. 2: 1, 3:2, a podobne, Krivky, po klorfch sa v rovine V = aRT
(:.;v] vwdy pohybuje oscilitor, sa nazyvajli Lissajonsove krivky (obrazce). Na 30 P 1 ® N R
obrizku si pripady pomeru frekvencii 2:3,1:3 a 3:4. pV=aRT = p=FaNAN—T = p= FN—TEP‘- nkyT
. [ p = nksT N
||. ;I | Stavové rovnica sa uvidza aj v inom tvare, Pri nasledujiieej dprave stavovej
I | | rovnice budi vyw¥ité tieto vztehy:
| i \ ih - Celkovy potet molekil plynu N = aWy sa ziska sttinom poétu mélov a s
l |F i) Avogadrovou kondtantou Ny , lebo Avogadrova kontanta vyjadruje podet molekil
r I \/ \ i‘| v jednom méle litky.
| ! ii - Ked celkovy potet molekil N vydelime objemom plynu ¥, dostaneme hustotu
Il ; I” | pcm molekil plymu n = (N /F), &ide potet molekil pripadajiici na jednotkovy
S ' ) - Pml molimej plynovej k R a Avogadrovej ky=RINy ., je
5 : al i Boltzmannova kondtanta (k = 1,38 - 10 JK).
u,{x..r):dsm[a{r—;} i . uy(x,r)= Asm[n{ —] J Vyu#itim uvedenych vet'ahov dostaneme :
v
) AH= - -.2 Alfy= 2mv,  z=t/An=(1¥ )
kladnom smere osi x by mali tvar: Foit mv,“ mhn 2 y ! R
AH, =z2mw=—L2mv, =— }"“’:
. X, . x| @ 2 2k b 21
:«.(n)-As-nLn{r—~]}. s (1) = Asin s{r— : ] =Asm[«{r--;]+~;*- Mty =25 G+ o+ o+ )= ot 4 041 4.
9= o +v] +4d +_,J=%v,’ , vktorom w,= iwf(—;f_;v} +vi 4 avh)
Vislednd vichylks a(x), po sitani vichyliek vyvolangeh jednotlivimi vinami sa HN1_, 2N '
rovni: AHynm ——=m 3 —_——
b 32 b3
ulx0) = uy(x.0)+ uy(x0) = Ash\[ﬁ{ -i]]+ m[a{;-—]w] s=(12my  Usim(fevivorm)=imi =Ne
v L PR
sine +sin = 2 sinf(a + A12] cosl(a - HY2] 34 Ve = palbs =gV

=¥ l__[yx-«-n P'-—d]-

m 1
jp a¥ = ]n". o = [_H]
=—_||P|V|—P1|":}

Pricu pri adiabatickom deji moZno vyjadrif aj vywsitim vztahu (5.3.6.1), teda vetahu
pd¥=-CydT:

2 2
= [pav = -_(c, 4T =-Cp (T = T)
1 L}



