Diskrétna Fourierova transformácia - DFT
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”presný” výpočet spektra


� EMBED Equation.2  ���


nahradíme takto: � EMBED Equation.2  ���(t


� EMBED Equation.2  ���	alebo alternatívne (po zavedení:� EMBED Equation.2  ���)	� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���- je periodická postupnosť. Je totiž: � EMBED Equation.2  ���, kedže N( =2p , a k =0,(1, ( 2, ( 3, ( 4, ... Vzhľadom na to, že pri “presnom” výpočte korešpondujú vzťahy


	� EMBED Equation.2  ���	(	� EMBED Equation.2  ���


a � EMBED Equation.2  ���, na rozdiel od � EMBED Equation.2  ���, netvorí  periodickú postupnosť (pri rastúcom n  dostávame nové a nové hodnoty� EMBED Equation.2  ���), môže pri aproximovanom výpočte (s periodou N) prebiehať sumácia, ktorou vyjadríme priebeh � EMBED Equation.2  ��� v časovej oblasti  len cez N hodnôt (-N/2+1 … 0 …N/2) pretože je len N rôznych koeficientov� EMBED Equation.2  ��� - sumujeme analogicky výrazu� EMBED Equation.2  ��� počítanému v hraniciach (-( … 0 …( ),  a využijeme pritom� EMBED Equation.2  ���,


	� EMBED Equation.2  ���	(	� EMBED Equation.2  ���


Frekvenčná oblasť -   postupnosť N - rozličných	 Časová oblasť - spojitá funkcia času


	hodnôt� EMBED Equation.2  ���	 - dáva hodnoty pre ľubovolné t.


Koeficienty � EMBED Equation.2  ���, a � EMBED Equation.2  ��� sú reálne čísla, (sin(np)=0). Keďže ostatné koeficienty (každý z nich má dve zložky)  sú komplexne združené � EMBED Equation.2  ���- predstavujú koeficienty � EMBED Equation.2  ���- práve N “neznámych” ktoré môžu byť jednoznačne určené na základe N známych hodnôt - vzoriek � EMBED Equation.2  ���.  Vďaka periodicite koeficientov � EMBED Equation.2  ��� môžeme sumáciu (cez N-členov) posunúť o ľubovolný počet členov bez zmeny jej výsledku. Ak teda posunieme obe hranice sumy o N/2-1 členov, bude pre ľubovolné (spojité) t:
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V okamihoch vzorkovania � EMBED Equation.2  ��� dáva aproximácia hodnoty � EMBED Equation.2  ��� ktoré tvoria opäť postupnosť N čísiel. Aby sme overili konzistentnosť priradenia � EMBED Equation.2  ���, treba dokázať, že priradenie postupností je jednoznačné, teda: � EMBED Equation.2  ���, alebo že� EMBED Equation.2  ���. Do výrazu pre � EMBED Equation.2  ��� dosadíme za sumačný znak namiesto symbolu � EMBED Equation.2  ��� jeho vyjadrenie vo frekvenčnej oblasti (pomocou hodnôt� EMBED Equation.2  ���) pričom sčítací index označíme symbolom ( (namiesto pôvodného (), a okrem menších úprav, zameníme poradie sumácií:





� EMBED Equation.2  ���


Je zrejmé, že ak ( = (,  predstavuje posledná suma v { } N-krát opakované pripočítanie čísla 1. Jej výsledok je číslo N a teda � EMBED Equation.2  ���. Jednoducho sa dá ukázať, že pri ( ( ( je táto suma nulová, ak využije vzorec na súčet geometrickej postupnosti (kvocient � EMBED Equation.2  ���, prvý člen � EMBED Equation.2  ���, posledný člen� EMBED Equation.2  ��� a súčet � EMBED Equation.2  ���)





V zjednodušenej anotácii - vynecháme horný index “A”, a píšeme:


Časová oblasť - spätná transformácia	Frekvenčná oblasť - priama transformácia	


Postupnosť reálnych čísel (N - prvkov) � EMBED Equation.2  ���	N - periodická postupnosť komplexných čísel� EMBED Equation.2  ���





	� EMBED Equation.2  ���	(	� EMBED Equation.2  ���


vyjadrená pomocou N komplexných koeficientov� EMBED Equation.2  ���,	vyjadrená pomocou N reálnych vzoriek priebehu� EMBED Equation.2  ���.


Pritom: � EMBED Equation.2  ���.  Toto sú vzorce DFT - priamej a spätnej diskrétnej Fourierovej transformácie.





Naproti tomu, pôvodnú formulu
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- známu aj ako Ashworth-Harissonov vzorec, možno využiť na približné stanovenie koeficientov Fourrierovho radu ak je priebeh� EMBED Equation.2  ���zadaný N-členmi postupnosti jej hodnôt� EMBED Equation.2  ���. Pritom treba mať na pamäti, že � EMBED Equation.2  ���, kde F0 je stredná hodnota (jednosmerná zložka) priebehu. Ďalej je dôležité uvedomiť si, že index n v poslednom výraze (určuje poradie harmonickej zložky) nadobúda v tomto prípade len hodnoty � EMBED Equation.2  ���. Vráťme sa k pôvodnému zápisu (s využitím:� EMBED Equation.2  ���) a opäť zoberme namiesto “presného” vyjadrenia� EMBED Equation.2  ���, podobne ako sme to urobili prv (� EMBED Equation.2  ���), konečnú sumu ale s pozmenenou dolnou hranicou  � EMBED Equation.2  ���, pričom sme opätovne využili reláciou� EMBED Equation.2  ���. Dostaneme vyjadrenie funkcie f(t) pomocou Fourierovho radu� EMBED Equation.2  ���.
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V tomto rade je spolu N -neznámych parametrov: FoA, FN/2A , pričom (N/2 = 0 (ako vieme, koeficient� EMBED Equation.2  ��� je reálny) - a ďalej F1A, F2A… FN/2-1A a (1, (2… (N/2-1, (2(N/2 - 1) + 2 = N). Tieto parametre sú (približne) určené z N hodnôt vzoriek priebehu � EMBED Equation.2  ���. Treba si uvedomiť, že na určenie N/2 harmonických zložiek (fáza poslednej je nulová) sme potrebovali práve N vzoriek. Čím viac bude vzoriek, tým presnejšie budú určené jednotlivé harmonické zložky. Ak sa má určiť práve k - harmonických zložiek, potrebujeme prinaj-menšom 2k - vzoriek. Inými slovami, vzorkovacia frek-vencia má byť najmenej dvojnásobne vyššia ako je frekvencia najvyššej zložky obsiahnutej v analyzovanom priebehu - toto je známa Shanonnova (vzorkovacia) teoréma. Názorne to vidieť v hornej časti na obrázku vľavo, ak nemáme smolu a nevzorkujeme práve v okamihoch keď priebeh najvyššej harmonickej zložky nadobúda nuly, dostaneme evidentný dôkaz o jej existencii  -  striedajúce sa kladné a záporné (hoci rovnako veľké) hodnoty. Pri vzorkovacej fekvencii rovnakej a nižšej ako je frekvencia najvyššej zložky (na obrázku dole) - dostali by sme vždy rovnaké (neoscilujúce) hodnoty a nevedeli by sme ich odlíšiť napríklad od (systematickej) chyby  merania.








