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1: LDKI systémy- opis v časovej oblasti, prenosová funkcia, frekvenčné charakteristiky
Lineárny- Odpoveď systému na vstupný signál je lineárne závislá od prenosovej funkcie.
Diskrétny- Systém pracuje s diskrétnymi / digitálnymi údajmi.
Kauzálny- Je závislý len na vzorkách signálu x(n) pre n >= 0, h(n) je nulová pre n < 0.
Časovo Invariantný- Ak na vstupný signál x(n) odpovie systém y(n)=H{x(n)}, na signál x(n-k) 
odpovie systém y(n)=H{x(n-k)}= y(n-k). Čiže na rovnaký vstupný signál dá systém vždy rovnakú 
odpoveď.
Opis v časovej oblasti zabezpečuje diferenčná rovnica v tvare napríklad y(n) = 2x(n)+x(n-1)+y(n-
1)-2y(n-2), ďalej impulzová charakteristika h(n) vyjadrujúca odpoveď sústavy na Kroneckerov 
impulz (hodnota v čase x(n=0) = 1, inak x(n!=0) = 0) a prenosová funkcia H(z) = Y(z)/X(z).
Z diferenčnej rovnice dostaneme h(n) dosadením Kroneckerovho impulzu, potom h(n) = 
{y(0),y(1),y(2).....} prenosovú fuknkciu H(z) dostaneme pomocou Z-transformácie ((n) nahradíme 
(z), (n-1) → (z)z^-1, (n-2) → (z)z^-2...), potom H(z) = Y(z)/X(z). Z prenosovej funkcie dostaneme 
delením polynómov impulzovú charakteristiku. Odpoveď sústavy na vstupný signál dostaneme 
konvolúciou vstupného signálu x(n) a impulzovej charakteristiky h(n), h(n) otočíme a posunieme 
zľava ponad x(n).
Frekvenčné charakteristiky prenosová funkcia vo frekvenčnej oblasti H(z) -> H(e^jΩ) = H(Ω). 
• A(Ω) - amplitúdová frekvenčná charakteristika
• M(Ω) - magnitúdová frekvenčná charakteristika
• ϕ (Ω) - amplitúdová fázová frekvenčná charakteristika 
• φ (Ω) - magnitúdová fázová frekvenčná charakteristika
Platí, že |A(Ω)| = M(Ω) , H(Ω) = A(Ω)•e^jϕ(Ω), H(Ω) = M(Ω)•e^jφ(Ω). 

2: DFT, decimácia v časovej a frekvenčnej oblasti
Diskrétna Fourrierova transformácia priama a spätná   
Slúži na prevod navzorkovaného (diskretizovaného) signálu z časovej do frekvenčnej oblasti.
Na jej výpočet sa používa výpočtovo efektívny algoritmus rýchlej fourierovej transformácie FFT. 
Vzorky signálu sa vypíšu pod seba, očíslujú sa binárnymi číslami, následne sa tieto binárne čísla 
zrkadlovo obrátia a vzorky sa preusporiadajú aby nasledovali za sebou podľa nového číslovania.
Následne sa použije motýlikový algoritmus, ktorý má 2 varianty, navzájom si podobné. Pre n=8

decimácia v čase a  decimácia vo frekvencii.

Pre jednotlivé kroky sa N=2,4,8 potom k={0}, {0,1}, {0,1,2,3} pričom k prislúcha cyklicky k 
vzorkám, a každá vzorka sa prenásobí podľa vzorca e^(-j(2π/N)k). 



3: FIR filtre, opis v časovej a frekvenčnej oblasti, návrh
FIR- Finite impulse response, sú filtre bez spätnej väzby. Ak výstupný signál závisí iba od N 
vzoriek vstupného signálu, sústava je určite FIR.
Diferenčná rovnica a prenosová funkcia FIR filtra.

V prípade, že má diferenčná rovnica spätnú väzbu, určíme, či je sústava FIR alebo IIR z impulzovej
odozvy.  Ak je sústava stabilná a impulzová odpoveď na konečný vstupný signál je konečná v čase 
aj frekvencii, jedná sa tiež o FIR filter.
Návrh
Metódou skusmo- využívame znalosti frekvenčnej charakteristiky a vplyv núl a pólov na jej tvar. 
Je nepraktická, lebo nevieme presne určiť hranice pásma prepúšťania a tlmenia.
Metódou frekvenčného vzorkovania- Známu prenosovú funkciu H(Ω) navzorkujeme v rozsahu 
(0- 2π) a navzorkovanú HDP(k) prevedieme do časovej oblasti pomocou IDFT resp. IFFT. 
Získané vzorky upravíme tak, aby sme sa
zbavili nekonečnosti impulzovej
charakteristiky. A to napríklad posunom
získaných vzoriek tak, aby sme dostali
symetrickú charakteristiku. 
V praxi sa to realizuje použitím vhodnej
oknovej funkcie w(n). Skrátenie
impulzovej charakteristiky má za následok zvlnenie prenosovej charakteristiky. Rôznymi typmi 
okien ovplyvňujeme veľkosť zvlnenia reálnej charakteristiky. Čím širšie okno použijeme, tým viac 
vzoriek h(n) sa pretransformuje na H(Ω), a tým dostaneme strmšiu magnitúdovú resp. fázovú 
charakteristiku. Navrhnutá H(Ω) sa síce bude 
trochu líšiť od zadanej požadovanej, ale vieme 
zaručiť, že práve v bodoch vzorkovania sa 
určite budú zhodovať. Kvalita takto
navrhnutého filtra sa dá zlepšiť hustejším
navzorkovaním požadovanej frekvenčnej
charakeristiky. 

4: Linearita fázovej charakteristiky, rozloženie koreňov, symetrizácia impulzovej char.
Lineárna fázová charakteristika nemení tvar signálu.
Impulzová charakteristika musí byť symetrická alebo
antisymetrická okolo svojho stredu. Symetrizáciu
impulzovej charakteristiky dosahujeme preusporiadaním /
posunom vzoriek h(n). 
Podmienka kauzality vylučuje, aby bol IIR filter lineárny. 
Vo frekvenčnej oblasti závisí linearita od rozloženia
nulových bodov v Z-rovine. Túto podmienku spĺňajú 4
varianty rozloženia koreňov.

 



5: IIR filtre, opis v časovej a frekvenčnej oblasti, nepriame a priame metódy návrhu
Výstupný signál závisí nielen od vzoriek vstupného signálu, ale aj od predchádzajúcich vzoriek 
výstupného signálu. Diferenčná rovnica
a prenosová funkcia IIR sústavy: 
Nulové body predstavujú korene čitateľa Z0k a póly korene menovateľa Zxk. 
Nulový bod spôsobuje na charakteristike minimum, veľkosť minima je určená veľkosťou nuly a 
poloha je určená jej fázou. Pól spôsobuje na charakteristike maximum, veľkosť maxima je určená 
veľkosťou pólu (prevrátená hodnota vzdialenosti od 1) a poloha je určená jeho fázou. Aby bola 
sústava stabilná, musia sa póly nachádzať vo vnútri jednotkovej kružnice. Ak je pól priamo na 
kružnici, sústava je na hranici stability. Stabilitu zistíme pomocou Kroneckerovho impulzu, 
výpočtom koreňov menovateľa alebo delením H(z). 
Priame metódy návrhu
Metóda skusmo- využívame znalosti frekvenčnej charakteristiky a vplyv núl a pólov na jej tvar, 
pričom vieme, že póly umiestňujeme do vnútra kružnice, nuly môžeme umiestniť aj mimo nej.
Je nepraktická, lebo nevieme presne určiť hranice pásma prepúšťania a tlmenia. 
Metóda frekvenčného vzorkovania- Vychádza z tej istej metódy pre FIR filtre.
Nepriame metódy návrhu vychádzajú z poznatkov návrhu analógových filtrov
1. Najprv formulujeme požiadavky na diskrétny filter
2. Pretransformujeme požiadavky na normovaný analógový dolnopriepustný NDP filter.
3. Navrhneme analógový filter, nájdeme jeho prenosovú funkciu H(p).
4. H(p) následne pretransformujeme spätne na diskrétnu H(z). 
Metóda bilineárnej transformácie- vychádza z metódy bilineárnej Tustinovej transformácie, ktorá
slúži na mapovanie z „p“ do „z“ roviny. Požadovanú charakteristiku pretransformujeme na NDP. 
Následne pomocou jednej z metód (Butterworth, Čebyšev, Cauer) navrhneme analógový filter, 
ktorý spätne pretransformujeme do diskrétnej formy. 

6:Stabilizácia IIR sústav, fázovacie články, PLSI algoritmus
Fázovacie články- využitie pri stabilizácii nestabilných sústav, póly nachádzajúce sa mimo 
jednotkovej kružnice je možné nahradiť vhodnými pólmi nachádzajúcimi sa v jej vnútri. 
Nemožnosť stabilizovať póly nachádzajúce sa na jednotkovej kružnici (sústava na hranici stability)
a póly nachádzajúce sa blízko jednotkovej kružnice ( 0.9<abs(nestabilného koreňa)<1.1 ).
Výsledná prenosová funkcia Hvysl(z) = H(z) . Hs(z) ,pričom Hs(z) je prenosová funkcia fázovacieho 
článku. Čitateľ Hs(z) obsahuje nuly, ktoré sú rovnaké ako nestabilné póly, menovateľ Hs(z) obsahuje
stabilizované  póly,  ktoré  sa  použijú  ako náhrada  za pôvodné nestabilné póly. Nová  stabilná  
sústava  bude  mať  magnitúdovú  charakteristiku zhodnú  s  pôvodnou  sústavou.  Pozícia  núl  sa  
oproti  pôvodnej prenosovej funkcii nemení. Póly pôvodnej prenosovej funkcie a nuly fázovacieho  
článku sa navzájom znegujú (vyrušia).

PLSI algoritmus- Umožňuje aproximovať vlastnosti magnitúdovej frekvenčnej charakteristiky 
nestabilnej sústavy aj keď póly
prenosovej funkcie ležia na
jednotkovej kružnici roviny „z“.
Výhodou je, že môžeme stabilizovať
sústavy na hrane stability a môžeme
si zvoliť stupeň aproximačných
polynómov a tým aj presnosť
aproximácie. Nevýhodou je, že mení
magnitúdovú charakteristiku sústavy 
a s rastúcou presnosťou aproximácie
rastie výpočtová náročnosť.



7: Ortogonálne funkcie a transformácie, harmonické a neharmonické
Ortogonálne funkcie
x (t)=∑  y k .uk (t )k=0

N−1 k=0,1,2,...,N-1
yk → Váha, s akou sa signál nachádza v x(t), môže byť aj 0.

Spojitá ortogonálna transformácia OT
Systém ui(t) je ortogonálny, ak platí nasledovné 

Diskrétna ortogonálna transformácia OT
Systém uk(u) je ortogonálny, ak platí nasledovné 

Úplná množina Ortogonálnych Funkcií OF
Spojitá: Ak neexistuje u(t) také, že  

Spojitá: Ak neexistuje u(u) také, že  

Neúplný systém diskrétnych ortogonálnych funkcií sa
navrhuje pomocou Rademacherovej funkcie.
Pre úplnnú množinu dĺžky N počítame N rovníc o
N neznámych.

8: Homomorfné multiplikatívne a konvolutórne systémy, kepstrum, využitie pri obraze a reči
Homomorfizmus je zobrazenie z jednej algebraickej štruktúry
do inej tak, aby bola zachovaná dôležitosť štruktúry.
Homomorfné  systémy  sú  nelineárne  systémy,  neplatí
princíp  superpozície a proporcionality ako pri lineárnych. Vo
všeobecnosti homomorfné systémy menia typ operácií.

Multiplikatívne homomorfné systémy
Používajú sa na spracovanie obrazu- homomorfnú filtráciu. 
Logaritmická  operácia  transformuje  násobenie  na  sčítanie,
lineárna  operácia vykonáva  oddelenie  a  spracovanie
súčtových  zložiek jasu a  exponenciálna  operácia  vráti 
spracovaný  signál  späť  do  pôvodnej  oblasti.
Uplatnenie filtrácie v  logaritmickej  oblasti  má  svoje  opodstatnenie  aj  z  hľadiska  periférnej  
časti  ľudského vizuálneho  systému,  ktorý  intenzitu  jasu  obrazu  vníma  logaritmicky  
modifikovanú.  Teda oblasť logaritmu  intenzity  je v podstate ľudskému vizuálnemu systému 
bližšia ako lineárna oblasť intenzity. Výsledkom  môže  byť  napríklad  zvýšenie  jasu  zosnímaného
obrázku,  ako  to  je  znázornené nižšie.

∑
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∑
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Konvolutórne homomorfné systémy
Používajú sa na spracovanie reči- dekonvolúciu rečového signálu, ktorej cieľom je oddelenie 
charakteristík budenia od charakteristík vokálového traktu. Vzhľadom na efektívnosť tejto metódy, 
HMF sa postupne stali jedným z hlavných nástrojov spektrálnej analýzy rečového signálu, pomocou
ktorého vieme získať súbor parametrov, reprezentujúcich spektrálnu obálku. Tieto parametre sa 
nazývajú kepstrálne koeficienty a sú výsledkom tzv. kepstrálnej transformácie (KT), ktorá je 
charakteristickou transformáciou HMF. Pri návrhu HMF sa
hlavná pozornosť sústreďuje na návrh jeho charakteristickej, v
tomto prípade kepstrálnej transformácie. Základnou
požadovanou vlastnosťou KT je schopnosť transformovať
konvolúciu na všeobecnú operáciu  “#”, umožňujúcu
oddelenie signálových zložiek lineárnym filtrom. 
Kepstrum
Je výsledkom vypočítania inverznej Fourierovej transformácie z
logaritmu spektra signálu. 
Výkonové kepstrum, využívané primárne na analýzu reči
získame ako druhú mocninu IFT logaritmu druhej mocniny
FT signálu.
Jeho dôležitá vlastnosť je, že konvolúciu dvoch signálov v
časovej oblasti môžeme vyjadriť ako súčet ich kepstier.

Vznik kepstra z časového signálu.

9: Rekonštrukcia užitočného signálu zo šumu, potláčanie šumu, adaptívna filtrácia
Pri reálnych prenosoch rečových signálov, resp. už pri ich samotnom získavaní, často krát vystupuje
nepriaznivý vplyv šumu. V najbežnejšom a najhoršom prípade existuje len jeden kanál (jeden zdroj 
poškodeného signálu), t.j. šum a signál sú už v ňom zmiešané a ani o jednom z nich nemáme 
explicitnú informáciu. V takomto prípade nemôžeme použiť klasické adaptívne filtre, ktoré sa 
úspešne používajú pri existencií dvoch kanálov s rôznym odstupom signál/šum. Vyvstáva teda 
nutnosť odhadu charakteristík šumu zo zašumenej reči a na základe nich vhodne upraviť poškodený
signál. Na ich odhad môžeme s výhodou využiť prirodzené pauzy reči, čo je úloha detekčných 
algoritmov. Na potlačenie rušivého vplyvu aditívnych šumov známych charakteristík potom 
môžeme použiť napríklad Wienerovú filtráciu alebo rôzne modifikácie spektrálneho odčitania. 
Spektrálne odčítanie
Radí sa do skupiny metód kompenzácie šumu na signálovej či príznakovej úrovni.
Princíp metódy spočíva v odčítaní spektra šumu od spektra rečového signálu kontaminovaného 
aditívnym šumom, pričom sa predpokladá, že signál šumu nie je korelovaný s rečovým signálom. 
Tento signál je potom ďalej upravovaný v blokoch, tzv. mikrosegmentoch. Táto metóda je 
výpočtovo nenáročná a je veľmi účinná aj napriek svojej jednoduchosti. Pri signáli predpokladáme 
stacionaritu šumu alebo jeho pomalú premenlivosť v čase. Ďalej predpokladáme stacionaritu 
prenosového kanálu v zmysle nemennosti spektrálnych charakteristík v čase, prípadne dostatočne 
pomalých zmien týchto charakteristík v porovnaní so zmenami spektrálnych charakteristík reči. Pri 
splnení týchto predpokladov je možné vykonať odhad spektrálnych charakteristík nezašumeného 
rečového signálu. Nevýhody metódy spektrálneho odčítania spočívajú v nutnosti sledovania 
množstva odčítanej informácie. Ak odčítame príliš veľa informácie, môže dôjsť k strate časti 
rečového signálu a naopak ak odčítame príliš málo, signál bude stále obsahovať šum. Ďalšou 
nevýhodou je veľká citlivosť na zmeny spektra v šume. Existuje veľa modifikácií tejto metódy, 
ktoré sa snažia tieto nedostatky eliminovať.



Wienerov filter
Wienerov filter kladie požiadavku stacionarity ako na šum, tak aj na rečový signál. Návrh 
Wienerovho filra vychádza zo strednej kvadratickej chyby medzi originálnym rečovým signálom a 
odhadom tohto signálu. Odhad pôvodného rečového signálu je výstupom Wienerovho filtra.

Najobecnejší tvar Wienerovho filtra M (ω)=
Sxy(ω)

S yy(ω)

Kde M(ω) je frekvenčná charakteristika reštauračného filtra, Sxy(ω) vyjadruje vzájomné spektrum 
medzi originálnym a skresleným signálom a Syy(ω) je výkonové spektrum skresleného signálu. V 
obecnom tvare sa jedná o filter optimálny pre lineárne aj nelineárne skreslenie. 
Nasedujúci vzťah je súčinom inverzného filtra a Wienerovho
korekčného faktora, ktorý dosahuje hodnoty v intervale 
<0,1>. Cieľom použitia korekčného faktora je obmedzenie
amplitúdového prenosu v niektorých oblastiach. 
Kde G(ω) je frekvenčná charakteristika skreslenia, Svv(ω) je výkonové spektrum šumu a Sxx(ω) je 
výkonové spektrum pôvodného signálu. Keďže obe vzťahy predpokladajú prístup k pôvodnému 
signálu, ktorý väčšinou nie je možný, musíme ich modifikovať tak, aby obsahovali len členy, ktoré 
vieme namerať.  Wienerov filter môžeme potom popísať nasledovným vzťahom, ktorého všetky 
hodnoty poznáme.

Adaptívna filtrácia
Adaptívny filter je taký filter, ktorý v čase mení hodnoty svojich parametrov. 

Vo väčšine prípadov sa jedná o FIR filtre. Ako riadiaci algoritmus sa používa metóda najmenších 
štvorcov, ktorej snahou je minimalizácia odchýlky e(n) = y(n) – d(n). 
Obvykle v každom hodinovom takte upravujú koeficienty filtru tak, aby hodnotiace kritérium E 
konvergovalo k nule. 
Využívajú sa hlavne na potlačenie šumu, predikciu signálu,
identifikáciu neznámej sústavy a odstránenie echa.

Potlačenie šumu- v analógovom televíznom vysielaní na potlačenie „duchov“ v obraze, ako 
referenčný signál d(n) je použitý známy signál v dobe spätného behu. Rovnako sa využívajú na 
kompenzáciu skreslenia signálu prenášaného cez kanály s rôznymi parametrami a potláčanie 
úzkopásmového rušenia v meracej technike.
Identifikácia systému-

Po ustálení adaptívneho filtra je frekvenčná charakteristika neznámeho systému zhodná z AF. 
Koeficienty AF potom priamo zodpovedajú prenosovej funkcii neznámeho systému, respektíve 
koeficientom impulznej charakteristiky neznámeho systému.

M (ω)=
1

G(ω)

|G(ω)
2|

|G(ω)
2|+
Svv (ω)

Sxx (ω)

M (ω)=
1

G(ω)

Syy(ω)−Svv(ω)

Syy (ω)

E=∑
n=0

N-1

[ y (n)−d (n)]2



10: Rýchle algoritmy pre DSP- FFT, CORDIC
Sú to algoritmy, ktoré sú prispôsobené na rýchle výpočty na počítačoch

Algoritmus FFT, Radix 2, decimácia v čase. x(n) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}; N=8



Algoritmus CORDIC
CORDIC znamená COordinate Rotation DIgital Computer. Je to rýchly a efektívny algoritmus na 
výpočet harmonických funkcií a funkcií z nich odvodených. Jeho výhoda spočíva v tom, že pri 
výpočtoch využíva iba bitové posuny, sčítanie a odčítanie. To umožňuje hardvérovo realizovať tento
algoritmus na poliach FPGA s využitím menšieho počtu hradiel, než pri počítaní týchto funkcií 
rozvojom do mocninových radov. V praxi slúži primárne na výpočet goniometrických funkcií 
(sínus, kosínus) ale jeho modifikácie sa používajú na rôzne iné výpočty, napríklad odmocniny a 
iných. Myšlienka algoritmu vychádza z elementárnej práce sgoniometrickými (harmonickými)  
funkciami. Predstavme si jednotkovú kružnicu podľa obrázku:
Povedzme, že chceme vypočítať sínus a kosínus nejakého uhla φ.
Z obrázku vidíme, že platí : cos (φ) = x  sin (φ) = y
To teda znamená, že ak máme nejaký vektor, ktorý rotuje po
jednotkovej kružnici, tak jeho x-ová súradnica predstavuje kosínus
a y-ová súradnica zasa sínus uhla, ktorý tento vektor priamo zviera
s vodorovnou osou.  Myšlienka algoritmu CORDIC spočíva v
natáčaní štartovacieho vektora v0 (vyznačený červenou farbou) o
uhly δi tak, aby sa tento vektor po (i + 1) krokoch stotožnil s
cieľovým vektorom v (vyznačený čiernou farbou). 

Ešte je nutné dodať, že výsledný uhol 
Ak je pred čiastkovým uhlom δi = arctg  (2^-i), i>=0
kladné znamienko (uhol vi+1 zväčšujeme), tak v matici 
R’ sú pri záporných mocninách dvojky pôvodné
znamienka, ale ak je pred čiastkovým uhlom δi
záporné znamienko (uhol  vi+1 zmenšujeme), tak v
matici R’ sú pri záporných mocninách dvojky opačné
znamienka. Je potrebné si uvedomiť, že násobenie
zápornými mocninami dvojky je možné realizovať
obvodovo posúvaním bitov vľavo a výsledné
násobenie konštantou sa dá realizovať zmenšením
zosilnenia na požadovanú hodnotu. Hodnoty čiastkových uhlov môžu byť uložené natrvalo v 
pamäti. Teda na výpočet skutočne potrebujeme iba súčet, odčítanie, posuvy a prehľadávanie 
tabuľky v pamäti.

Vypočítajme algoritmom CORDIC cos (63) a sin (63) na k = 6 krokov.
Platí :  63 = + 45,00 + 26,57 - 14,04 + 7,13 - 3,58 + 1,79 
Tam, kde je pred uhlom kladné znamienko uvažujeme mocniny dvojky v matici R’ spôvodnými  
(hornými ) znamienkami, ak je pred uhlom záporné znamienko (tretí a piaty čiastkový uhol),  
uvažujeme mocniny dvojky s opačnými (spodnými) znamienkami. Ďalší výpočet je potom takýto.




