Diskrétne ortogonalne transformacie

Uvod do problematiky:

V realnej praxi sa nevyuziva zapis transformacii pomocou rovnic, pretoze by to bolo zdihavé.
V pocitacoch sa tym padom vyuziva skor maticovy zapis, ktory je prehladnejsi na interpretaciu
a hlavne vypoctovia jednoduchost’.

Pozrime sa napriklad na naSe staré zname DFT. Klasicka rovnica ktora by ste uz mali poznat’ :
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X(k) = %Z x(n)e TN
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Po rozpisani pre 8 vzoriek, kazdy riadok este treba podelit’ N aby to suhlasilo so vzorcom, to
isté plati aj dole pri matici:

2T 2T 2T 2T 2T 2T .21 2T
X(0)=x(0) e’ B +x(1) e B +x(2) e B0 +x(3) e BT 0 4 x(4) e B 4+ x(5) e VB 0 4 x(6) eV B 04 x(7)- VBT

2T 2T 2T 2T 2T 2T .21 2T
X(1)=x(0) e’ B +x(1) e’ B " +x(2) e B 4+ x(3) e B 4 x(d) e B 4 x(5) eV B 4 x(6) eV B O 4 x(7) e TB T

2T 2T 2T 2T 2T 2T .21 2T
X(7)=x(0) e’ B +x(1) e’ B Y +x(2) e’ B 7 +x(3) e B 4 x(4) e B 4 x(5)- eV BT +x(6) eV B T 4 x(7)- VBT

Takyto zapis by vas nemal prili§ prekvapit' , kedze prepisanie predchadzajucich rovnic do
maticového tvaru:
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Vektor napravo predstavuje vstupné vzorky signalu. Vektor nalavo predtsavuje vzorky
v spektre. Vel'ka matica vstrede sa nazyva transformacna matica. Matica k nej inverzna sa nazyva
matica bazovych funkcii. Pomocou bazovych funkcii dokdzeme rekonstruovat’ akykol'vek signal. Ak
by mudre hlavy zaujimalo ako to vlastne vyzera, pozrite sa na nasledujici obrazok. (plna Ciara je
cosinusova zlozka, ¢iarkovana sinusova zlozka)
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Mnozina bazovych funkcii je Gplna, ak neexistuje ziadna d’alSia funkcia, ktora by bola s nimi
ortogonalna. (Alebo v pripade maticovych zapisov - d’al$i vektor)

Tymto sme sa pomocou DFT pekne krasne dostali k maticovému zépisu transformacii, ktory
vo v§eobecnom tvare mdzeme zapisat’ nasledovne:
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Priama transformacia
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Spitna transformacia

Pruh nad pismenom predstavuje vektor, pruh pod pismenom predstavuje maticu.

Riadky transformacnej matice predstavuju vektory, ktoré musia byt medzi sebou ortogonalne.
Ich ortogonalitu vieme overit skalarnym suc¢inom, ako uvidite v prikladoch. Inak by sa tieto rovnice
nedali pouzit’.

N = normaliza¢na konStanta, ziskame ju : Ur-u=nN-1

kde 1 je jednotkova diagonalna matica, nazorne to uvidite v prikladoch.

Spominali sme, Ze signal vieme rekonS$trovat’ pomocou matice bazovych funkcii. Preco teda v nasej
spitnej transformacii vyuzivame transponovanu transformacnu maticu ? Pretoze je to len formalny
prepis nasledujucej rovnice:

X=N-inv(U) X

S vyuzitim rovnosti a po dosadeni:

. 1 .
inv(U) =N U

X=N- U_TY=U_TY
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Dostavame nas vzorec, ktory je vyhodnejsi z hl'adiska zloZitosti vypoctu, kedy sa nemusime zaoberat’
inverznymi maticami.

Priklady:

Priklad 1)

Méame dant transforma¢ni maticu U, zistime ¢i je to transformana matica ortogonalnej

u=(t 2 3

transformacie.



Riesenie:

Skalarny stcin riadkov transformaénej matice ma byt rovny nule, tak pod'me pocitat’:
(1 2 3.4 5 6)=14+25+3.6=4+10+18=32

Ako mozeme vidiet’ skalarny sucin sa nerovna 0, ¢ize dand matica nie je ortogonalna.

Nevadi! Pod'me vyskusat’ ini maticu! Napriklad takuto:

= 5 3

Skalarny stcin riadkov je:

1 -2 4.2 5 2)=12-254+42=2-10+8=0
Skalarny stcin riadkov tejto matice je rovny 0, ¢ize dana matica je ortogonalna.
Priklad 2)

Dopliite definiciu transformacie tak, aby bola ortogonalna. Néjdite spravne hodnoty premennych a, b,

2 3 1
U=(a -1 1
-2 b ¢

Tento priklad je tak trosku hlavolam. Preto najskoér porozmyslajte nad rieSenim sami. AZ potom si
precitajte nas postup riesenia, ktory je jeden z mnohych moznych.

C.

RieSenie:
Napiseme rovnice skalarneho sucinu pre vsetky riadky matice:
2 3 1).(a -1 1)=2a-31+11=2a—-3+1=0
2 3 1).(-2 b ¢)=—-22+3.b+1.c=3b+c—4=0
(@ -1 1D.(-2 b ¢)=-2.a-1b+1l.c=-2a-b+c=0

Ziskavame sustavu troch rovnic o troch neznamych. RieSenie tejto ststavy je aj rieSenim zadaného
prikladu. M6Zeme si zaspominat’ na Matematiku 1 a riesit’ siistavu rovnic maticovo.

2a 0 0]2
0 3b cl|4
—2a -b cl0
Pomocou elementarnych riadkovych operacii sa dopracujeme k rieSeniu:

a 0 0]1
(0 b 01/2)
0 0 cl5/2

Ortogonalna transforma¢né matica vyzera nasledovne:



2 3 1
U=<1 -1 1)
-2 1/2 5/2

RieSenie overime vypoctom skaldrnych stc¢inov:

2 3 1.1 -1 1)=21-314+11=2-3+1=0

1 5 3 5
2 3 1D.(=2 1/2 5/2)=—2.2+3.§+1.§=—4+§+§=—4+4=0

1 5 1 5
(1 -1 1)(_2 1/2 5/2)=_1.2_1'§+1.E=_2_§+5=_2+2=0

Riesenie je spravne.

Priklad 3)

Vypocitajte zo vstupnych vzoriek vektoru x a transformacnej matice U priamou transformaciou

vektor X , a spitnou transformaciou overte & dostanete pdvodny vektor X.

Zadané su: x = [5,1]

=03 J)~vr=(5 )

-U - x ,Cize musime si urcit’ najprv N-normaliza¢nt konStantu
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Podl’a predpisu z tedrie X=

a ziskame ju nasledovne UT - U = N - 1 respektive ked’ si to rozpiseme

4 -3 4 3\_y.(1 O
(3 4) (_3 4)_N (o 1)
Po vynasobeni danej matice dostavame
25 0y_,.(1 O
(0 25)="(o 1)
A aby dana rovnost’ bola platna N=25. Teraz mézeme lahko dopog¢itat’ X
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Vysledok overime tak Ze sa poktisime o spitnii transformaciu X = UT - X &ize :
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Cim sme potvrdili tedriu.



