Diskrétna Fourierova Transformacia - DFT
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Spojity signal x(t) mozZe predstavovat napriklad reé, hudbu, radio alebo aj riadiaci signal
ovladania rakety s plochou drahou letu typu BrahMos. Ked chceme ako pozorovatel zistit, ¢i sa
nejaky vojak hrd svysielackou, alebo ¢i sa na nas rati raketa, musime vediet zachyteny signal
spracovat avyhodnotit. Otdzka desifrovania a dekddovania signdlu bude ulohou neskorsieho
spracovania signalu, najprv je nutné signal predspracovat. To znamena napriklad zistit frekvencéné
spektrum signdlu, odfiltrovat nepotrebné zlozky, rusenie a podobne. Jednym z nastrojov, ktorym
mozeme niektoré ztychto charakteristik zistit, je aj Diskrétna fourierova transformacia. Cize td
,hnusna“ matematika sa aj redlne v praxi vSade vyuziva...

Pod'me teraz aspon zlahka k tej matematike.

DFT priamo nadvazuje na problematiku Fourierovych radov. Odvodenie vzorcov priamej
a spatnej DFT je velmi jednoduché a intuitivne, preto si to ukdzeme.

Z FR pozname pre vypocet frekvenéného spektra periodického spojitého signdlu :
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Predstavme si, Ze navzorkujeme urcity usek signdlu x(t) a budeme sa tvarit, Ze tato
navzorkovana cast sa bude periodicky opakovat. Potom mobéZeme nasledujicimi substiticiami

(vyplyvaju z obrazka) nahradit jednotlivé prvky vzorca:
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Po uUprave, ked w = 2;” = NZ**TT;Z a vykrateni dostaneme nakoniec vzorec pre priamu DFT:
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Spatnu transformaciu ziskame analogickym spésobom.

Frekvencné spektrum pri pocte vzoriek 8, teda x(0) az x(7) bude vyzerat napriklad takto:
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Je dolezité vSimnut si z obrazka vztah medzi poctom vzoriek v ¢ase a v spektre (vzorka €.8 je

zobrazenda iba z dovodu znazornenia celkovej Sirky spektra), vzdialenost vzoriek v spektre, Sirku

celého spektra a vztahy medzi samotnymi vzorkami spektra.

Je zdlhavé ratat jednotlivé spektrdlne zlozky pouZitim uvedenych vzorcov pre priamu

transformaciu. Existuje aj zrychleny algoritmus, ktory ndm umozni tieto vzorky vyratat elegantnej$im

arychlejsim spdsobom. Je to algoritmus rychlej fourierovej transformacie (FFT- fast fourier

transform). Tieto Studijné materidly maju sldzit ako pomocna priprava na cvienia, preto tu

neuvadzame odvodenie tohto algoritmu.

Algoritmus FFT (pre N=8):

Priama
krok 1 krok 2 krok 3 krok 4 krok 5

x(0) 000 000 X(O)kO X + X(0)+k0*X(4)=a(0)k0 + a0)+k0a2)=b(0) 4+ b(0)+k0*b(4)=X(0)
(1) 001 100 x(4)y = x(0)-k0*x(4)=a(1) y + a(1)+k1*a(3)=b(1) k1 4+ b(1)+k1*b(5)=X(1)
x(2) 010 010 x(2) 4+ x(2)+k0*x(6)=a(2)yo % = a(0)k0*a(2)=b(2) + b(2)+k2*b(6)=X(2)
X(3) 011 110 x(6)ko X - X(2)-k0*x(6)=a(3) 4 = a(1)-k1"a(3)=b(3) 3 4+ b(3)+k3*b(7)=X(3)
x(4) 100 001 x(1)0 + x(1)+k0*x(5)=a(4)o + a(4)+k0*a(6)=h(4) 1o - b(0)-k0*b(4)=X(0) *1/ N
x(5) 101 101  x(5)y0 X = x(1)-k0*x(5)=a(5) x4 + a(5)+k1*a(7)=b(5) - b(1)}k1*b(5)=X(1)
x(6) 110 011  x(3)i0 =+ x(3)+k0*x(7)=a(6)o - a(4)k0*a(6)=b(6) w2 - b(2)-k2*b(6)=X(2)
x(7) 111 111 x(To = x(3)-k0*x(7)=a(7) 1y - a(5)-k1*a(7)=b(7) w3 - b(3)-k3*b(7)=X(3)
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Popis krokov:

e krok 1- Preusporiadanie vzoriek. Vzorky zoradime od X(0) po X (7) a binarne ich ocislujeme.
Jednotlivé bindrne kédy potom otocime a vzorky preusporiadame podla novych cislovani.

e kroky 2,3 a4 suzrejmé z obrazka.

e krok 5- vysledky predelime poétom vzoriek N (nemusime, ale potom ich musime predelit
v spatnej transformacii- otazka dohody).

Spatna
krok 1 krok 2 krok 3 krok 4 krok 5

X(@) 0 X(0)| 000 000 X(O)ko X + )((0)“|'<0')((4)=53(OLo + a(())«‘kO"a(2)=b(0)ko + b(0)+k0*b(4)=X(0)
X(1) 7 X(7)| 001 100 X(4)o = X(0)-kO*X(4)=a(1 )1 4 a(1)+k1*a(3)=b(1) k1 + b(1)+k1*b(5)=X(1)
X(2) 6 X(6)| 010 010 X(B)g + X(6)+k0*X(2)=a(2)o % - a(0)k0*a(2)=b(2) w2 + b(2)+k2*b(6)=X(2)
X(3) 5 X(5)| 011 110 X(2)q X - X(6)K0*X(2)=a(3) - a(1)k1*a(3)=b(3) ks + b(3)+k3*b(7)=X(3)
X@) 4 X@4)| 100 001 X(7)o + X(7)+k0"X(3)=a(d)g + a(4)+k0*a(6)=b(4) xo - b(0)-k0*b(4)=X(0)
X(5) 3 X(3)] 101 101 X(3)o X = X(7)k0*X(3)=a(5)k1 + a(5)+k1*a(7)=b(5) k1 - b(1)-k1*b(5)=X(1)
X(6) 2 X@2)| 110 011 X(5)o + X(5)+k0"X(1)=a(6)o - a(4)k0*a(6)=b(6) K = b(2)-k2*b(6)=X(2)
X(7) 1 XM 111 111 X(wo X = X(5)-k0*x(1)=a(7) 4 = a(5)y-k1*a(7)=b(7) k3 = b(3)-k3*b(7)=X(3)
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Spatna transformacia je identicka s priamou, s dvoma vynimkami. Pribudol tam krok, ktory je na
obrdzku zvyrazneny, a vysledok nedelime poctom vzoriek. Na zaciatku musime jednotlivé spektralne
koeficienty X(k) preusporiadat . Zvysok algoritmu je identicky.

Priklad.
Vstupné vzorky x(n)={1 2 3 4 5 6 7 8}. Vypocitajte algoritmom FFT spektrum X(k).
Vysledok:

X(k)={4.5; -0.5+0.5i+0.5%V/2*|; -0.5+0.5i; -0.5-0.5i+0.5*V2*|; -0.5; -0.5+0.5i-0.5*V2*|; -0.5-0.5i;
-0.5-0.5i-0.5*V/2*i }



