Linearny diskrétny kauzylny ¢asovo — invariantny systém (LDKI)

Opis LDKI v casovej oblasti:

Linedrna diferencnd rovnica s konStantnymi koeficientmi:

LDKI systtm mobzeme opisat linearnou diferenénou rovnicou s konStantnymi
koeficientami:

SWobyn—k)=YN_oar-x(n—k) ;n=012-
ym) + Y b yn—k) =YV _jar-x(n—k) ;n=012-
ym)=YN_oap-x(n—k) =YY b-y(n—k) ;n=012-

Pomocou diferencnej rovnice vieme ur€it’, ¢i ide o systém bez spétnej vézby (nerekurzivny),
alebo so spétnou vézbou (rekurzivny). Diferencnd rovnica systému bez spitnej véizby vyzera
nasledovne:

y(n) =Yi_oar-x(n—k) ;n=012--

V takomto pripade vieme povedat, Ze systtm ma konecnu impulzovia odozvu — KIO (FIR).
K takejto rovnici vzdy vieme povedat’ Ze je to sustava stabilna lebo nema rekurzivnu Cast’.

V opac¢nom pripade, ak ma systém spitnu vézbu, diferen¢na rovnica vyzera nasledovne:

y(n) =Yp_oar - x(n—k)—X¥ b-y(n—k) ;n=012-

Diferen¢nd rovnica obsahuje aj spitno-vizobnu (rekurzivnu) cast’ (¢leny by.y(n-k)). Takyto systém
mobze mat’ nekonecni impulzovia odozvu — NIO (IIR), ale aj kone¢nu impulzovi odozvu.

Co je impulzovd odozva resp. impulzovd charakteristika systému h(n)?

Je to odpoved” LDKI systému na Kroneckerov impulz. Pricom Kroneckerov impulz je
1, n=0

0, n%0 Cize to je signal na vystupe systému, ked’ na jeho vstup

definovany nasledovne: §(n) = {

privedieme Kroneckerov impulz.
h(n) =ym) =Y _pax-6(n—k) =Y b-y(n—k) ;n=012-

Pre lepSie pochopenie si vypocitajme nasledovné priklady: Mame zadané diferencné rovnice
opisujuce LDKI systémy

a) y(m)=x(n)+4x(n—1)+13x(n—4)
b) y) =x(m)+x(n—-1) —y(n-2)
¢) y(n) =2x(n) +4x(n—1)+13x(n—4) —2y(n—1) + 4y(n — 2)

Uréme, & s to systémy so spitnou vizbou. Dalej vypoéitajme ich impulzové charakteristiky a uréme,
¢i st to systémy s KIO alebo NIO.



RieSenie:

a) Po privedeni Kroneckerovho impulzu na vstup ststavy ktory si vieme napisat’ ako
x=[1,0,0,0...] pre yn) =x(n) +4x(n—1) +13x(n — 4)

y(0)=x(0)+4x(0—1)+13x(0—4)=1x1+4x0+13+x0=1
y(1) =x(1) +4x(1-1)+13x(1—-4)=0+4+1+0=14

y(2) =x(2) +4x(2-1)+13x(2-4)=0404+0=0

y(3) =x(3)+4x(3—-1)+13x(3-4) =0

y(4) =x(4) +4x(4-1)+13x(4-4)=0+0+13 =13

y(5) =x(5) +4x(5—-1)+13x(5-4) =0

h(n) = [1,4,0,0,13]- je impulzovou odpoved’ou ststavy na Kroneckerov impulz a z tohto kone¢ného
poc¢tu odpovedi vieme posudit’ Ze sustava je z Konecnou Impulzovou Odpoved’'ou -KIO alebo FIR
(Finit Impulse Response).

b) Obdobne ako v priklade podl'a a) privedieme na vstup x=[1,0,0,0...] a potom pre
ym) =x(n) +x(n—-1) -

y0)=x0)+x(0—-1)—y(0-2)=1+0+0=1
yO)=x()+x1-1)—-y1-2)=0+1-0=1
y2)=x2)+x2-1)—-y2-2)=0+0—-1=-1
y3)=xB)+xB-1)—-y3-2)=0+0-1=-1
y@4)=x4)+x(4-1)—-y4-2)=0+0—-(-1) =1
yB)=xB)+xG-1)—-y5-2)=0+0—-(-1) =1
y(6) =x(6)+x(6-1)—y(6—-1)=0+0—-1=-1

Toto je priklad rekurzivnej rovnice (obsahuje rekurzivnu Cast’ na pravej strane oznacenu zelenou
farbou).Jej impulzovou odpovedou je h(n) =[1,1,-1,—-1,1,1,—1,—-1..]- to je NIO resp. IIR
sustava

¢) Prerovnicu yn)=2x(n)+4x(n—1)+13x(n—4) -2y(n—1) +4y(n—2)

y(0) = 2x(0) + 4x(0 — 1) + 13x(0 — 4) — 2y(0 — 1) + 4y(0 — 2) =2+0+0+0+0=2

y(1) = 2x(1) + 4x(1 — 1) + 13x(1 — 4) — 2y(1 — 1) + 4y(1 — 2) = 0 + 4 + 0-2+0=2

y(2) = 2x(2) + 4x(2 — 1) + 13x(2 — 4) — 2y(2 — 1) + 4y(2 — 2) =0+0+0-4+8=4

y(3) =2x(3) +4x(3—-1) +13x(3—-4) —2y(3—1) +4y(3—-2) =—-8+8=0

y(4) =2x(4) +4x(4— 1)+ 13x(4 — 4) — 2y(4— 1) +4y(4—2) =0+ 0+ 13— 0+ 4 x4 = 29

y(5) = 2x(5) + 4x(5 - 1) +13x(5 —4) — 2y(5—1) +4y(5—2) =0+ 0+ 0 — 2529 + 4 % 0 = —58

1(6) = 2x(6) + 4x(6 — 1) + 13x(6 —4) — 2y(6 — 1) + 4y(6 —2) = 0+ 0+ 0 — 2 = (—58) + 4 » 29 = 232
atd’.

Impulzova odpoved’ v tomto pripade je h(n)=[2,2,4,0,29,-58,232....] ¢o je uz sustava z nekonec¢nou
impulzovou odpovedou ¢ize NIO.

Impulzova charakteristika je dolezita z hl'adiska popisu vlastnosti systému, pretoze obsahuje presne
informacie o tom, ako sa sustava sprava = po transformacii na prenosovt funkciu z nej mézeme ziskat’
frekvencné charakteristiky (amplitidovu, fazova) atam je vidiet, ako sa sustava sprava pri
konkrétnych frekvenciach vstupného signalu. Preto sa na jej zistenie pouziva kroneckerov impulz,
pretoze spektrum tohto signalu obsahuje vSetky frekvencie.



Stabilita systému:
Plati podmienka, Ze systém je stabilny ak pre impulzovt charakteristiku h(n) plati:
Yn=-olh(n)| < 0

Vo vSeobecnosti sa nesnazime skonstruovat’ zariadenia nestabilné — je to nevyhodné. Preto sa aj
nestabilné systémy snazime stabilizovat’ ur¢itymi metdédami, no o tom sa budeme bavit’ na neskorsich
cviceniach. Maximalne sa vyuzivaju eSte systémy na hranici stability (konStantna impulzova odpoved’
v abs. miere) — generator harm. sig.

Stvis medzi FIR, IIR a stabilitou systému:

Pre FIR systém plati, Ze impulzova odozva ma kone¢ny pocet prvkov N, ktoré v redlnom
systéme maju kone¢nu hodnotu. V takomto pripade plati podmienka stability: YN_,|h(n)| < oo.
Mozeme povedat, ze ak ma systém FIR, tak je aj stabilny.

Y wlh(n)| =+ =+ < 00 -ako je to v naSom priklade pod a)

Pre IIR systém plati, Ze impulzova odozva ma nekonecny pocet prvkov. Tieto prvky bud’
v absolutnej hodnote rastd az do oo, alebo sa ustalia na 'ubovolnej maximalnej hodnote a dalej
nerastu. Podl'a toho mézeme povedat’, ¢i je systém nestabilny, alebo je na hrane stability.

Yme—o|h(n)| = -+ = -+ > oo nestabilny - pripad c)
Y _wlh(n)| = -+ = -+ > B < o na hrane stability - pripad b)
VyuZitie impulzovej charakteristiky h(n):

Odpoved’ sustavy na vstupny signal mozeme zistit' konvolu¢nym siacinom. Predpokladajme
znamu impulzovia charakteristiku systému h(n). Ak na vstup tohto systému privedieme F'ubovolny
signal x(n), potom vystupny signal mézeme vyjadrit’ vztahom:

Dy—1
y(n) =%,Z, x(k)-h(n—k) = x(n) » h(n)
Pri¢om diZka vystupného signalu Dy je ur€end vzt'ahom:
Dy, =Dy+Dp—1

kde Dy je dizka vstupného signalu x(n) a Dy, je dizka impulzovej charakteristiky.

Priklad: Vypocitaj y(n), ak je dané x(n) a h(n).
x(n)=[1,3,-2,5,7]
h(n)=[1,5,8,-5,13]

Dy, = Dy + Dy, — 1=5+5-1=9



Vystup mozeme pocitat’ dvomi spdsobmi:

) y(0) = X2 x(m) - h(n— k) = x(n) * h(n) = x(0) - h(4) =1-1=1
y(1) =x(0)-h(4—1)+x(1)-h(4—0)=1-5+1-3=8
y(2) =x(0)-h(4—2)+x(1) -h(4—1)+x(2)-h(4—0)=1-8+3-5+(-2)-1=21

1I) Jednoduchs$im spdsobom je ked oto¢ime h(n) a posuvom dostaneme vystupy systému

h(n)=[13,-5,8,5,1] pootocené h(n)

13257 y(0)=1
*13-585 1
1*1=1
13-257 y(1)=1
*13-5851
1#5+3%]=8
13257 y(2)=21
*13-585 1

1#8+3%5+(-2)*1=21
. y(3)=14
y(4)=14
y(5)=124
y(6)=5
y(7)=30
13257 y(8)=91
*13-585 1

7*13=91
Potom y(n)=[1,8,21,14,14,124,5,30,91] je vystupom systému

*Na overenie mozete do Matlabu vniest’ vstupné matice pre X ah anasledne prikazom conv(x,h)
overit’ vystup. Pripadne prikazom deconv(y,h) dostanete zase vstup.



Opis LDKI vo frekvencnej oblasti:

Z - transformdcia a jej stuvis z Laplase-ovou transformdciou :

ZT najjednoduchsiec odvodime z Laplasovej transformacie, akedZe sa pohybujeme
v diskrétnych oblastiach, tak miesto spojitej funkcie dosadime navzorkovant funkciu:

LER)=F(p)=f " f()ePtdt = [ %, X(nT,,) 8(t — nT,,) e Pdt =
ZnX(nT”Z) f_°°oo 6(t - nTvz) e_ptdt=2n X(nTuz) e~ PnTvz

F(p)=X, X (nTy,) e Pz
F@) =) fm)-z™
n=0

Vyraz nazyvame Z-transformiciou, pricom vieobecne z = ePTvz | ¢o je aj vztahom ktory
charakterizuje suvis medzi ,,p“ a ,,z“ rovinou

p =0 +]a) - 7= e(0+jw) Tyz — eUTVZ . ejw Tyz — ez . ejQ

Z danej rovnice vidime ze hodnoty z imaginarnej osi ,,p“ roviny (¢ize ked’ 0 = 0) sa premietaju na
kruznicu ,,z“ roviny. Body vl'avo od imagindrnej osi sa premietaji do kruznice ,,z* roviny (podmienka
stability).

. “p” rovina Im(z) “z"rovina
A jw p A M)
_________________ We
A a

€ F >

-a gs O w a -1
- VI
-jw

Z obrazkov avzorcov vyplyva, ze otoCenie v Z-rovine o 27w je to iste ako posunutie v P-rovine
o vzdialenost’ ®,,, o znamena, ze 1 bod v Z-rovine sa v P-rovine periodicky opakuje pozdlz osi jo.

Délezitou vlastnostou Z — transformacie je konvolicia. Ak Z{x(n)} = X(z) a Z{h(n)} = H(z),
potom pre signal y(n), ktory dostaneme konvoluciou v Case:

y(n) = x(n) x h(n)

plati: Z{yn)} =Y(2) = X(z)-H(2)



Prenosovd funkcia LDKI systému H(z):

LDKI systém vo frekvenénej oblasti méZzeme opisat’ prenosovou funkciou H(z), ktora je
definovana ako:

_Y(®) _ TRz *
H(2) = 3@ = Troit, e ™

alebo tiez ako:

11?:1(1 — dg 'Z_l)
kM=1(1 —by-z71)

H(z) =

Alebo tiez ako:

H(z) = Z{h(n)}

Z prenosovej funkcie taktiez urCujeme korene sustavy. Ich rozmiestnenie je obzvlast délezité pri
stabilizovani. Korene Citatel'a polynomu su tzv. nulové body, cize body v ktorych hodnota ststavy
nadobuda hodnotu 0. Korene v menovateli su tzv. pély, a st to body v ktorych sustava vykazuje co.

Z hladiska stability nas zaujimaji predovsetkym poély. Stabilné stistavy maju poly v nutri jednotkove;j
kruznici v Z-rovine. Ak ma ststava poly na jednotkovej kruznici = sts. na hranici stability.

Pricom, ak ma byt sustava realizovatel'na a nejaky koren je komplexny, tak by k nemu mala ststava
obsahovat’ aj komplexne zdruzeny koren.

Z - rovina

Im
Komplexne zdruzené Komplexne zdruzené
nuly poly
Re
Priklad: a) zo zadanej diferencnej rovnice vypocitajte prenosovu funkciu H(z)

yn)=x(n) +x(n—-1) —y(n-—2)

b) vypocitaj h(n) z vypocitanej z prenosovej funkcie z bodu a)



a)

y(n) = x(n) + x(n — 1) — y(n — 2) Z-transformaciou pretransformujeme rovnicu pomocou
N-1

X(2) = Z x(n)z™™
n=0
Dostaneme rovnicu
Y (2)=X(z)+X(z)z'-Y(2)z* pozname Ze prenosova funkcia je vystup/vstup a preto rovnicu upravime
do tvaru:
Z—l
z—2

Y12 =X @) (142 » 1B = H@) = 7

dostali sme prenosovi funkciu tejto sustavy

b)impulzovi odozvu h(n) z frekvencnej prenosovej funkcie vypocitame tak ze dany vyraz podelime

(1+z"):(1425)=1+ z'-z% 2> +z*...... koeficienty pred z su impulzovou odozvou tejto siistavy
-(1+ z'z) h(z)=(1,1,-1,-1,1,1,-1,-1....) ¢o vieme povedat’ o tejto sustave je,
Ze je to sustava z nekone¢nou odozvou na hranici stability

71,2

_(Z—l+ Z—3)
g2

(77

—z'3+ 2'4
-( 73 477 )

Z -7

Frekvencné charakteristiky LDKI systému

Frekvencné charakteristiky robime z prenosovej funkcie a to tym spdsobom, ze za ,,z*“ v H(z)
dosadime vyraz z= e, Ukazeme si to na jednoduchom priklade.

Majme zadanu diferen¢nt rovnicu, pre jednoduchost’ bez sp. védzby:
y(m) =x(n) +x(n - 2)
YZ)=XZ)+X(2).z™*

H(Z)=%=1+z_2

_ 20 20 20
HQ) =1+e 2 =e/72.(/2 +e7772)

Kvoéli jednoduchSiemu zakresleniu do grafu sme v tomto kroku vybrali polovicu najvyssej
mocniny zo zatvorky pred fiu. Dalo by sa samozrejme postupovat’ aj rozloZzenim exponentu na zlozky
cos/sin, ale d’alej, pokial’ by sme chceli samotni amplitidova ch. tak by sa musela z toho spravit’
absolutna hodnota a to by bolo naro¢nejsie na vyhodnotenie.

efXqe=ix sin = elx_g—Jx
2 25

S vyuzitim vzorcov: cos =



Dostaneme:
iQ —-ja
_ja (e + e

H(Q) =2.e >

= 2.cos(Q).e /2

Z toho vidime, ze amplitada:  A(Q) = 2.cos(Q) afaza: @(Q) = —Q

?(Q) . I
A(Q) > TS 2n
2 — - 7'[/2—— I\ N
// \\ | \\\ | \\
/ \ 0 : — i N
\/ \ | S~ ) Q

U 3 ; 1 \I
2+

T 3n
2 T 2 2m 2w

Modrou je znazornena magnitidova ch. M(Q) = |A(Q)| = |H(Q)|. Pri fazovych
charakteristikdch plati, Ze pokial' ju kreslite k amplitidovej, tak je spojita, pokial ju kreslite
k magnitidovej, ma skokovy charakter (vel'kost’ skoku o ) a nazyvame ju argumentova.

Mobzete si v8imnut, Ze znamienko + v prenosovej funkcii vykazuje po uprave kosinusovy
priebeh amplitidovej ch. V pripade ze by tam bolo znamienko — priebeh by bol sinusovy a fazova ch.
by sa posunula o uhol 7/2.

Je zvykom kreslit’ prenosové a frekvenéné charakteristiky pri tychto systémoch po 27w, pretoze
d’alej sa to periodicky opakuje. Takisto si v§imnite ze magnitadové ch. sa zrkadlia okolo .

Pre tplnost zhrnieme vztahy pre vypocet frekvencnych -charakteristik z prenosovej
funkcie H(Q):

H(®Q) = [H@) - e®

M(Q) = |H(Q)| = yRe{H(Q)}? + Im{H(Q)}?

_ Im{H(Q)} _ _1 Im{H(Q)}
0(Q) = arctan Re{H(Q)} Re{H(Q)}
H(Q) = M(Q) - /o)

Fazova frekvenéna charakteristika 6(€) nie je spojitou funkciou Q, ale vykazuje 180° skoky.
Ak odstranime tieto skoky dostaneme fazovu frekvenénu charakteristiku ¢@((1), ktord bude spojita.

Odstranenie skokov umozni zmena znamienka pri magnitudovej (M (Q)) frekvenénej charakteristike
vzdy pri kazdom skoku fazovej frekvencnej charakteristiky o 180°. Potom mézeme napisat’:

AQ) = £+ M(Q) resp. M(Q) = |AQ)|
a nazyvame ju amplitidovou frekvencnou charakteristikou. A nasledne mézeme oznacit’:

H(Q) = A(Q) - eJo@



Pre ukazku tu moézete vidiet' frekvencné charakteristiky pre roézne typy prenosovych funkcii
vytvorené v MATLABE pomocou prikazu FVTOOL.

Pozn. k obrazkom:

Matlab kresli fazové charakteristiky pre A(Q) aj M(Q) rovnako, pretoze sa ich snazi zobrazit’
od —1 po 7.



Priklady:

1) Hz) =1-2z1
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Obr. 1: Amplitudova a fazova frekven¢na charakteristika

2) Hz)=1+2z1

Obr. 2: Magnitidova a argumentova frekven¢na charakteristika
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Obr. 3: Amplitadova a fazova frekvencna charakteristika

1

3 H@ =155

Obr. 4: Magnitidova a argumentova frekven¢na charakteristika

Zero-phase and Continuous Phase Responses.
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Obr. 5: Amplitidova a fazova frekven¢na charakteristika

Obr. 6: Magnitudova a argumentova frekvencna charakteristika
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Obr. 9: Amplitadova a fazova frekvencna charakteristika Obr. 10: Magnitidova a argumentova frekvenéna charakteristika
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Obr. 11: RozloZenie korefiov prenosovej funkcie v Z rovine



Dalsie ukazky jednoduchych a nazornych prenosovych funkcii pomocou MathCAD-u.
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