Fourierove rady :
x(t) = A0 + Σ n=1 ∞ An cos(n ω t + φ)

a0 + Σ n=1 ∞ (an cos(n ω t) + bn sin(n ω t)

ω = 2πf = 2π / T  ;  a0 = 1/T ∫ -T/2 T/2 x(t) dt

an = 2/T ∫ -T/2 T/2 x(t) cos(n ω t) dt

bn = 2/T ∫ -T/2 T/2 x(t) sin(n ω t) dt

An = √ (an2 + bn2 )   ;    φn = -arctg (bn / an)

Exponencialny tvar :

x(t) =  Σ -∞ ∞ Cn ejnωt  

Cn = 1/T ∫ 0 T x(t) e - jnωt dt

Cn = |Cn | e  j φn  = ½ (an + j bn )

|Cn| = ½ √ (an2 + bn2 )

Stredny tvar :

Ps = 1/T ∫ 0 T x2(t) = A2 + ½ Σ n=1 ∞ An2  

SPEKTRALNA ANALYZA SIGNALOV
Fourierova transformacia

X(ω) = ∫ -∞∞  x(t) e - jωt dt

x(t) = (1/ 2π)  ∫ -∞∞  X(ω) e jωt dω

|X(ω)| - marnituda

Parny signal : Im = 0  ;  φ(ω) = 0

Neparny signal : Re = 0  ;  φ(ω) = ± 2π

Faza φ(ω) = arctg ( - Im (X(ω))   /  Re (X(ω))  )
Re (X(ω)) = ∫ -∞∞  x(t) cos(n ω t) dt

Im (X(ω)) = - ∫ -∞∞  x(t) sin(n ω t) dt

VLASTNOSTI : 
1 veta o sucine

Ak x(t) = a1 x1 (t) + a2 x2 (t)   tak  x(ω) = a1 X1 (ω) + a2 X2 (ω)

2 veta o zmene znamienka premennej

X(ω) = ∫ -∞∞  x(t) e - jωt dt

Ak x(t) → x(-t)  tak  X(ω) → X(-ω) = x(-t) e - jωt dt
3 veta o sirke signalu a spektra

F { x(a.t) } = x(a.t) e - jωt dt
at = τ  ;  dt = d τ / a

4 Veta o reciprocite

5 veta o casovom posunuti signalu

x (t – τ) →  Xτ(ω) = ∫ -∞∞   x(t – τ) e - jωt dt

t – τ = t´  ;  dt = dt´

Xτ(ω) = e - jωτ 

X(ω) = e - jωτ  ∫ -∞∞   x(t) e - jωt dt

6 veta o frekvencnom posunuti

X(ω´) → x(t)

ω´ = ω ± Ω

X(ω´) =  ∫ -∞∞   x(t) e – jω´t dt

X(ω ± Ω) = ∫ -∞∞   x(t) e – j (ω ± Ω )dt  =
=  ∫ -∞∞   [ x(t) e  ±j Ω t ] e – j ω t dt

7 veta o casovej konvolucii

X(ω) = X1(ω).X2(ω)

F -1{ x(ω)} =  F -1{ x1(ω) x2(ω) }= x(t) =

=  ∫ -∞∞   x1(τ) x2(t - τ) d τ  =  x1(t) * x2(t)

pri periodiskych signaloch nema vyznam posutat vykon – je nekonecny
preto sa pocita energia (podla parsevala)

E =  ∫ -∞∞   x2(t) dt

E = (1/ 2π)  ∫ -∞∞  X(ω) . X(ω) dω =

= (1/ 2π)  ∫ -∞∞ ( X(ω) )2 d ω  =  

= (2/ 2π)  ∫ 0∞ ( X(ω) )2 d ω  =  ∫ 0∞ S(ω) d ω

S(ω) = (1/ π)  |x(ω)|2      

DISKRETNA FOURIEROVA TRANSFORMACIA
x(t) → X(n . Tvz)

δ(n . Tvz) = δ(n)  =  1 pre n = 0  ,  0 pre n ≠ 0
δ(n) – kronterov impulz

x(n .Tvz) = x(n) = {x(0), x(1), x(2), …,x(N-1) } =

= Σ k=0 N-1 x(k) .δ(n - k)

fourierov rad Cn = (1 / 2π)  ∫ 0 T x(t) e – j(2π/To)t.n 

2π/T0 = ω0  

x(t) → x(n . Tvz) = x(n)  ;  t → n ;  Cn → X(k)

T0 → N ; N- poc vzoriek na jednej periode

x(t) = ∫ 0 T Cn e  j(2π/To)n.t

Spatna FT : 

X(k) = (1/N)  Σ n=0 N-1 x(n) e  - j(2π/N)k.n 

x(n) = Σ k=0 N-1x(k) e  j(2π/N)k.n
x(k) = x(N-k)
musi platit shanon kotelnikova teorema

fvz ≥2fm   ;   fvz = 1 / Tvz
prednasky

Objem signalu :
V = T.H.B

T doba trvania signalu

H odstup signalu od poruchy(rusenia)

B prakticka sirka spektra

Dirichletove podmienky 
Signal musi mat na jednej periode konecny pocet bodov nespojitosti

Periodicky sig. Musi mat na 1 periode konecnu hodnotu (nesmie mat extremy)

Fourierov Rad
ZLOZKOVY TVAR

x(t) = a0 + Σ n=1 ∞ (an cos(n ω t) + bn sin(n ω t)

ω = 2πf = 2π / T

a0 = 1/T ∫ -T/2 T/2 x(t) dt

an = 2/T ∫ -T/2 T/2 x(t) cos(n ω t) dt

bn = 2/T ∫ -T/2 T/2 x(t) sin(n ω t) dt

REALNY TVAR

x(t) = A0 + Σ n=1 ∞ An cos(n ω t + φ)

VEKTOROVY TVAR Exponencialny tvar :

x(t) =  Σ -∞ ∞ Cn e jnωt  

Cn = 1/T ∫ -T/2 T/2  x(t) e - jnωt dt

	
	Vektorovy tvar

|Cn| , arg Cn
	Trigonom. Tvar

An , φn
	Zlozkovy tvar

an , bn

	| Cn |

arg Cn
	
	A0 = C0  ,  An =2|Cn|

φn = arg Cn
	

	An , 

φn
	C0 = A0 , |Cn| = ½ An
Arg Cn = φn
	
	a0 =A0 , 
an =Ancosφn
bn = - An sin φn

	an , 

bn
	c0=a0
Cn = ½ an – j ½ bn =

= ½ √ (an2 + bn2 )

cos φn = an / (2|Cn|)

sin φn = -bn / (2 Cn|)
	A0=a0
An =√ (an2 + bn2 )

cos φn = an / An
sin φn = -bn / An
	


PR1:

x(t) =  Σ -∞ ∞ Cn e jnωt  , n=0, ±1, ±2...

Cn = 1/T1 ∫ 0 T1  x(t) e – jnω1t dt = A/T1 ∫ 0 T1  x(t) e – jnω1t dt =

A/T1 ∫  - τ /2 τ /2   x(t) e – jnω1t dt = (A/T).(1/ (– jnω1)) [e – jnω1t ] - τ /2 τ /2  =
...=(Aτ / T1) ( sin n ω1 τ /2) / (n ω1 τ /2) = (Aτ / T1) . si(n π τ /T)
PR2:

x(t) =  Σ -∞ ∞ Cn e jnωt  , n=0, ±1, ±2...

Cn = 1/T1 A ∫ 0 τ  e – jnω1t dt = (A/T1 ).(1/ (– jnω1)) [e – jnω1t ] 0 τ =

(A/T1 ).(1/ (– jnω1)) (e – jnω1 τ  -1 )...
=(A/ T1) ( (τ/2) / (– jnω1 τ /2 ) ). e – jnω1 τ /2 .(-2j) sin nω1 τ /2  =

(Aτ / T1) . e – jnω1 τ /2  si(n π τ /T1)

PR3:

x(t)=A pre t patri (0+nT ; T0/2 + nT0)
     =0 pre t nepatri (0+nT ; T0/2 + nT0)

n=0, ±1, ±2...

a0 = 1/T0 ∫ 0 T0/2 A dt = A/2

an = 2/T0 ∫ 0 T0/2 A cos(n ω0 t) dt = 0

bn = 2/T ∫ 0 T0/2 A sin(n ω0 t) dt = ( -2A/( T0 nω0) )[cos n π  - cos 0]

= (A/ nπ)(1-cos nπ) = (A/ nπ)[1-(-1)n]

x(t) = A/2 + Σ n=1 ∞ (A/ nπ)[1-(-1)n] sin (n ω0 t)=

(A/2) + (2A/π)(sin ω0t + 1/3 sin 3ω0t + 1/5 sin 5ω0t + ... )

vykonove spektrum

x(t) → u(t),i(t)  ;  p = u.i  ; p = R.i2 = u2 / R ,
 ked R = 1 Ω tak p = i2 = u2 

Ps = ∫ -T0/2 T0/2 |x(t)|2   - stredna hodnota vykonu v casovej oblasti

Ps = 1/T0 ∫ -T0/2 T0/2 x(t) Σ -∞ ∞ Cn e jnω0t dt 

Ps = Σ -∞ ∞ Cn (1/T0)  ∫ -T0/2 T0/2 x(t) e jnω0t dt 

(1/T0)  ∫ -T0/2 T0/2 x(t) e jnω0t dt  = Cn
Ps = Σ -∞ ∞ Cn Cn = Σ -∞∞ |Cn|2
Ps = C02 + Σ n=1 ∞ 2|Cn|2 = C02 + Σ n=1 ∞ 2|Cn|2|Cn|. ½ =

A02 +  Σ n=1 ∞ ½ An2 = A02 +  Σ n=1 ∞ A2nef – vztah pre rozlozenie 

vykonu jednotlivych spektralnych ciar.

prePR1 :
Ps = 1/T0 ∫ - τ /2 τ /2 |x(t)|2  dt =  Σ -∞∞ |Cn|2
Pouzijem parsevalov vztah

Ps = Σ -∞∞ |Cn|2 = (A τ/T1)2  Σ -∞∞ [si (n π τ / T1)]2 

zPR1 : τ = T1/2   ;  An ≥ 0,2 A1 

An/A1 = (A/n π).( π/A) = 0,2  → n = 5

f1, f3, f5 a jednosmerna zlozka
Psp = A2/4 + ½ (2A/π)2 + ½ (2A/3π)2 + ½ (2A/5π)2 = 0,48A2
A0 = A τ/T1 = A/2

An = 2A τ/T1 |si (nπ τ / T1)| = (2A /nπ)|sin n π/2|

Ps = 1/T1 ∫ - τ /2 τ /2 A2  dt = (A2 / T1 )[t] –T1/4 T1/4 = 0,5A2 
NEPERIODICKE SIGNALY 

s(t) = s(t + nT1)  neplati pre t od - ∞do ∞ ∫ -∞ ∞ |s(t)|2 dt < ∞

s(t) =  Σ -∞ ∞ Cn e jnω1t dt
Cn = 1/T1 ∫ -T1/2 T1/2  s(t) e – jnω1t dt

Δω = (n +1) ω1 - n ω = ω1  ;  n ω1 = ωn
Cn = C(ωn) = 1/T1 ∫ -T1/2 T1/2  s(t) e – jnωnt dt

T1 → ∞  ;  ωn = ω  ;  Δω = dω

T1 = 2π/ ω1 = 2π/ Δω = 2π/dω  ; Σ → ∫
s(t) =(1/2π) ∫ -∞ ∞ e jωt [∫ -∞ ∞ s(t) e – jωt dt] dω
a,  s(t) = ∫ -∞ ∞ S(ω) e jωt dω

S(ω) = (1/2π) ∫ -∞ ∞ s(t) e – jωt dt

b,  s(t) = (1/2π) ∫ -∞ ∞ S(ω) e jωt dω

S(ω) = ∫ -∞ ∞ s(t) e – jωt dt

S(ω) = A(ω) + j B(ω) = |S(ω)| e jφ(ω)
|S(ω)| - spektralna hustota amplitude

arg φ(ω) – fazove spektrum
Energeticke pomery u neperiodickych priebehov

E = ∫ -∞ ∞ i2 dt
i(t) = (1/2π) ∫ -∞ ∞ I (ω) e jωt dω 

E = (1/2π) ∫ -∞ ∞ i(t) [ ∫ -∞ ∞ I (ω) e jωt dω ]dt =
(1/2π) ∫ -∞ ∞ I (ω) [ ∫ -∞ ∞ i(t) e jωt dt] dω

I (ω) = ∫ -∞ ∞ i(t) e jωt dt 

E = (1/2π) ∫ -∞ ∞ I (ω) I (ω) dω = (1/2π) ∫ -∞ ∞ |I (ω)|2 dω =

(2/2π) ∫ 0 ∞ |I (ω)|2 dω = ∫ 0 ∞ S(ω) dω

S(ω) = (1/π) | I (ω)|2  
dE = (1/π) | I (ω)|2 dω – elementarna energia
E Δ ω = (1/π) ∫ - ω1 ω2 | I (ω)|2 dω = ∫ - ω1 ω2 S(ω) dω
E Δ ωmin = (1/π) ∫ 0 ωm | I (ω)|2 dω = ∫ 0 ωm S(ω) dω

PR

x(t) = A pre t patri (-τ/2 , τ/2)  ; 0 pre ostatne t

X(ω) = ∫ -∞ ∞ x(t) e – jωt dt = A ∫ - τ τ e – jωt dt =

= (A /(-jω))[ e – jωt] – τ/2 τ/2 = (A /(-jω))[ e – jω τ/2 - e jω τ/2 ]=
= (A /(-jω))(-2j sinω τ/2) = Aτ ( (sin ω τ/2)/(ω τ/2) ) =

Aτ si ω τ/2 = Aτ si πf τ/2

Energeticke spektrum 

S(ω) = (1/ π) |x(ω)2 = (1/ π) (2A/(2πf))2 sin2 2 πf τ/2 =
(A2 / (π3f2) ) sin2 πf τ

Zakladne vlastnosti Fourierovej fransformacie
1 veta o sucine – superpozicie signalov a spektier

Ak x(t) = a1 x1 (t) + a2 x2 (t)   tak  x(ω) = a1 X1 (ω) + a2 X2 (ω)

Dokaz : 

X(ω) = ∫ -∞∞  x(t) e - jωt dt = ∫ -∞∞  {a1 x1 (t) + a2 x2 (t)}   e - jωt dt =

= a1 ∫ -∞∞  x1 (t) e – jωt dt + a2 ∫ -∞∞  x2 (t) e - jωt dt = 

= a1 X1 (ω) + a2 X2 (ω)

2 veta o zmene znamienka premennej

X(ω) = ∫ -∞∞  x(t) e - jωt dt   ;    X(-ω) =∫ -∞∞   x(-t) e - jωt dt

ω→ - ω  ;  t → - t

3 veta o sirke signalu a spektra

(zmena casoveho meritka )

x(t) → X(ω)   ;   F { x(a.t) } = ∫ -∞∞  x(a.t) e - jωt dt

at = τ  ;  dt = d τ / a

ak x(t) = A pre t patri (-τ1/2 , τ1/2) inak 0
poto x(a.t) = A pre t (-τ1/2a , τ1/2a

F { x(a.t) } = ∫ -∞∞  x(τ) e - jωτ/a . (1/a) dτ =

= (1/a) x(ω/a)   ;   x(a.t) → (1/a) x(ω/a)

4 Veta o reciprocite

x(t) = (1/ 2π)  ∫ -∞∞  X(ω) e jωt dω

t→ - ω  ;  ω  → t
2π x (- ω) = ∫ -∞∞  x(t) e –jωt dt
x(t) → x (- ω)   nech x(t) je realna parna

x(t) = xpr(t)

X(ω) = ∫ -∞∞  xpr(t) e –jωt dt = ∫ -∞∞  xpr(t) (cos ωt – j sin ωt) dt =
∫ -∞∞  xpr(t) cos ωt  dt – j ∫ -∞∞  xpr(t) sin ωt dt = 

∫ -∞∞  xpr(t) cos ωt  dt   ,  lebo ∫ -∞∞  xpr(t) sin ωt dt = 0

5 veta o casovom posunuti signalu

x (t – τ) →  Xτ(ω) = ∫ -∞∞   x(t – τ) e - jωt dt

t – τ = t´  ;  dt = dt´

Xτ(ω) = ∫ -∞∞   x(t´) e – jω(t ´+ τ) dt´ = e – jωτ  ∫ -∞∞   x(t´) e – jωt ´ dt´ =
Xτ(ω) = e - jωτ  X(ω) = |X(ω)| e  j φ (ω) . e – jωτ  = |X(ω)| e  j (φ (ω) – ωτ) 
|Xτ(ω)| = | X(ω) |   ;  arg Xτ(ω) ≠ arg X(ω) → ωτ
x (t – τ) = (1/2 π) ∫ -∞∞  X(ω) e  jω(t – τ) dω

PR

X(ω) = ∫ -∞∞   x(t) e – jωt  dt = ∫ - τ /2 τ /2 Ae – jωt dt = 

A[e – jωt / (– jω)] - τ /2 τ /2 = (2A/ ω)sin ω τ/2

PR

X(ω) = ∫ -∞∞   x(t) e – jωt  dt = ∫ 0 τ A e – jωt dt = 

A[e – jωt / (– jω)] 0 τ  = A (e – jω τ -1) / (– jω) = 

A (e – jω τ/2 ) / (– jω)( e – jω τ/2 – e  jω τ/2) =
.....  A τ e – jω τ/2 sin ((ω τ/2)/ (ω τ/2) ) = A τ e – jω τ/2 si (ωτ/2)

6 veta o frekvencnom posunuti(kmitoctovom) (modulacny teorem)
X(ω´) → x(t)  ;  ω´ = ω ± Ω  ;  X(ω´) =  ∫ -∞∞   x(t) e – jω´t dt

X(ω ± Ω) = ∫ -∞∞   x(t) e – j (ω ± Ω )dt  =∫ -∞∞   [ x(t) e  ±j Ω t ] e – j ω t dt

X(ω + Ω) =   ∫ -∞∞   x(t) e – j (ω + Ω )dt  

X(ω - Ω) =   ∫ -∞∞   x(t) e – j (ω - Ω )dt  

X(ω + Ω) →  x(t) e – j  Ω t ;   X(ω - Ω) →  x(t) e  j  Ω t 

x(t) {cos Ω t  - j sin Ω t }  →  X(ω + Ω);  

x(t) {cos Ω t  + j sin Ω t }  →  X(ω - Ω);

SUCET  

2x(t) cos Ω t  →  X(ω + Ω) + X(ω - Ω);

x1(t) = x(t) cos Ω t  →  ½ X(ω + Ω) + ½ X(ω - Ω) = x1(ω);

ROZDIEL
-j 2x(t) sin Ω t  →  X(ω + Ω) - X(ω - Ω)      /  j/2;

x(t) sin Ω t  → j ½ X(ω + Ω) - j ½ X(ω - Ω)

7 veta o casovej konvolucii

X(ω) = X1(ω).X2(ω)  ;  F -1{ x(ω)} =  F -1{ X1(ω) X2(ω) }= x(t) =

=  (1/2π) ∫ -∞∞ X(ω) e  jωt dω = (1/2π) ∫ -∞∞ [X1(ω) . X2(ω) ]e  jωt dω

X1(ω) = ∫ -∞∞ x1(τ) e - jωτ dτ  ;   F -1{ X1(ω) X2(ω)} = x(t) = 
(1/2π) ∫ -∞∞ [ ∫ -∞∞ x1(τ) e - jωτ d τ .x2(ω) e  jωt dω  =
∫ -∞∞ x1(τ) [(1/2π) ∫ -∞∞ x2(ω) e  jω(t – τ) dω ] d τ =

Na yakl vetz o cas posune 

[(1/2π) ∫ -∞∞ x2(ω) e  jω(t – τ) dω = x2(t - τ)

F -1{ X1(ω) X2(ω)} = x(t) =  ∫ -∞∞ x1(τ) x2(t - τ) d τ  = x1(t) * x2(t) 

X1(ω) X2(ω) = x1(t) * x2(t)

X2(ω) = ∫ -∞∞ x2(τ) e - jωτ dτ  ;   F -1{ X1(ω) X2(ω)} = x(t) = 

∫ -∞∞ x2(τ) x1(t - τ) d τ  = x1(t) * x2(t)

x1(τ) x2(ti - τ)  ;  Si = ∫ -∞∞ x1(τ) x2(ti - τ)  dτ  pre t = ti   
Algoritmus konvolucie (k obr hore)

1 ked JEDNU Z DVOCH FUNKCII OTOCIME O 180º
2 posuvanie tej otocenej funkcie v case

3 vyjadrenie sucinu tych dvoch funkcii v dannom posunuti v celej casovej oblasti

4 Vypocet integralu zo sucinu tych funkcii.(vypocet plochy prieniku tych dvoch funkcii)

PR 5  

σ(t) = 1 pre t> 0 ; 0 pre t ≤ 0

σ(t – t0) = 1 pre t > t0 ; 0 pre t ≤ t0
VLASTNOSTI

a, Aσ(t)  -  skok o velkosti A

b,  x(t) σ(t- t0) = 0 pre t < t0 ; x(t) pre t ≥ t0
c,  d σ(t- t0) /dt = δ (t- t0)

d,  x(t) = A pre t patri (t1,t2) ak τ = t2 – t1  ;  inak 0

x(t) = A { σ(t- t1) - σ(t- t2) }

σ(t) → σ(t) e –at   ;   a → 0

S(ω) = ∫ -∞∞ σ(t) e –at   e - jωt dt = ∫ 0 ∞ e –(a+ jω) dt
S(ω) = ( - 1/(a+jω) ) [e –(a+ jω)] 0 ∞ = .... 1/(a+jω)

Sσ(ω) = S1(ω) + S2(ω)

Sσ = π δ (ω) + 1/jω = π δ (ω) + (1/ω) e-j π /2
Jednotkoby impulz

A = 1/ τ   →  Aτ = 1

δ(t) = ∞ pre t = 0  ;  inak 0

δ(t- t0) =  ∞ pre t = t0  ;  inak 0 

∫ -∞∞ δ(t) dt = 1   ;  ∫ -∞∞ δ(t- t0) dt= 1
A,  A δ(t)   ;    B,  ∫ -∞∞ δ(t) x(t)dt = x(0)

∫ -∞∞ δ(t ± t0) x(t)dt = x(  -+ t0 )

∫ -∞∞ x(t´) δ(ti - t0 - t´) dt´ =  x(ti – t0)

Spektralna funkcia

δ(t) → F δ(ω)   
F { δ(t )} = F δ(ω) =  ∫ -∞∞ δ(t) e - jωt dt = [e – jωt ]t=0  = 1

F { δ(t –t0 )}= F δt0(ω) =  ∫ -∞∞ δ(t–t0) e - jωt dt =

= [e – jωt ]t =  t0  = e – jωt0
F δt0(ω) = e – jωt0 = cos ω t0 – j sin ω t0 = Rδt0(ω) + j Xδt0(ω)

|F δt0(ω)|=√( Rδt02(ω) + j Xδt02(ω) ) =  √( cos2 ω t0 +sin2 ω t0 )=1

tg φ δt0(ω) = (Xδt0(ω) ) / (Rδt0(ω) )  =  (- sin ω t0) / cos ω t0 =
- tg ωt0 = tg ( - ωt0)    ;    φ δt0(ω) = - ωt0
Fourierov rozvoj periodickeho radu jednot impulzov.

x(t) =  Σn= -∞ ∞ Cn ejnωot   ;   Cn = 1/T0 ∫ -To/2 To/2 x(t) e- jnωot dt = 1/T0 ∫ -To/2 To/2 δ (t) e- jnωot dt = 1/T0
δ(t-kT0)  ,  (k=0, ±1, ±2....)

x(t) =  Σ k= -∞ ∞ δ(t-kT0)   = Σn= -∞ ∞ Cn ejnωot  =

1/T0 Σn= -∞ ∞ ejnωot     ;    F(ω) = 2 π δ(ω) 

f(t) = (1/2π) ∫ -∞∞ δ(ω) ejωt d ω = 1
F(ω) = 2 π δ(ω- ω0) 

f(t) = (1/2π) ∫ -∞∞ 2 π δ(ω- ω0) ejωt d ω = ejωot
x(t)= 1/T0 Σn= -∞ ∞ ejnωot  

X(ω) = (2 π/T0) Σn= -∞ ∞ δ(ω- n.ω0)  = ω0 Σn= -∞ ∞ δ(ω- n.ω0)  
Korelacia

R12 = ∫ -∞∞ x1(t) x2(t + τ) dt
1, posunutie jednej funkcie voci druhej

2, sucin tych dvoch funkcii (x1 a x2)

3, vypocet integralu zo sucinu (plochy x1 . x2)

Autokorelacia

R(τ) = ∫ -∞∞ x(t) x(t - τ) dt

R( -τ) = ∫ -∞∞ x(t) x(t + τ) dt = ∫ -∞∞ x(t) x(t - τ) dt = R(τ)

τ = 0   ;  R(0) =  ∫ -∞∞ x(t) x(t + 0) dt = ∫ -∞∞ x(t)2 dt =

(1/2 π) ∫ -∞∞ S(ω) dω

Vztah medzi Fourierovou a Laplaceovou transformaciou.
jω budeme brat ako realny kmitocet a σ ako imaginarny

ρ= σ + jω

Fourierova transf. transformuje signal len na os jω

Pomocou Laplaceovej trans. uz dokazeme dostat signal
v ramci celej komlexnej roviny.

Poly funkcie su po celej kompexnej rovine – tam kde su poly

ma funkcia maximum 

Nuly funkcie su po celej kompexnej rovine  a maju nulove hodnoty    L{x(t)}= X(p)= ∫ 0∞ x(t) e-pt dt
L-1{x(p)}= x(t)= ∫ σ -jω σ +jω x(p) e pt dp   ;  ω <-∞,∞>

a > σ0 
X(p) = X(a+jω) 

F(a+jω) = ∫ 0∞ x(t) e-(a+jω)t dt = ∫ -∞∞ e-at x(t) e-jω t dt

L{x(t)}= X(p)= X(a+jω)        F{ e-at .x(t)}= X(ω)

Ked a=0 tak aj s Laplaceovej transor dostaneme to iste ako vo Fourierovej transformacii.

V realnych systemoch si neviem vygenerovat komplexny kmitocet,

Diskretna Fourierova Transformacia

zoberieme signal x(t) a na intervale T0 ho rozdelime na M vzoriek.

Vzorkovacia teorema T0= M.Tvz    ;    fvz = 1/Tvz

DFT
x(t) na T0 = M.Tvz  ;  x(t) δ(t- t0) = x(t0) δ(t- t0)

Σn= -∞ ∞ δ(t- nTvz) = (1/Tvz) Σn= -∞ ∞ e j ωvz t
n- je poradove cislo vzorky v casovej oblasti

k- je poradove číslo vzorky vo frekvencnej oblasti

xv(t) = x(t) Σn= -∞ ∞ δ(t- nTvz) = x(t).(1/Tvz) Σ k= -∞ ∞ e j k ωvz t
Xv(ω) = (1/Tvz) Σ k= -∞ ∞ F{ x(t) e j k ωvz t }=

(1/Tvz) Σ k= -∞ ∞ X(ω - kωvz) 

Σ k= -∞ ∞ X(ω - kωvz) oznacuje sucet posunutych funkcii x(t)

Tvz = 1/ fvz = 2 π / ωvz 

Ked spravime FT z x(t) tak dostaneme X(t)

Ked spravime FT z X(ω) tak dostaneme periodicke spektrum
fvz = 2fmedz – vzorkovacia teorema – inac by sa to prekryvalo

Teraz budeme uvazovat signal ktory sa periodicky opakuje
x(t) = xp(t)      T0 = M.Tvz

Ck = 1/T0 ∫ 0T0 x(t) e-j 2π kfo t dt = X(k.f0)

X(k.f0) je frekvencna vzorka

Xp(t) = Σ k= -∞ ∞ Ck e j 2π kfo t = Σ k= -∞ ∞ X(k.f0) e j 2π kfo t =

= Σ k= - ((N/2) -1) ((N/2) -1) X(k.f0) e j 2π kfo t
Xp(t) → Xvp(t) periodicky navzorkovany signal

Tvz = 1/fvz = T0/M → M = T0/ Tvz

f0 = fvz/N = 1/(N.Tvz)

je to parna funkcia teda info v T1 je zhodna s informaciou v T2
N= 1/(f0.Tvz) = T0/ Tvz → N = M = T0/ Tvz

-pocet vzoriek signalu v casovej oblasti a pocet vzoriek spektra vo frekvencnej oblasti je rovnaky.

Xvp(k.f0) = 1/T0 ∫ -∞ ∞Xvp(n.Tvz) e - j k ωo t dt = 

= 1/T0 ∫ -∞ ∞ xp(t) Σ n= -∞ ∞ δ (t - n.Tvz) e - j k ωo n Tvz dt = 

1/T0 Σ n=0 N-1 e - j (2 π/T0) k n Tvz ∫ -∞ ∞ xp (t) δ(t - n.Tvz) dt = 

1/T0 Σ n=0 N-1 e - j (2 π/T0) k n Tvz Xvp (n.Tvz)=

1/T0 Σ n=0 N-1 Xvp (n.Tvz) e - j (2 π/T0) k n Tvz 

Tvz = 1 → N = T0/Tvz = T0
X(k.f0) =!= x(k)     ;    Xvp(n.Tvz) =!= x(n)

k-kata vzorka spektralnej funkcie

n-nta zlozka diskret signalu v casovej oblasti

Diskretna FT je aplikovana na diskretny period signal
DFT:  X(k) = 1/N Σ n=0 N-1x(n)e - j (2 π/N) n k
IDFT: x(n) =  Σ k=0 N-1 x(k) e j (2 π/N) n k
Vztah medzi DFT a F radom

F Rad : x(t) =  Σ k= -∞ ∞ Ck ejkωot  ;  Ck = 1/T0 ∫ 0 To x(t) e - jkωot dt

DFT : x(n) =  Σ k=0 N-1 x(k) e j (2 π/N) n k  ;   X(k) = 1/N Σ n=0 N-1x(n)e - j (2 π/N) n k 

x(t) →x(n)   ;   Ck  → x(k)  ;  ωo = 2 π fo = 2π/T0 → 2π/N  ;  t → n
X(k) = 1/N Σ n=0 N-1x(n)e - j (2 π/N) n k = 1/N Σ n=0 N-1x(n) W -n.k
IDFT : x(n) =  Σ k=0 N-1 x(k) e j (2 π/N) n k  = Σ k=0 N-1x(k) W n.k
W = e j (2 π/N)

PR:

W = e j (2 π/N) = e j (2 π/ 8) = e j π / 4    N=8

K tomu aby sme mohli vypocitat niektoru X(k) tak nam nestaci poznat len jednu x(n) ale musime poznat vsetky x(n).

x(0) = 1/8 Σ n=0 7 x(n) W -n.0 = 1/8 {x(0)+x(1)+x(2)+…+x(7)}

k=0 jednpsmerna zlozka spektralnej funkcie.
x(1)= 1/N Σ n=0 7 x(n) W -n.1 = 
1/N {x(0)+x(1)W-1+x(2)W-2+…+x(7)W-7}

x(2)= 1/N Σ n=0 7 x(n) W –n.2 = 
1/N {x(0)+x(1)W-2+x(2)W-4+…+x(7)W-14}

x(7)= 1/N Σ n=0 7 x(n) W –n.7 = 
1/N {x(0)+x(1)W-7+x(2)W-14+…+x(7)W-49}

{x(k)}={x(0),x(1),x(2),….x(7)}
X(k)=X(k+N)=X(k+mN)

x(n)=x(n+N)=x(n+mN)  ;  T0 = M.Tvz

Rychly algoritmus pre spatnu FT

Rychla Fourierova Transformacia RFT(FFT)

Princip decimacie v case (delim na polky)

Algoritmus J.W. Cooley a J W Tukey

X(k)= 1/N Σ n=0 N-1 x(n) W -n.k
W = e j (2 π/N) = cos(2 π/N) + j sin(2 π/N)
PR

N=8→{x(n)}={x(0),x(1),x(2),….x(N-1)}

e j (2π/8)n
x(n) =  Σ k=0 N-1 X(k) e j (2 π/N) n k 

n = 0...7

podmienka : pocet vzoriek v casovej oblasti musi byt modni 2n teda vsetky musia byt delitelne 2 

x(n) rozdelime na dve postupnosti
{y(n)}= {x(2n)}= {y(0), y(1), y(2),...., y((N/2)-1)}=

{x(0), x(1), x(2),...., x(N-2)}

{s(n)}= {x(2n+1)}= {s(0), s(1), s(2),...., s((N/2)-1)}=

{x(1), x(3), x(5),...., x(N-1)}

Ak N je parne, n=0,1,2,...,(N/2)-1

X(k)= 1/N {x(0)W0+x(1)W-k+x(2)W-2k+…+x(N-1)W-(N-1)k}

{y(n)} →{Y(k)}   ;   {s(n)} → {S(k)}

Y(k) = Σ k=0 ((N/2)-1) y(n)W-2nk   ;   S(k) = Σ k=0 ((N/2)-1) s(n)W-2nk
k= 0...((N/2)-1)

X(k) = Σ n=0 (N-1) x(n)W-nk = Σ n=0 ((N/2)-1) x(2n)W-2nk + Σ n=0 ((N/2)-1) x(2n-1)W-(2n+1)k=

= Σ n=0 ((N/2)-1) y(n)W-2nk + W –k Σ n=0 ((N/2)-1) s(n)W-2nk =

k=0,1,2...N-1   ;   Y(k) = Y(k+N/2)   ;   S(k) = S(k+N/2)

W -(k+N/2) = e- j (2π/N)(k+N/2) = e- j (2π/N)k . e- j π = -W-k   

e- j π = -1   ;    X(k) = Y(k) + W-k S(k)

Pre (k+N/2)   ,   X(k+N/2) = Y(k)-W-k S(k)

PR (folia 75)

X(4)=Y(0)+W-4.S0    ,   Y(0)-W0.S0 
X(5)=Y(1)+W-5.S1    ,   Y(1)-W-1.S1

Obr 75 a

y(n) → y1(n) , y2(n)   ;    s(n) → s1(n) , s2(n)

y1(n) = y(2n) = x(4n)

{y1(n)}= {y1(0), y1(1), y1(2),...., y1((N/4)-1)}

y2(n) = y(2n+1) = x(4n+2)

{y2(n)}= {y2(0), y2(1), y2(2),...., y2((N/4)-1)}

n= 0,1,2,..., ((N/4)-1)

{y1(n)} → {Y1(k)}  ;   {y2(n)} → {Y2(k)}

Y1(k) = Σ n=0 ((N/4)-1) y1(n)e- j (2π/(N/4))n.k = Σ n=0 ((N/4)-1) y1(n).W-4n.k 

Y2(k) = Σ n=0 ((N/4)-1) y2(n)e- j (2π/(N/4))n.k = Σ n=0 ((N/4)-1) y2(n).W-4n.k 

k= 0,1,2,..., ((N/4)-1)

s1(n) = s(2n) = x(4n +1)

{s1(n)}= {s1(0), s1(1), s1(2),...., s1((N/4)-1)}

s2(n) = s(2n+1) = x(4n+3)

{s2(n)}= {s2(0), s2(1), s2(2),...., s2((N/4)-1)}

{s1(n)} → {S1(k)}  ;   {s2(n)} → {S2(k)}

S1(k) = Σ n=0 ((N/4)-1) s1(n)e- j (2π/(N/4))n.k = Σ n=0 ((N/4)-1) s1(n).W-4n.k 

S2(k) = Σ n=0 ((N/4)-1) s2(n)e- j (2π/(N/4))n.k = Σ n=0 ((N/4)-1) s2(n).W-4n.k 

k= 0,1,2,..., ((N/4)-1)

Y(k) = Σ n=0 ((N/2)-1) y(n)e- j (2π / N)2.n.k = 

Σ n=0 ((N/4)-1) y(2n). e- j (2π /(N/2))2.n.k + Σ n=0 ((N/4)-1) y(2n+1). e- j (2π /(N/2))k(2n+1)

Y(k)= Y1(k) + e- j (2π / N)2.k .Y2(k) = Y1(k) + W -2.k . Y2(k)
Y(k+N/4)= Y1(k) + e- j (2π / N)2.(k+N/4) .Y2(k) = Y1(k) - W -2.k . Y2(k)

k= 0,1,2,..., ((N/4)-1)

S(k) = Σ n=0 ((N/2)-1) s(n)e- j (2π / N)2.n.k = 

Σ n=0 ((N/4)-1) s(2n). e- j (2π /(N/2))2.n.k + Σ n=0 ((N/4)-1) s(2n+1). e- j (2π /(N/2))k(2n+1)

S(k)= S1(k) + e- j (2π / N)2.k.S2(k) = S1(k) + W -2.k . S2(k)

S(k+N/4)= S1(k) + e- j (2π / N)2.(k+N/4) .S2(k) = S1(k) - W -2.k . S2(k)

Pre cele spektrum potom plati :

X(k)= Y(k) + e- j (2π / N).k S(k) 

X(k+N/2)= Y(k) + e- j (2π / N).(k+N/2) S(k)

k= 0,1,2,..., ((N/2)-1)

Y1(k)= Y11(k) + e- j (2π / N)4.k .Y12(k) = Y11(k) + W -4.k . Y12(k)

Y1(k+N/8)= Y11(k) + e- j (2π / N)4.(k+N/8) .Y12(k) = 
Y11(k) - W -4.k . Y12(k)

........

Y11(k)= Σ n=0 ((N/8)-1) y11(n). e- j (2π / N)8.n.k = Σ n=0 0  y11(0).e 0 =   y11(0) = x(0)

......

Y(k+N/2) = Y(k)   ;   S(k+N/2) = S(k)
Algoritmus pre IDFT (inverzna disk F transformacia)

x(n) = Σ k=0 N-1 X(k).Wk.n      k patri <0,N-1>
x(n)= x(0)W0+x(1)W1n + x(2)W 2n+…+ x(N-2)W(N-2)n + 
x(N-1)W (N-1)n
x(0)= x(0)+x(N-1)W(N-1)n + x(N-2)W(N-2)n +.......
+  x(2)W(N-(N-2))n + x(1)W(N-(N-1))n 

W(N-r)n = e - j (2π / N)N.n . e - j (2π / N).r.n = W –r.n 

x(n)= x(0)W0+x(N-1)W -n + x(N-2)W - 2n+…+ x(N-5)W -(N-2)n + x(N-6)W -(N-1)n
x(n)= x(0)+ x(N-1)W -n + x(N-2)W - 2n+…+ x(2)W -(N-2)n + x(1)W -(N-1)n
Diskretne sustavy:

· pre spojite sustavy plati: y(t)=x(t)*h(t). 

x(t) →  h(t) →  y(t), 

X(p) →H(p) →Y(p)

Impulzná charakteristika sustavy: -vlastna odozva sustavy na jednotkovy, dirakov impulz

h(t) →impulzna charakteristika, H(p) →prenosova funkcia

Y(p)=X(p).H(p)

Ak signal x(t) = dirakovmu impulzu , potom vystup y(t) = H(p)

PR

arakteristika
Spojite sustavy mozeme popisovat:
1 Pomocou h(t) – impulzova c arakteristika

2 Pomocou H(p) – prenosova funkcia

Prenosova funkcia:-charakterizuje vlastnosti sustavy

H(p)=L{h(t)}  H(jω)=F{h(t)} → penosova funkcia na osi jω len

H(p)=Y(p)/X(p)=L{y(t)}/L{x(t)}

h(t) = L -1{H(p)}  ;   h(t) =F -1{ H(jω)}

y(t) = L -1{H(p).X(p)}  ;  y(t) =   F -1{ H(jω).X(jω)}

Spojite sustavy:
x(t) →sustava→y(t)

3 Opis vlastnosti sustavy linearnou diferencialnou rovnicou:
 lienarne dif. rovnice n-teho radu s konstantnymi koeficientami a s pravou stranou

bn.(dny/dtn)+ bn-1 (dn-1y/dtn-1)+ .. +b1.(dy/dt)+b0y =
am.(dmx/dtm)+am-1.(dm-1x/dtm-1)+..+a1(dx/dt) + a0x

Riesenie: najdenie fundamentalneho systemu riesenia lin.dif.rovnice bez pravej strany: ĽS=0

bn.(dny/dtn)+ bn-1 (dn-1y/dtn-1)+ .. +b1.(dy/dt)+b0y = 0  (1)
Fundamentalne riesenia→urcenie korenov charakt.rovnice

Urcenie korenou charakteristickej rovnice diferencialnej rovnice

bnpn+bn-1pn-1+..+b1p+b0=0
postup – algebraizovanie dif rovnice (1) ,
ak y(t) ≠0 a di/dti =pi(operator)   ,  p = σ + jω

Korene: su to charakter.korene diferen.rovnice bez pravej strany (je ich prave n):
- komplexne zdruzene pi=σi±jωi,

-viacnasobne pi=±jωi ,
- realne pi= σi
p1,p2...pn Fundamentatny system riesenia rovnice (1),
y1(t)=k1ep1t+k2ep2t+..+knepnt, 
ki – konstanty, je mozne ich urcit ak su zname pociatocne podmienky stavu systemu

Riesenie dif.rovnice s pravou stranou
: pre specificke tvary signalov x(t) je mozne najst tvar riesenia y2(t)

Vseobecne riesenie dif.rovnice s pravou stranou:

y(t)=y1(t)+y2(t)   ;   y(t)= ∑i=1n kiepit + y2(t)

y1(t)=prirodzena odozva systemu (vlastne kmity)

y2(t)=vnutorna odozva systemu (vnutorne kmity)

y1(t) – ak x(t)=0→y1(t) ≠0   ;   y2(t)- ak x(t) ≠0

zosik:
y1(t) sucet exponencialnych kmitov typu kiepit
pi = - σi    ,  y1(t)= ∑i=1n kie ±σit 
pi=±jωi   ,   y1(t)= ∑i=1n kie ± jωit

pi=σi + jωi  , y1(t)= ∑i=1n ki.e pi t =  ∑i=1n ki.e σit e jωit =

= ∑i=1n ki.e σit(cosωit + j sin ωit )

PR
y1(t) zlozka signalu ktora korensponduje s prechodovym javom

y2(t) dominantna zlozka (zlozka ustaleneho stavu)

poznamka: riesenie dif rovnic z hladiska spojitych sustav je 

zlozite preto pouzivame iny typ na riesenie a to :

Diskretna sustava:

Pre spojite sustavy je najvhodnejsi sposob opisovania H(p) 
alebo H(jω)

x(t)→{x(n.Tvz)}=!{x(n)}

{x(n.Tvz)}={x(0),x(Tvz),x(2Tvz),...}={x(0),x(1),x(2),..}={x(n)}

x(t) → X(jω)   ;   fvz ≥ 2fm

Jednotkovy impulz:

u(n)= 1 pre n=0, 0 pre n≠0    ;   u(n-k)= 1 pre n=k, 0 pre n≠k  

x(n)= ∑k=0∞ x(k)u(n-k)=
x(0)u(n)+x(1)u(n-1)+x(2)u(n-2)+..+x(n)u(n-n)+..

x(i)u(i-i)= x(i)  

bny(n)+bn-1y(n-1)+..+b1y+b0=anx(n)+an-1x(n-1)+..+a1x+a0
Diferencna rovnica:   Δs(n)=s(n)-s(n-1), 
Δs(n) – prva diferencia: rozdiel vo velkosti

druha diferencia: 
Δ2s(n)=Δ{Δs(n)}=Δs(n)-Δs(n-1)=
{s(n)-s(n-1)}-{s(n-1)-s(n-2)}=s(n)-2s(n-1)+s(n-2)

tretia diferencia:
 Δ3s(n)=s(n)-3s(n-1)+3s(n-2)-s(n-3)

Δms(n)= ∑k=0m(-1)2m - k (m nad k)s(n-k)

diferencna rovnica n-teho radu

ΔNy(n)+B1ΔN-1y(n)+..+BN-1Δy(n)+BNy(n)=
A0ΔNx(n)+A1ΔN-1(x(n))+..+AN-1Δx(n)+ANx(n)

y(n)= ∑k=0Nakx(n-k)- ∑k=1N bky(n-k)
Pri diskretnych sustavach sa na opis najcastejsie pouziva diferencna rovnica (v casovej oblasti) a prenosova funkcia (frekv.oblast), aj konvolucia.

y(n)=[a0,a1,a2].[x(n)/x(n-1)/x(n-2)]-[b1,b2].[y(n-1)/y(n-2)]  
N=2  diferencna rovnica v maticovom tvare

predpoklada nulove pociatocne podmienky: 
x(n-1)=x(n-2)=0, y(n-1)=y(n-2)=0

x(n)=!=u(n)→y(n)=h(n)→impulzna char, u(n)→kroneken

n=0  h(0)=a0, n=1  h(1)=a1-b1a0, n=2  h(2)=a2 –b1(a1-b1a0)-b2a0,
n=3  h(3)= -b1{a2 –b1(a1-b1a0)-b2a0}-b2(a1-b1a0) 

Model sustavy
T-cas vzorkovania

y(n)= ∑k=0 2 akx(n-k)- ∑k=12 bky(n-k)

Ak na vstup privediem aspon jeden chroneken tak

y(n) = h(n) → impulzna charakteristika

n=0→y(n)=a0 , n=1→y(n)=a1-b1a0,......, n→∞  tych vzoriek je nekonecno, 
nekonecna impulzna charakteristika

Nekonecna impulzova odozva NIO –(IIR)
 rekurzivna sustava, sustava s nekonecnou impulznou odpovedou

Sustava s konecnou impulz.charakt.,

KIO-konecna imp.odpoved

ak bk=0, k=1,2,3..N

y(n)= ∑k=02 akx(n-k)=[a0,a1,a2].[x(n)/x(n-1)/x(n-2)]

x(n)=u(n)   ;   y(0)=h(0)=[a0,a1,a2].[u(0)/0/0]=a0
y(1)=h(1)=[a0,a1,a2].[0/u(0)/0]=a1,
y(k)=h(k)=0  pre k>2

takato sustava je s konecnou imp odozvou 
toto boli def diskretnej sustavy pomocou diferencnej rovnice

Impulzova sustava generuje svoje vlastne impulzove charakteristiky

h(n)={h(0),h(1),h(2)...} – impulzova vo vseobecnosti

x(n)={x(0),x(1),x(2)...} – vstupny impulz

[y(n)= ∑n=0Dx(h)h(n-k)] – zapis diskretnej konvolucie: 
ako vyratam vystupny signal ked poznam vstupny a impulz

Konvolucia: jednu z funkcii otoci

h(0)|h(1)|h(2)...→..h(2)|h(1)|h(0)

posunie o jednu vzorku (lebo diskretna konvolucia)

	N
	0
	1
	2
	3
	4

	x(0)
	x(0)h(0)
	x(0)h(1)
	x(0)h(2)
	x(0)h(3)
	x(0)h(4)

	x1
	0
	x(1)h(0)
	x(1)h(1)
	x(1)h(2)
	x(1)h(3)

	x2
	0
	0
	x(2)h(0)
	x(2)h(1)
	x(2)h(2)

	x3
	0
	0
	0
	x(3)h(0)
	x(3)h(1)

	x4
	0
	0
	0
	0
	x(4)h(0)

	......
	
	
	
	
	

	y(n)
	∑
	∑
	∑
	∑
	


	
	h(0)
	h(1)
	h(2)

	.....
	x(1)
	x(0)
	
	
	

	.....
	x(1)
	x(0)
	
	

	.....
	x(1)
	x(0)
	


y(0)=x(0).h(0)   ;   y(1)=x(1).h(0)+x(0).h(1)

D=max[Dx,Dh], Dy=Dx+Dh -1  ;  Dy dlzka postupnosti y(n)

Druha forma opisu DISKRET SUSTAVY

Pre sustavy KIO h(k)=ak  k=0,1,2,..N
Potom pre spatny zapis plati tento zapis konvolucie

y(n)= ∑k=0D x(k)h(n-k)   ;   y(t)=∫0∞x(τ)h(t-τ)dτ

PR:
Pomala konvolucia:
Operacie:  Dx.Dh -1 - pocet sucinov, 
2Dx.Dh – celkovy pocet operacii, 
ak Dx=Dh=N → 2N2 operacia

ked N=16 tak 512 operacii, ked 64 tak 8192...

Sustava sa sprava ako konvolutor: 
a) y(n)= ∑k=0N akx(n-k) - ∑k=1N bky(n-k), 
b) y(n)=x(n)*h(n) (konvolucia)
Z – transformacia – umoznuje transformovat p rovinu do roviny z

Signal x(n)= ∑k=0∞ x(k)u(n-k)

Substitucia: u(n-k)→z-k
X(z)= ∑n=0∞x(n).z-n=x(0)+x(1).z-1+x(2).z-2...,
x(k)=0 pre k<0

x(n)↔X(z)  Z transformacia pre disk sustavy,
x(t)↔X(ω)  F transformacia pre spojite sustavy,
x(t)↔X(p)  L transformacia pre spojite sustavy
U(z)= ∑n=0∞u(n).z-n=1

Dx=!N, X(z)= ∑n=0N-1x(n).z-n=x(0)+x(1)z-1+..

pre u(n-k), Z{u(n-k)}= ∑n=0∞u(n-k).z-n=z-k
Zakladne vlastnosti Z transformacie:

1. A(z)=Z{a(n)}, B(z)=Z{b(n)}, Z{a(n)+b(n)}=A(z)+B(z)

2.Posunutie o L krokov v casovej oblasti: a(n-L)=
∑k=0∞a(k)u(n-L-k), Z{a(n-L)}=z-L.A(z)

3. a.f(n)↔aF(z)

Co sa stane s diferencou rovnicou ked na ni aplikujeme Z-trandformaciu

y(n)= ∑0Nakx(n-k)- ∑1Nbky(n-k),
x(n)↔X(z) y(n)↔Y(z)

X(z)= ∑n=0∞x(n)z-n, Y(z)= ∑n=0∞y(n)z-n ,
Z{x(n-L)}=z-LX(z) → Y(z)= ∑k=0NakX(z)z-k -∑k=1NbkY(z)z-k=
X(z) ∑n=0Nakz-k -Y(z) ∑n=1Nbkz-k →
→H(z)=Y(z)/X(z)= (∑0Nakz-k)/(1+∑0Nbkz-k),
h(n)↔H(z)  ;   Y(z)=H(z).X(z), y(n)=h(n)*x(n)

Spojita sustava: H(p)/p-jω = A(ω).e-jφ(ω)
Diskretna sustava: 
H(z)/z=ejΩ = N(z)/D(z)=N(ejΩ)/D(ejΩ)=A(Ω)e-jφ(Ω)
pTvz=p/fvz=(σ+jω)/fvz=σ/fvz+j(ω/fvz)=ε+jΩ

z→e j2πfTvz = e -j Ω   ;  z -1→e –pt  v „p“ rovine 

Modulacie: 1, 
Spojite : amplitudova, kmitočtova, fazova  (aj nosny aj modulacny kmitocet je spojity)  
Diskretne: amplitudova , frekvencna, fazova (nosny signal je spojity a modulacny je diskretny)  ;  -su to linearne modulacie, tzn. niektory  parameter nosneho signalu je lin. ovplyv. modulacnym signalom  ;

Impulzne: PAM- pulzne ampltitudova mod. , 
PDM – pulzne sirkova , PPM- pulzne polohova , 
PFM – pulzne frekvencna ;

Cislicove: PCM – pulzne kodova modulacia ; 

Amplitudova modulacia: - 
nosny signal – n(t)= Acos(ω0t+φ) ; 
modulacny signal -  δ(t) = Vcosωt  ; 
modulovany signal – s(t) = ....   ; A→A+ δ(t) ; 
modulacnym sig. bude ovplyvnovana amplituda! ; 
s(t)= (A+Vcosωt) cos (ω0t+φ) ; 
ω0 –nosny kmitocet , ω – modulacny kmitocet ; 
s(t)= (A + V cos ωt) cos(ω0t) =  A (cos(ω0t) + (V/A) cos ωt cos ω0t )=

A(cos ω0t + m cos ωt cos ω0t)

s(t) = A cos ω0t + V/2 ( (cos(ω0+ ω)t + cos(ω0 – ω)t )

s(t)= (A+c(t))cos ω0t= Acos ω0t+c(t)cos ω0t =
= s1(t)+s2(t)  ;  s1(t) →S1(ω) – postranne zlozky

s2(t) →S2(ω) ; S(ω)= S1(ω)+S2(ω) ; 
S1(ωt)= A/2 δ(ω - ω0) + A/2 δ(ω + ω0) 

S2(ω) = ∫-∞∞ c(t) cos ω0 + e -jωt dt = ½ c( ω0+ ω) + ½ c(ω0 – ω)

Výkonové pomery spektra ampl. modulacie: 
s(t)= (A+c(t))cos ω0t= Acos ω0t+c(t)cos ω0t 
R= 1Ω ; Ps= 1/T0  ∫0T0 s2(t)dt=  
=1/T0  ∫0T0 (A2 cos2 ω0t + 2AC(t)cos2 ω0t + c2 (t) cos2ω0t)dt 
Pre nosnu frekv
Pn= 1/T0  ∫0T0A2 cos2 ω0t dt = (A2/T0) ( ½ t + (1/4ω0) sin2 ω0t) 0T0 =
= (A2/T0) (T0/2 + (1/4ω0) ((sin4ω T0)/ T0) = A2/2  
kedze: 1/T0  ∫0T0A2 cos2 ω0t dt = ½ A2 →  1/T0  ∫0T0 cos2 ω0t dt = ½  
Ps= Pn + ((1/T0)  ∫0T0 c2(t) cos2 ω0t dt ) + 1/T0  ∫0T0 2A c(t)cos2 ω0t dt 
1/T0  ∫0T0 c2(t) cos2 ω0t dt =  c2(t) cos2 ω0t  =  
1/T0  ∫0T0 c2(t) dt . 1/T0  ∫0T0 cos2 ω0t dt   
Ps= Pn +  (1/2T0)  ∫0T0 c2(t) dt  +  (2A/T0). (1/2) ∫0T0  c(t) dt
Ps= ½ A2 + ½ c2(t) = Pn + 2Pp  ;  2Pp = ½ c2 (t) =
= ½ (V2/A2 ). A2 Cn2(t) = ½ m2 A2Cn2(t) 
Normovany modulacny Cn(t)   ;  c(t)=V.Cn(t)

α = V/Cef ; V-max. hodnota ,  α- vrcholový činiteľ
α = V/(√(c2(t))) = 1/(√(c2(t))) →√(c2(t)) = 1/ α

Ps= ½ A2 (1+m2 Cn2(t) ) =  ½ A2 (1+(m2/ α2)) 

Nech: c(t)= Vcosωt → α= √2 

Ps= 1/2 A2 (1+(m2/ α2)) = Pn(1+(m2/ α2))  
pre m=1 →Ps= Pn+1/2 Pm= Pn+ 2 Pp  
Pm= 2/3 Ps →plati len pre harm. modulacny signal  
pre tel. signal α = 8 ;  Ps= (1+(m2/ α2))Pm = (1+(m2/ 64))Pm 
m= 1 → Ps= ((64+1)/64)Pn →Pn= 64/65 Ps ; 2Pp= 1/64 Pm
Ps= Pn + 1/64 Pm  ;  amplitudova modulacia ma neefektivne rozlozeny vykon  
Psmax = A2 (1+m)2  ak cn(t)= 1  

s(t)= A(1+m c(t)) cos ω0t  ; m=1 ; Psmax=4A2  
Priklad: n(t)= 5cos ω0t , m=80% ,   α= 8 , Ps=? 
Psmax= ? , Pm= ? Pp=?  ;  m=V/A→ V= mA=0,8.5= 4V 
c2(t)= V2/ α2 = 42/82= 1/4W  ; Cn(t)= c(t)/V  

Cn2(t)= c2(t)/V2 = 1/(4 *16)=1/64  ;  
Pp= (1/4) m2A2 Cn2(t) = 1/4 *0,82*52*1/64= 1/16W  ;  
Ps= Pm+2Pp= 1/2 A2+ 2Pp = 25/2+2/16 =12,625W   
Pn= 12,5W = A2/2  ;  Psmax= A2(1+m)2 = 52(1+0,8)2 = 81W 
→pre telefonny signal ;;;;    
AM s potlacenou normou:  DSB (DSB-SC)

s(t) = Acos ω0t + c(t) cos ω0t = s1(t) + s2(t)  

DSB ; s(t)= c(t) cos ω0t 

S(ω)= ½ c(ω- ω0) + ½ (ω + ω0)

Telekomunikacne systemy s linearnou modulaciou: 

Dvojpasmovy system s nosnou frekvenciou 

· s potlacenou nosnou frekvenciou, 

· s ciastocne potlacenou nosnou frekvenciou ; 
Jednopasmovy system s nosnou frekvenciou, 

· s ciastocne potlacenou nosnou frekv 

System s nesymetricky potlacenym pismom ;  

Jednopísmová modulácia: s pouzitim PP filtra:  
s(t)= c(t) Acos ω0t =  VA ωt ω0t  ;  c(t)V cos ωt  ;   
s(t) = VAcos ωt cos ω0t= 1/2 VA 2cos(ω0- ω)t + cos (ω0 + ω)t 

Horna postranna zlozka: u1(t)= 1/2 VA cos(ω0 + ω)t  

Jednopísmová modulácia S fazovou kompenzaciou:  
u1(t)= 1/2 VA(cos ωt cos ω0t – sin ωt sin ω0t ) ;  
sin x→ cos (x-(π/2))  ;  
u1(t) = ½ VA cos ωt cos ω0t – ½ VA cos (ωt – (π/2))cos (ω0t – (π/2))  ;    sufazova zlozka                          kvadraturna zlozka
u2(t) = 1/2 VA cos (ω0 – ω)t    ; u2(t) = 1/2 VA cos (ω0 – ω)t = 
1/2 VA (cos ωt cos ω0t + sin ωt sin ω0t) = 
1/2 VA cos ωt cos ω0t + ½ VA cos (ωt – (π/2)) cos(ω0t – (π/2)) 

Uhlová modulácia: berieme ωt + φ ako uhol.

n(t) = A cos(ω0t + φ)= A cos Ф(t) – nosny signal casu  
Ф(t)= ω0t + φ [rad]   ;  Ked  ω0(t)= dФ(t)/dt  
ω0t ≠konst. → fazova modulacia PM  ,  
Ф(t)= ∫0t ω0 (τ) dτ →FM frekvencna modulacia  
Pre nosny kmitocet: ω0 (t)= d Ф (t)/dt = 
(d(ω0t+φ)/dt) = ω0  ;  Ф(t) = ω0t +φ(t)  ;  
ω0(t) = d Ф (t)/dt = ω0 + d ψ(t)/dt  [rad.s-1]  ;  
s(t)= Acos Ф(t)= Acos [ω0t+φ(t)]  ;  
Fázová modulácia (PM):  - je to prva kategoria uhlovej modulacie ;
 -je tu lin. ovplyvnovana faza nosneho signalu ; 
ψ(t)= mp c(t) ; mp- koeficient umernosti [rad.V-1] ; 
Ф(t)= ω0t+ φ(t) = ω0t + mp .c(t)  ;  c(t)= Vsin ωt  ; 
cn(t)= sin ωt  ; Ф(t)= ω0t + φm cm(t)= ω0t + ψm sin ωt  ;  
ψm = mp.V →fazovy zdvih (index fazovej modulacie)  ;  
ω0(t)= dФ(t)/dt = ω0 + mp (d c(t)/dt) = ω0 + ψm (d cn(t)/dt)
s(t)= Acos Ф(t)= Acos [ω0t + mp c(t)]= 
Acos [ω0t +ψm .c(t)]  ;  c(t)= Vsin ωt  ;  
s(t)= Acos(ω0t + φ(t))= Acos(ω0t + ψm sin ωt)  ;  
ω0(t)= dФ(t)/dt = ω0 + ψm ω cos ωt  ;  
Δ ω0= ω ψm  →frekvencny zdvih 
Frekvenčná modulácia(2.typ uhlovej mod) 
ω0(t)= ω0+2π.m f.c(t)-pre fázové modulácie ; 
f0(t)= f0+ m f.c(t) ; m f [Hz.V-1]-koef.úmernosti ; 
ω0(t)= ω0+2π.m f.V.cm(t)= ω0+ Δω0 cm(t) ;  
Δω0=2π.m f.V=2π. Δf0 –frekvenčný zdvih  ; 
Φ(t)= ∫0 t ω0(τ)dτ= ω0t+2π m f  ∫0 t c(τ)dτ= 
ω0t+ Δω0 ∫0 t cm(τ)dτ  ; s(t)=Acos Φ(t)=
Acos[ω0t+ψ(t)]=Acos[ω0t+ Δω0 ∫0 t cm(τ)dτ]  ;  
c(t)=Vcos(ωt)  ;  f0(t)= f0+ m fVcos(ωt)= f0t+ Δf0cos(ωt)  
Φ(t)= ∫0 t ω0(τ)dτ= ω0t+2π m f  ∫0 t Vcos(ωτ)dτ= 
ω0t+((2π m f V)/ω)sin(ωt)= ω0t+ m f .(V/f).sin(ωt)= 
ω0t+(Δf0/f).sin(ωt)[„Δf0-nosnej;f-modulačného”]= ω0t+Bsin(ωt) 
B=(Δf0/f)-fázový zdvih,index frekvenčnej modulácie 
B vieme zadefinovať len vtedy,ak modulačným signálom je aj harmonický signál(Vcos(ωt))  
s(t)=Acos Φ(t)=Acos[ω0t+(Δf0/f).sin(ωt)]=
Acos(ω0t+Bsin(ωt))-výsledný vzťah frekvenčne modulovaného signálu v čas.oblasti

PM s(t)=Acos{ω0t+ψmcm(t)} ;  
cm(t) → ∫0 t cm(τ)dτ  ;  s(t)=Acos{ω0t+ψm ∫0 t cm(τ)dτ}–>FM  
FM s(t)=Acos{ω0t+Δω0 ∫0 t cm(τ)dτ}  
cm(τ) → (dcm(τ)/dτ)  ;  s(t)=Acos{ω0t+Δω0 ∫0 t (dcm(τ)/dτ) dτ}=
Acos{ω0t+Δω0cm(t)}  ;  
FM s(t)= Acos(ω0t+Bsin(ωt)) 
PM s(t)=Acos(ω0t+ψmsin(ωt))  ;  B=ψm →s(t)FM=s(t)PM  ;  
Širokopásmová FM bude sa brať parameter B s väčšou hodnotou 

c(t)=Vcos(ωt)-modulačný signal  
s(t)= Acos(ω0t+Bsin(ωt))-čas.reprezentácia frekvenčne modulovaného signálu  ;  
s(t)=Acos(ω0t).cos(Bsin(ωt))-Asin(ω0t)sin(Bsin(ωt))  

cos(Bsin(ωt))=J0(B)+2 J2(B)cos(2ωt)+2J4(B)cos(4ωt)+ 2J6(B)cos(6ωt)+...  ;  
tie J su hodnoty Besselových funkcií-pre danné B odčítavame hodnoty J  ;  
sin(Bsin(ωt))= 2J1(B)sin(ωt)+2J3(B)sin(3ωt)+ 2J5(B)sin(5ωt)+...  
s(t)= J0(B)cos(ω0t)+2 J2(B)cos(ω0t)cos(2ωt)+
+ 2J4(B)cos(ω0t)cos(4ωt)+...- 2 J1(B)sin(ω0t)sin(ωt)-
- 2J3(B)sin(ω0t)sin(3ωt)- 2J5(B)sin(ω0t)sin(5ωt)-...  ;
-2sinαsinβ=cos(α+β)-cos(α-β)  ;  
2sinαcosβ=cos(α+β)+cos(α-β)  ;  
J(-2k+1)(B)=-J(2k+1)(B)  ;  J-2k(B)=-J2k(B)  ;  
s(t)=A{J0(B)cos(ω0t)+ J1(B)[cos(ω0+ω)t- cos(ω0-ω)t]+ 
+ J2(B)[cos(ω0+2ω)t+ cos(ω0-2ω)t]+ J3(B)[cos(ω0+3ω)t-
-cos(ω0-3ω)t]+J4(B)[cos(ω0+4ω)t+cos(ω0-4ω)t]+...}

frekvenčne modulovaný signál má nekonečne široké spektrum 
s(t)=A∑n=-∞ ∞ Jn(B)cos(ω0+nω)t
	n
	Jn(0,2)
	Jn(1)
	Jn(2)
	Jn(5)

	0
	0,99
	0,77
	0,22
	-0,18

	1
	0,1
	0,44
	0,58
	-0,33

	2
	
	0,11
	0,35
	0,05

	3
	
	0,02
	0,13
	0,36

	4
	
	
	0,02
	0,39

	5
	
	
	
	0,26


Spektrum FM→ω0(+/-)nω  


AJn(B)

1
2,Jn(B) pre určité-prechody cez 0

3,B<<1  ;J0(B)=1, J1(B)=3/2, Jn(B)=0 pre n>1

4, B narastá–>B narastá ;  
5, stredný výkon  Ps= 1/T0  ∫0T0 s2(t)dt= ½ A2∑n=-∞ ∞ J2n(B)=
 ½ A2;  
c(t)=V1cos(ω1t)+ V2cos(ω2t)-keď má dva harmonické signály  ;  
Φ(t)= ω0t+B1sin(ωt)+ B2sin(ωt)  ;  
s(t)=Acos Φ(t)=Acos(ω0t+ B1sin(ω1t)+ B2sin(ω2t)  ;  
s(t)= ∑n=-∞ ∞∑n=-∞ ∞Jn(B1) Jn(B2)cos(ω0+nω1+nω2)t  ;  
a) m=0,n=0→AJ0(B2)  ;  
b) m=0,m=(+/-)1,(+/-)2… ;n=0, n=(+/-)1,(+/-)2… 

[ω0≠mω1 ; ω2≠nω2  ;   
c) m≠0,n≠0  ;  ω0≠mω1≠ nω2  ;  
úzkopásmová mod. 
s(t)=Acos Φ(t)=Acos[ω0t+2π.m f ∫0 t c(τ)dτ]= 
Acos[ω0t+Δω0 ∫0 t cm(τ)]  ;  
Δω0=2π.m fV  ;  g(t)= ∫0 t c(τ)dτ  ;  
s(t)=Acos Φ(t)=Acos(ω0t)cos[2π.m f g(t)]- Asin(ω0t)sin[2π.m f g(t)]  –ak pre všetky hodnoty c(f) platí: 2π.m f g(t)<<1 , 
cos[2π.m f g(t)]=1 , sin[2π.m f g(t)]=2π.m f g(t) , s(t)=A

G(f)=(1/jω)C(f)
c(t)=Vcos(ωt) , s(t)=Acos(ω0t)- 2πA m f g(t)sin(ω0t)  ;  
g(t)=∫0 t c(τ)dτ=V∫0 tcos(ωτ)dτ=(V/ω)sin(ωt)  ;  
s(t)= Acos(ω0t)-A((2πm fV)/ω)sin(ωt)sin(ω0t)= 
Acos(ω0t)-BAsin(ωt)sin(ω0t)= 
Acos(ω0t)-(1/2)BAcos(ω+ω0)t=(1/2)BAcos(ω-ω0)t

!!!!!!
šírka spektra FM signálu 
1.,  c(t)-harmonický signál , B>>1 , (f0(+/-)mf0) , n0=B  ;  
B0=2n0f=2Bf=2Δf , B<<1 , B0=2n0f=2f  ;  
2) c(t)-oznamovací signál |Jn(B)|>ε , m0=B+a ;  
εa=1pre ε=0.1 , 2<B<2B , a=3 pre ε=0.01  ;  
Bs=2ncf=2(Bf+af)=2(Δf0+af)  ;  
fmin=fm Bs=2(Δf0+afm)  pre FM  ;  Bs=2(ψm+a)fm pre PM  
vplyv V a f na Bs   B=0,2 , fm=f1,V=V1 

{fm= f1/f V=V1  B=1 f klesá→Bs sa nemení   ;  
{fm= f1 V=SV1 mení sa V→Bs rastie  ;  
c(t)=Vcn(t) , kde fm=fmax  ;  
Bs=2(Δf0+afm)=2(mf V+afm)=2(Bfm+ af)  ;  
mf V=Bfm→B=(mf V/fm)  ;  V=V1 fm=f1} pre B=0,2  ;  
nech B=1  a) V=V1→fm=f1/τ  b) fm=f1→V=SV1  ; 
Preemfaza-deemfaza: yr (t)= K Δfr cos ωrt   ;  
Modulácia nosného harm. signálu diskrétnym signálom : 
ASK – klúčovanie amplitudovym posuvom (amplitudova manipulacia) , 
PSK – klúčovanie frekv.posuvom (frekvenčná manipulácia) , 
ASK – s(t)= c(t) A cos ω0t  ,  
s(t)= A cos ω0t – ak c(t)=1 ; s(t)= 0 – ak c(t)=0  ;  

Synchronny (koherentny) demodulator: 
s(t) = A cos ω0t  ;  

y(t)= s(t) cos ω0t = A cos2 ω0t = 
(1/2)A + (1/2)A  cos 2ω0t ; v(t) = 
½ A – ak s(t)= A cos ω0t ; v(t)=0 – ak s(t)=0  ;  
Obálková (nekoherentna) demodulacia : 

c(t) = 1/2 +suma od n=1 po ∞ (sin (nπ/2)/ (nπ/2)) cos n ω1t 
ω1= 2π (1/T1) = π/τ0 ;  n(t)= A cos ω0t  ;  
s(t)=A c(t) cos ω0t = (A/2) cos ω0t + A suma od 
n=1 po ∞ (sin n(π/2)/ nπ) {cos ω + n ω1)t + cos(ω0 - n ω1)t }  ;   

BF= (f2-f1)+BA  ;  
PSK – systemy s fazovou modulaciou :  
c(t) = 1 – ak posun 0 rad , c(t)=0 – ak pocun π rad ; 

s(t)= Acos {ω0t + ψm cn(t)}= 
Acos  ω0t cos{ ψm cn(t)} – A sin ω0t sin{ ψm cn(t)} ; 
s(t)= Acos ψm cosω0t – Acn(t)sin ψm sinω0t  
cn(t)= suma od n=1 po ∞ (sin n(π/2)/ nπ) sin ω01t  ;  
s(t)= Acos ψm cosω0t – Asin ψm suma od n=1 
po ∞ 4(sin n(π/2)/ nπ) sin ω01t sin ω0t= 
Acos ψm cosω0t – Asin ψm suma od n=1 
po ∞ 2(sin n(π/2)/ nπ){cos(ω0+nω01)t – cos(ω0+nω01)t} ;  

s(t)= Acos(ω0t+Фi) ; Ф1= 0[rad] pre 1 ; Ф2= π [rad] pre 0  ;   

s1(t)= a1cos ω0t= Acos ω0t pre 1 ; s
2(t)=a2 cos ω0t = -A ω0t pre 0  ;   
y1(t)= s1(t)cos ω0t = Acos ω0t cos ω0t = 
Acos2 ω0t = (1/2)A+(1/2)Acos 2ω0t  ; 
y2(t)=s2(t)cos ω0t= -Acos ω0t cos ω0t = 
-Acos2 ω0t = - (1/2)A- (1/2)Acos 2ω0t ; 
Rozdielová fázová modulácia DPSK: 
Pr. Datovy signal – 1001101001 , 
faza nosneho signalu - 00π000ππ0ππ  ;  
Pr: vstup demodulatora - 00π000ππ0ππ , 
oneskoreny signal – posunieme o 1 doprava , 
vystup – 1001101001  ;  
Viacstavova fazova modulacia: 
n-stavova modulacia→ s dvojk ????  ;  
n=2S ; Vp= SVm ; Vp-prenosova rychlost ; 
Štvorstavova PM: n=4 →s=2 ; 
4 rozne dibity – 00,01,10,11 ; Fazove stavy: 11→45stup. ; 
01→135stup. ; 00→225stup. ; 10→315stup. ; 
s1(t)= acos ω0t= cos ω0t pre  a=1 ; 
s1(t)= -cos ω0t pre a= -1 ; s2(t)= 
bcos(ω0t +(π/2)) = cos(ω0t +(π/2)) pre b=1 ; 
s2(t)= cos(ω0t - (π/2)) pre b= -1 ; 
y(t)= s1(t)+s2(t) = a cos ω0t+ b cos(ω0t +(π/2))= acos ω0t - bsin ω0t ; 
uvažujeme dibit (1,0)→(a,b)→(1,-1) ; 
y(t)= cos ω0t + sin ω0t= √2 cos(ω0t -(π/4))  ; 

v1(f)= y(t)cos ω0t = acos2 ω0t - bsin ω0t cos ω0t = 
(1/2)a+(1/2)a cos2 ω0t –(1/2)b sin2 ω0t ;

 impulzové modulácie -imp.analógové   
 -imp.kódové   ;  
impulzové analógové nový signál-impulznýsignál  ,
 modulačný signál-analógový   ;  
impulzná amplitúdová mod. PAM, impulzná šírková mod.PDM, impulzná polohová mod.PPM   ;   
impulzové kód. Modulácie –modulačný signál x(f)→vzorkovanie→kvantovanie→kódovanie→vznikne číslicový signál  
impulzná amplitúdová mod. PAM 
odpovedá vzorkovniu 2 druhu  ;  
impulzná šírková mod.PDM 
(pulse duration modulation) –sumerna  ,  -nesumerna  ;  

Impulzna polohova modulacia PPM:

Impulzove kodove modulacie:  
- impulzna kodova modulacia PCM, 
-delta modulacia DM, 
- diferenčná PCM modulacia  DPCM  ;  
Impulzova kodova  modulacia PCM:  

Adaptívna Δ modulácia 
Wienerovo okno Δ=2mΔ0 (1,2,3,4,...) DM→ADM 
prenos napäťového skoku 30,5

Delta modulácia

T0’=1/(nf0z)  ;  T0=1/( nfvzQ)→f0= nfvzQ

Vzorkovanie signálu

x(t)→x(nTvz )

(vplyv vzorkovania na spektrum)
ideálne vorkovanie 
xv(t)=x(t)∑n=-∞ ∞δ(t-nTvz)=x(t).(1/Tvz) ∑n=-∞ ∞ejkωvzt  ;  
Xv(ω)=(1/Tvz)∑k=-∞ ∞F{x(t)ejkωvzt }  ;  
Xv(ω)=(1/Tvz)∑k=-∞ ∞X(ω-kωvz)

Shannon-Kotelnikova veta
fi<fd;(+/-)fm> fvz≥2fm →Tvz≤(1/(2fm))

Vzorkovanie 1.druhu
Spektrum: P(t)=∑k=-∞ ∞ckejkωvzt   ;  
ck=(1/Tvz)(-Tvz/2)∫(Tvz/2) P(t)e-jkωvztdt=
(τ/Tvz)si(kπτfvz),k=0,(+/-)1, (+/-)2…  ;  
(náš navzork.signál získaný z x(t) navzorkovaním pomocou 
P(t)) y(t)=x(t).P(t)=x(t)∑k=-∞ ∞ckejkωvzt  ;  
FR: Yk(t)=-∞∫∞x(t)Ckejkωvzt.e-jωtdt=
Ck -∞∫∞x(t)e-j(ω-kωvz)tdt= CkX(f-kfvz) Ck-rozdiel oproti ideal.vzorke  ;  
Y(f)=∑k=-∞ ∞CkX(f-kfvz)= C0X(f)+∑k=1 ∞CkX(f(+/-)kfvz)
spektrum pri ideal.zložke  ; 
Ck=(τ/Tvz)si(kπτfvz)

Vzorkovanie 2.druhu –nesleduje sa tvar pôvod.signálu  ;  
y(t)=∑n=-∞ ∞x(nTvz)V(t-nTvz) hodnota pôv.signálu v bode Tvz  ;  
Y(f)=(τ/Tvz)si(πτf){ x(f)+∑k=1 ∞X(f(+/-)kfvz) }
-celý signál prenásobený si( ) funkciou

Dochádza k deformácii spektra aj základného pásma, prenásobením inverznou funkciou k si( ) funkcii na strane prijímača a odfiltrovaním spektra cez DP dostaneme pôvodný signál   ;  

