Na skusSku z WaBF v zs 2004/2005 bude vybranych 5 otazok
z nasledovnych, formulovanych presne tak, ako su tu uvedené. Spolu budu
za 50 bodov.

Hilbertove priestory a rozklady signalov
Co je to (nevyzadujem presné matematické formulacie):
- Velkost’ vektora
Definicla 6.6 Velkost vektora r foznacujeme |z|) je v Hilbertovych priestoroch dand

skal@rnym stcinom |z|| = +/(x, x).

skripta str. 118
- Priama suma porpiestorov, Ortogonalny doplnok

Definicia 6.8 Nech AM; st podpriestory Hilbertovho priestoru £. Ak kazdy vektor r € £
mazeme Jednoznacne vyjadrit v tvare r = ry +x3 + ... + 1} pricom x; € M;, potom £ je
priamou sumou podpriestorov M;. Piseme £ = My & My & ... & M.

Definicia 6.9 Nech M Je podpriestor Hilbertovho priestoru £, Potom ortogondlny do-
plnok k M v £ Je mnozina M~ = {x =&, z LM},

skripta str. 118
- Priestor 12(Z), Priestor L2(R)

Priestor i*(Z)

Vektormi » v priestore [*(Z) si postupnostl z(n) £ ¢, n € Z s kone¢nou energiou
|z|| < oo, ZvyEajne reprezentuja signaly diskrétne v ¢ase. Skalarny suéin je definovany
alwo:

(z,y)= Y z(n)y(n) zyelZ). (6.17)
= —O
Priestor L*(R)
Vektormi » v priestore L*(R) st funkcle x(t) = C, t € R, ktoré st kvadraticky integro-
vatelné a naviac |z|| < cc. Skalarny sucin je definovany ako:
(z,y) = f r(t)y(t) dt z,ye L*(R). (6.18)
el
skripta str. 119

- Ortonormalna baza, Co su biortogonélne resp. dudlne bazy



6.4.2 Ortonorméalne bazy

Mnozina B = {& | tvorl ortonormdlny systém v priestore £, ak platt:
Wiy, by € By (b, by = d{i—j). (6.19)

Ortonormalny systéem B tvorl ortonormdlnu bdzu priestoru £, ak vietky » £ £ mo-
zeme vyjadrit’ ako:

T = Z o by, (6.20)
k
kde o nazyvame spektralne koeficienty a vypotitame ich ako
g = (bp, T . (6.21)
Pre takyto systém plati Parsevalova rovnost’

lz|? =Y |(bs, z)* Vre£. (6.22)
i

Analogické tvrdenia platia aj pre ortogondlne systémy, vo vztahoch je iba pridana
normalizatna konstanta.

6.4.3 Biortogonilne bazy

Nech mnoziny B = {i;} a B = {E}i} st bazaml priestoru £. Tleto bazy st navzéajom
dudlne resp. biortogondlne, ak:

o ich bazové vektory st navzdjom ortogondlne, t. |. biortogondine:

(bi,aj} =d(i—j) Vi jZ (6.23)

o zaroven exlstuju kladné konecné konstanty C, D, C, D, ze pre ¥z € £ plati:
, . ) . : 2=
Clel? <Yl ba) < Dllel? Cllal? <X |(Bwz)| <Dlel*. (624
k k

Potom signal r € £ mozeme vyjadrit' ako

r=Y" (bz)br=Y (Brz)bi. (6.25)
k k

Parsevalova rovnost ma tvar:
2l =Y bi,2)" (Biz) vz ek, (6.26)

skripta str. 119 - 120
- Ortogonalna projekcia (priemet) vektora x do vektora s
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Definicia 6.10 Ortogondlna projekcia (priemet) vektora x do vektora e je zlozka vek-
tora x v smere vektora = NAazyuand .

ro= o= r, s, (6.27)
|s|

kde skalar x., nazijvame siradnicou vektora » vo vektore e.

skripta str. 120

- Vlastnost’ postupnej aproximacie

A) Nech ;. Je ortonormalna baza &;. KedZe s; si1 vzajomne ortogonalne, zachovava
sa vlastnost' najlepse| aproximéacie prl danom £ v zmysle najmensich stvorcov a
plati vlastnost’ postupnej aproximacie;

i,lf’-.‘—ll:' = ﬂ-',l:.i.', i !:Rk—]. . T:‘ 81y - [E.SD]

skripta str. 121
- Ramec, tesny ramec
Definicia 6.13 Ramcom vo vektorovom priestore £ nazijvame neprdazdnu podmnoZinu
B = {y}, B C E prave vtedy, ak L(B) = £ aVf € £ existuji kladné konecné konstanty
C, D take, ze platt

CIFIP <Y 1(f vma) <D|IFI* (6.44)

m.n

skripta str. 123
Rémee nie st nevyhnutne linearne nezévislé mnoziny. Reprezentacla vektora pomocou

ramcov moze byt nadbytond a nejednoznacna. Ak ¢ = D, ramec sa nazyva tesny a
naviac ak |V, | = 1, potom € udéva mieru redundancie ramea oproti baze (ak ¢ =2
potrebujeme 2x vlac vektorov na vyjadrente f). Ak C = D=1 |, | = 1 ramec {v,, , |
tvorl ortonormalnu bazu priestoru £.

skripta str. 124

Casovo - frekvenéna analyza a waveletova transformacia
- Vlastnosti waveletov oproti Fourierovej transformacii z hl'adiska ¢asovo-frekvencnej analyzy
Reprezentécia signalov

%+ poznate reprezentaciu signalov v ¢ase, vo frekvencii (FT)

% wavelety umoznuju flexibilni a cielent reprezentaciu niekde medzi.
Waveletova transformacia (WT) ma oproti STFT funkcie formované iba zmenou mierky a posunom
prototypovej funkcie (zakladného waveletu)
Waveletova transformécia (WT) ma oproti STFT funkcie formované

¢ zmenou mierky a

% posunom

?? €o viac ?7?

skripta str. 8 — 11; prednéaska 1 (predl.doc) ; prednaska 2 (02_pred2.doc)

- Co je &asovo-frekvencna rovina, a asovo frekvenéné okno, Co je princip neuréitosti, o om
hovori



Pre zndzornenie tasovo-frekvencnych vlastnosti funkeli resp. signélov sa casto po-
uziva tzv. éasovo-frekvenénd (TF) rovina [17]. V TF rovine Je kazdy slgnal repre-

zentovany tzv. éasovo-frekvenéngm oknom. To charakterlzuje umiestnenle energle
slgndlu v case a frekvencll,

¢ TF okno nam hovori o tom aké drobné detaily sme schopni v signale sledovat.

% Hranice okna su definované “Statisticky”, t.j. neznamena to, Zze mimo okna ma signal nulové hodnoty
skripta str. 8; prednaska 1

1.2.1 Princip neurcitosti

Pre reprezentaciu slgnélov v Casovo-frekvencne| rovine plati tzv. princlp neurcitostl
(nieco ako princip neurtitosti z kvantove fyziky). Nech pre z(t) € L*(R) plati

t.x(t), X (w),wX (W) e LA(R). (1.4)
Potom pre TF okno x(t) plati [19, str. 56]:
0f 0y, 2 1/4, (1.5)

pricom rovnost' plati, ak =(t) je Gaussova funkcia® v tvare
r(t)=\Ja/re®  aeR,a>0. (1.6)

Prakticky nam to hovori, Ze signaly sa nedaju s lubovolnou presnostou lokalizovat
naraz vo frekvencii aj v ¢ase, t. j. ziskat' lubovolne malt plochu TF okna. Plocha TF
okna Je vZdy minimélne 2, pricom minimalnu plochu zaberaj slgnaly, pre Ktoré plati
(1.6). Dokaz principu neurtitostl je uvedeny napr. v [19, str. 58], [22, str. 68],

"Rovnost' zostéava zachovana aj pri modulicii funkeie r{t) a ako neskér uvidime aj pri zmene mierky
funkcie, pozri vztah (1.9).
skripta str. 11
- Co je to SWT?, Ako ju vypo&itame(vzorce), Vlastnosti SWT — redundancia, obsah &asovo-
frekvenéného okna, Skalogram, ¢o je to, na &o je to, ako vypoéitam hodnoty v fiom ?



Spojitd waveletovd transformdcia (SWT) funkcle f(t) € L*(R) je definovana [17]
ako zobrazenle L*(R) — L*(R*) vztahom:

i)
SWIyt)= [~ £y Odt= (10, Yo (0) acR* DR, (D)

Expanzné funkcie v, 4 (t) st definovane zo zakladneho waveletu (f) pomocou pa-
rametrov zmeny mierky a posunu a, b takto:

1 t—b
i ."f' = ]| e / -'ff Lz Ry, 1.8
Via,b] (t) v"HL( - ) v (t) € L°(R) (1.8)
Vidime, Ze reprezentacla slgnalu pomocou spektralnych koeficlentov SWT Je znacne
nadbytoénd — parametre a aj b st spojité. Vzavislostl od parametra a« SWT poskytuje
pruzné casovo-frekvencné rozlisenle. Ak casovo-frekvencné okno (t) ma rozmery
0,,0,, a stred v bode S, = (g, wp), potom prl wavelete vy, ;(t) nastani zmeny

o=am  d,=0,/a  (tg,wy) = (aty+ bwy/a) . (1.9)

Vidime, Ze zmeny rozmerov okna s funkclou parametra a, ktorym Je dané droven
rozlisenia v Case aj frekvencll. AK a > 1, wavelet v ¢ase roztlahneme, ¢im znizujeme

YPorovnaj z CTFT, kde signal rozkladame pomocou nekoneéne dlho trvajicich vin bez &asovej lokali-
zacie.

YPorovnaj z STFT. kde funkeie tvorime pomocou moduldcie a posunu oknovej funkcie.
"Pod radom waveletu rozumieme pocet nulovjch momentov waveletu (pozri east' 1.3.2, str. 15)

schopnost rozliSovat' signaly v ¢ase, ziskavame vsak lepsle rozliSenie vo frekvencii.
skripta str. 12

Vlastnosti SWT
Linearita:
Vyplyva priamo z linearity skalarneho sti¢inu
Posun v case:
g(@)=r(@-b,)=>sw1 ,(a,b)=SWT ,(a,b-by,)
Zmena mierky:
t

g (1)= %f(s—) =SWr , (a,b)= SWT f(i,ﬂ)

N N

prednaska 2 str. 13
Redundancia SWT (oba parametre a, b st spojité) sa da odstranit’ vzorkovanim a, b.
prednaska 2 str. 17



Spektrum SWT sa znazoriuje vo forme tzv. Skdlogramu (SCG) [32], [30], o
Je vlastne 1sta forma zobrazenla casovo-frekvencne] roviny s vynesenymi magnitu-
dami spektralnych koeficlentov. Frekvencna os Je vsak nahradena parametrom zmeny
mierky a, takze ide o zobrazenle v tzv. TS (z angl. Time-scale) rovine.™* V dosledku
posunu TF oklen waveletov v zavislostl od parametra a (pozrl obr. 1.6, vztah (1.9)) Je
skalogram a TS rovina oprotl spektrogramu a TF rovine ,hore nohami*. Ak prema-
pujeme suradnice (t,a) na (t,w), stredy TS oklen by sa nam zobrazill do stredov TF
oklen prislugnych waveletov.'®, Priklad skalogramu realneho signalu je na obr. 1.7.
Maximalne fluktuacle hodnot skalogram vykazuje pri take] hodnote parametra a, pri
ktore] sa stredna frekvencia f(t) zhoduje so strednou frekvenciou waveletov vy, ;.

HP!’EPI}EE'T. siradnic (f,a) na (f,w) je trivialny, treba si uvedomit, ze stradnici a = 1 zedpovedd w = wy.
t. . stredna frekvencia zakladného waveletu. Nasledne staci pouZit' (vztah 1.9) na posun vo frekvencii.
skripta str. 14

Casovo - frekven¢na analvza a waveletova transformacia

10. Co je to SWT?, Ako ju vypoéitame(vzorce), Vlastnosti SWT — redundancia, obsah ¢asovo-
frekvencného okna, Skdlogram, o je to, na ¢o je to, ako vypocitam hodnoty v iom ?

Spojitd waveletovd transformdcia (SWT) funkcie f (1) € L’ (R) je definovana ako zobrazenie L’
(R) — L’ (R) vztahom:

SWT,(a,b) = [ f(Ow.,(Odt =(f(thy,, ()  acR’,beR

Expanzné funkcie ¥, ;(t) su definované zo zakladného waveletu ¥(z) pomocou parametrov zmeny
mierky a posunu a, b nasledovne:
vu) =D L ®
a a
Vidime, ze reprezentacia signalu pomocou spektralnych koeficientov SWT je zna¢ne nadbyto¢na
— parametre a aj b su spojité. V za vislosti od parametra a SWT poskytuje pruzné casovo-
frekvencné rozliSenie. Ak casovo - frekvencné okno Y(t) ma rozmery o, o, a stred v bode S = (%,
wg) potom
Gabt—a.0¢ Cabo—00/a Sap = (aty + b, wy/a)

Z hore uvedeného vztahu je zrejma dolezita vlastnost’ waveletov, Ze obsah TF okna zostdva
konStantne 4 6,6, nezavisle od parametrov a a b.

Spektrum SWT sa znéazornuje vo forme tzv. Skalogramu(SCG), ¢o je vlastne istd froma
zobrazenia casovo-frekvenénej roviny s vynesenymi magnitudami spekralnych koeficientov.
Sturadnicami koeficientov st vSak priamo parametre posunu (b) a zmeny mierky (a), t.j. jednd sa o
zobrazenie v tzv. TS (z angl. Time-scale) rovine. V dosledku posunu TF okien waveletov v
zéavislosti od parametra a je Skalogram a TS rovina oproti spektrogramu a TF rovine “hore
nohami”.



11.

12.

13.

14.

15.

Pomocou akych dvoch operacii su formované bazove funkcie(+vzorce) pri SWT? Ako a preco
bazove funkcie normalizujeme?

Zakladné charakteristiky waveletov — kompaktnd podpora, nulové momenty, regularita

Existencia nosica. Uzavrety interval (a,b) nazyvame kompaktny nosi¢ tfunkcie (waveletu) ak
dany wavelet ma nenulové funkéné hodnoty len na danom intervale. Pre wavelety bez
kompaktného nosi¢a sa zvykne uvadzat’ funkcia zhora ohrani¢ujiica funkéné hodnoty (t.].
charakterizujtica rychlost’ ich klesania) alebo tzv. efektivny nosic¢ {a,b), mimo ktorého maju iba
zanedbateI'ne malé funkéné hodnoty.

Pocet nulovych momentov. K-ty moment ¥(¢) definujeme ako m(k)= jtkw(t)dt. Plati, ze ak

P(1) je K krat diferencovatelna a pre t—=oo klesa dostato¢ne rychlo, potom prvych K-1 momentov
bude nulovych. Potom ak f(?) je na nejakom intervale polynomom max. K-1 stupnia, pre wavelety
¥, 5(t) s nosicom na tomto intervale budu prislusné waveletové koeficienty SWTy (a, b) nulové.
Regularita (Daubechieova 1988) poskytuje mieru hladkosti funkcie f(?). Ak definujeme regularitu
vo frekvencnej oblasti, potom je to také maximalne ¢islo » pre ktoré plati:

| F(o)[<c/(+]|@]™)
Potom f{?) je r-1 krat spojite diferencovatelna pric¢om r-ta derivacia moze byt’ nespojita .

ako sa odstranuje redundancia SWT ? + vzorce

Redundancia SWT sa odstraiiuje navorkovanim a a b. Potom hovorime o waveletovych
ramcoch(WF - Wavelet Frames), ktoré¢ stdle mozu byt” nadbytocné. Ak nadbyto¢nost’ odstranime,
hovorime o waveletovy ch radoch (WR).

Standardnd vol'ba vzorkovania parametra a je a=al s meZ aagtl. T.j. Groveh rozlisenia
(doteraz charakterizovand spojitym parametrom a) je odteraz charakterizovand disktrétnym
parametrom m. Parameter b potrebujeme navzorkovat tak, aby wavelety rovnako efektivne
pokryvali celt ¢asovu os pri kazdej Grovni rozliSenia. Vyslednu vzorkovaciu mriezku dostaneme v
tvare:

a=a,, b=nb,a,, mmneZ ap>1, bp>0
Najbeznejsie sa nadbytocnost’ reprezentacie SWT odstratiuje dyadickym vzorkovanim, t.j vol'bou
ap = 2, bp = 1 vo vzorkovacej mriezke. Dosadnim do predchadzajiacich vzt'ahov dostavame:
a=2" b=n2" mnez

aky je rozdiel medzi WF a WR ?
Wavwletové ramce(WF) moézu byt nadbyto¢né. Waveletove rady(WR) uz maji odtranent
nnabdytocnot’.

¢o je to dyadicky wavelet + vzorec

Najbeznejsie sa nadbytocnost’ reprezentacie SWT odstratiuje dyadickym vzorkovanim, t.j vol'bou
ap = 2, bp = 1 vo vzorkovacej mriezke. Dosadnim do predchadzajtacich vzt'ahov dostavame:

a=2" b=n2" mneZ

Pre posuny a zmeny mierky zakladného waveletu plati:

V(=27 (2"t =n)
Funkcie v, ,(¢) potom nazyvame dyadicke wavelety.
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16. aky je zékladny rozdiel medzi ortogonalymi, biortogonalnymi a semiortogonalnymi waveletmi ?

Wavelety mozeme podla ortogonality v bazach ktoré generuju rozdelit’ na tri zékladné skupiny:
e Wavelet nazyvame ¥ ortonormdlny, ak plati:
=y
W oW =0 —Do(k —m) JklmeZ
T.j dudlny wavelet sa od zakladného lisi iba konjugaciou a baza {¥,,,} je ortonormalna,
tj. Y, st na seba ortogonalne rovnakych urovniach rozliSenia a aj medzi réznymi
uroviami.
e Wavelet psie L°(R) €Z sa nazyva semiortogondlny (nazyvany aj pre-wavelet), ak plati:
<W_/,k > Vll,m> = 5(] - l)
t.j. je zachovana ortogonalita len medzi r6znymi 0 roviiami rozliSenia.
e Par (y.,y)spliia podmienku biortogonality (hovorime o biortogonalnych waveletoch),ak
mnoziny {¥,,,} a {¥,..} st dudlne bazy, spiajuce prodmienku biortogonality:
W ioWim) =0 —Do(k —m) JklmeZ

17. Ako vyzera hierarchia priestorov pri MRA?

Cielom pri analyze viacuroviiovym rozlisenim (MRA - z angl. MultiResolution Analysys) je
rozlozit' Tubovolny signal f{z)e L(R) do systému hierarchickych podpriestorov Wi, pri¢om
kazdy z podpriestorov charakterizuje rozne rychle zmeny v signdle. Aby sme to dosiahli
definujeme MRA ako postupnost’ uzavretych podpriestorov Vi, priestoru € L”(R) pre ktoré plati:
Oy...cV,cV,cV,cV,cV,c..L’)(R)

«horsia aproximacia lepSia—

18. Aproximacne a diferencne priestory v MRA, nakreslite a vysvetlite preco je to tak.

prvans = T IT— W ees |_reprezentacia
: 2 S il . signalu pri WR
) >eun __).VU_ vee %_)V]%—)\ié—)v eee V'T%_}Xm_}". _}Lﬁ(Rj
repezentacia signalu vtup dikrétneho signalu projekcia spojitého signalu
pri DWT pri vypocte DWT pri vypocte WR

Znazornenie hierarchie aproximaénych (V) a diferen¢nych (W,,) podpriestorov v. MRA s
vyznafenym vstupom a reprezentaciou signalu pri WR a DWT.

Dosledok 1:

(@, (D=2"""p(2"t—n),n e Z} jebazou V,,.
Dosledok?2:

W, ) =2""w(2"t—n),neZ} jebazou W,
Dosledok3:

sz Vm+l® Wm+l
Aproximacénu hierarchiu podpriestorov V,,, potom moézZeme skombinovanim vztahov
V={0} Vor={L’(R)}
Vm: Vm+1@ Wm+1
vyjadrit’ v tvare:

8



L’(R)=... DWW, ®W,DW.,&W.,...
N’
Vi

N o/
Vo

Z predchadzajtcich vztahov je zrejmé, ze priestorom V), sa zlepSuji aproximacné schopnosti
vd’aka pridavanim diferencnych priestorov W, ktoré st schopné vyjadrit’ detaily na danej urovne

rozliSenia.

19. Dilatacne rovnice — ich vzorce + vysvetlite princip (preco je to tak?)

Rela cie zmeny rozliSenia resp. dilatacné rovnice:

o) =2 ij h (n)p(2t—n)

v ()=v2Y g, (et - n)

n=—00

Postupnosti hy, a gn charakterizuju vzt'ahy medzi bazami na susednych u rovniach rozliSenia a
nazyvaju sa koeficienty pre zmenu rozliSenia resp. dilatacné koeficienty.
20. Algoritmus vypoctu Waveletovych radov + zakladne vzorce, obrazky

)

b)

. dyin)

O () o .

J L:ll:l:n} L:I,_,I:[‘.I]' d ()

NG T

N Coln) - —Canl(N) e cin)

d,in) d_.,im)

C..,ln} 1)

Rozklad(a) a rekonstrukcia(b) koeficientov mierky pri vypocte WR a DWT

Pri wpocte waveletovych radov z f(t)e L*(R) rychlym algoritmom (RWT) postupujeme

nasledovne:

1. Zaéneme s projekciou s(z) do V,, pomocou vzt'ahu:

¢, (n) =(s(0),,,, (1))

Vi, moézeme pritom zvolit' tak, aby sme boli schopni pomocou koeficientov c,,(n)
aproximovat’ s(?) s dostatocnou resp. 'ubovolnou presnostou.
2. Pokracujeme rozkladmi v diskrétnej oblasti pomocou vzt’ahov:

C (1) = Y 1, (k= 2m)ec,, (k)

d,.(n) =g, (k=2n), (k)

Casto iba po Zelant uroven rozkladu U.

Spdtnu rekonstrukciu signdlu s(¢) (ozna¢me ju s$(z)) z waveletovych radov mézeme ziskat’
s¢itanim ziskanych detailov signalu a pripadnej zbytkovej aproximacie v priestore Vi

s@) =5, O+, (O+..+5, 03, (1)

alebo najprv spétnou rekonstrukciou koeficientov c¢,,(n) pomocou vzt'ahu:

Cu(m) =2 b, (n=2K)c,,. (k) + g, (n=2k)d,, . (k)

a pouzitim aproximacie f(z) vo V,, t.j.:

s(t) = §V”, (?)
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21. Skalogram v DWT, vlastnosti oproti skalogramu pri SWT, vlastnosti
- skalogram je vlastne ista forma zobrazenia casovo-frekvencnej roviny s vynesenymi magnitudami
spektralnych koeficientov.

Vlastnosti funkcie mierky a waveletov

22.Cosuto A, (n)" Popiste 3 ich zakladne vlastnosti pre ortonormale wavelety.

- hie(n) @ gme(n) st koeficienty pre zmenu rozliSenia alebo dilataéné koeficienty
1) aby mohli byt’ splnene podmienky pre h(n), treba aby dlzka h(n) (oznacme ju N)
bola parna
2) h(n) a g(n) sa navzajom jednoznacne urcuju (h(n) a g(n) —zjednodusene oznacenie)
3) k danemu waveletu existuje jedina funkcia mierky (a naopak)

vlastnosti matematicky (nie su to tie iste):

DY hm)=~2  2) Y h(n)h(n-2k) = 5(k) 3) Y e(n)=0

23. Suvisi h(n) s & (n) pri ortonormalnych waveletoch ? Ako je to v spektre ? Zakladné vlastnosti

h (”) s & (n) pri ortonormalnych waveletoch - popisat zhruba
- Ano suvisia:

g(n)=+(-1)"h(M —n) G(Q)|=|H(Q+ Mnr)
G +|H©)" =2
> h(n)g(n—-2k)=0 G(Q)|H (27 - Q)| +|H(Q)|G27 - Q)|=0

24. Ako vypocitat’ ¢(t) a l//(t) ak pozname koeficienty pre zmenu mierky? + vzorec pre vypocet
v case aj frekvencii

- Vychadzame z dilatacnych rovnic: [1.51] @(t) = J2 thr (n)p(2t —n)

152] Y(O) =2 3 g (W)p(21 — )

Tieto rovnice mozeme riesit’ iteracne, pricom ak postupnost’ bude konvergovat’ k pevnemu bodu, potom
je pevny bod hladanym riesenim. Iteracie su definovane:

P (0)=N2 Y by, (M9 (21 =) a y (1) podia[1.52]

n=—aoo
Uvedeny iteracny postup sa nazyva aj kaskadovy algoritmus (v case)

dk+D (w) = %[—[W (%ﬁ)(k)(%)

toto je vo frekvencii

25. K- regularny filter, co je to ? Ake ma zakladne vlastnosti ? Aky max. K regularny moze byt
ortogonalny filter dlzky N ? Preco ?

- Dolezity koncept, ktory spaja momentove vlastnosti, diferencovatel’nost’, regularitu a vlastnosti
dilatacnych koeficientov, je koncept tzv. K-regula rnych filtrov. KIO filter s impulzovou odpoved’ou
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h(n), ktora splna podmienky v tabul’ke 2.1 a generuje funkciu mierky ¢(t) sa nazyva K-regula rny vtedy,
ak platia nasledovne ekvivalentne tvrdenia:

1. H(w) ma K-nasobnu nulu vo =n

2. prvych K diskretnych aj spojitych waveletovych momentov sa rovna nule, t. j.:

my(k) =0, py(k)=0pre k=0, 1,...(K-1)

3. polynomicke postupnosti stupna < (K - 1) mozu byt’ vyjadrene linearnou kombinaciou

posunov h(n)

4. polynomy stupna < (K - 1) mozu byt’ vyjadrene linearnou kombinaciou posunov ¢.
Ak N je dlzka filtra h(n), potom polynom H(z) ma stupen N-1 a L(z) stupen N-1-K. Aby L(z) zabezpecilo
splnenie nutnych N/2 podmienok pre ortogonalitu, musi mat’ aspon stupen N/2-1.

Potom K<N/2. <-max reg.

26. Vyjadrite sa k waveletom a ich moznostiam zistovat nespojitosti v signale a jeho derivaciach
- pouzitim DbK waveletu mozeme spol’ahlivo detekovat’ nespojitosti v prvych K - 1 derivaciach.
Wavelety mozu sluzit’ aj ako viacurovnovy derivator

Nech h(n) je K-regularny filter, generujuci @(t) a y(t). Potom waveletove koeficienty zodpovedaju
K-tej derivacii vyhladenej verzie analyzovaneho signalu:

(Ol —u)) =05 {y = fYu) kde D)=y * (@)/(jo)*

27. Ake poznate metody navrhu ortogonalnych waveletov ? Ich zakladne principy par vetami.
-Typy navrhov:

- Ortogonalizacia (napr. Battle-Lemarie wavelety)

- Parametrizacia koeficientov mierky

- Spektralna faktorizacia — navrh waveletov s K nulovymi waveletovymi momentmi (Db.)

Parametrizacia koeficientov mierky
Jednoduchym vyuzitim stupnov vol’nosti v Z h(n )h(n — Zk) =0 (k) mozeme navrhovat’ zakladne

n
ortonormalne wavelety. Splnime nutne podmienky na ortonormalitu a zvysok mozeme
parametrizovat’
- System 0. radu — dlzka h(n) je 2. Nema ziadne stupne vol’nosti.

Podmienky su: 4(0)+2(1)=~/2  h(0)* + A(1)* =1
Riesenim je: h(n): {\/5/2,\/5/2}

- radu R — dlzka h(n) je 2R + 2, ma R stupnov vol’nosti
Parametrizaciou ziskane riesenia maju zarucenu iba minimalnu regularitu. Vhodnou vol’bou parametrov

vsak mozeme dosiahnut’zlepsenie vlastnosti, pripadne ekvivalenciu (pri danej dlzke h(n)) s I’'ubovol’nym
inym ortogonalnym waveletovym systemom.

Spektralna faktorizacia

Metody navrhu waveletov s K nulovymi momentmi vyuzivaju koncept K-regularnych filtrov. Metoda na
vypocet koeficientov mierky, ktore generuju ortogonalne waveletove systemy s K nulovymi momentmi
waveletov.

Nech H(Q), DTFT postupnosti h(n) s dlzkou N ma K nulv Q=n ajev tvare:

iQ
H(Q) = \/5[1 +26 JL(Q) potom H(Q) splna podmienku ‘L(sz + ‘H(Q + 7[12 =2 vtedy a len

viedy, ak: |L(Q)” = Q(sin2 (Q/z))
Ak sin?(Q/2)= —iz + % - iz“l
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potom musime najst ‘L(ZXZ = Q(Z)

Riesenie vzt’ahu nie je jednoznacne. L(z) ziskame tzv. spektralnou faktorizaciou

28. B spline wavelety — co je to, na co to je dobre ? Cim sa lisia semiortogonalne a biortogonalne B-
spline wavelety

Spline funkcie su po castiach polynomicke funkcie daneho stupna s plynulym prechodom medzi
jednotlivymi castami. B-Spline funkcie @SM (t) stupna M su tvorene M-nasobnou konvoluciou ,, Box

funkcie:
Be)=1

inde

B-spline funkcie su funkciami mierky pre B-spline wavelety

Semiortogonalne wavelety tvoria neortogonalne bazy Wm, pre ktore platt:
Vm L Wm Vm=Vm+l @ Wm+l
Pricom pre biortogonalne plati

29. Co plati pre nuly (realnej) autokorelacnej funkcie zo sekvencie ( ) ?

- * je konjugacia
ak zx je nula P(z) potom nula je aj 1/z*, — nuly sa vyskytuju v dvojiciach {z,1/z*}
ak h(n) je realne a H(z) ma nulu v z; potom nuly su aj v z*x, 1/zx a 1/z%

30. Co su jej spektralne faktory a ake maju vlastnosti, co je to minimalna faza ?

- Predpokladajme, ze pre dane P(z) hl’adame vyhovujuce H(z). Take H(z) nazyvame spektralny faktor
P(z) a metodu jeho ziskania spektralnou faktorizaciou. Spektralne faktory nie su jednoznacne urcene a
ziskame ich priradenim vzdy iba jednej nuly z dvojic nul.

Mozne vysledne H(z) maju rovnaku magnitudovu charakteristiku, lisia sa iba vo fazovej charakteristike.
Dolezite je riesenie s minimalnou fazou, kde pri vytvarani H(z) pouzijeme iba nuly v a na jednotkove;j
kruznici.
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41. Ak je vystupny signal identicky so vstupnym, BF ma vlastnost’ Gplnej rekonstrukcie (perfektnej).
Analyzujme teraz blizSie za akych podmienok nam v dvojpasmovej BF dochadza k plnej rekonstrukeii.
Predpokladajme, ze mame k dispozicii (redlne neexistujuce) idealne DP a HP filtre. Filtraciami vzdy
odstranime nepotrebnu polovicu spektra a pri pod- a nadvzorkovani sa spektrd akurat zaplnia, takze
nevznikaju ziadne problémové situacie. ”Vacsinou” vsak mame k dispozicii redlne filtre, ktoré po
podvzorkovani vytvaraju vacsi ¢i mensi aliasing. Po nadvzorkovani signaly v oboch vetvach zostana
zliate, t.j. drobna deformacia signalu v oboch vetvach ostane aj po interpolaénom filtrovani. Ak ma mat’
BF uplnu rekonstrukciu, tek poZzadujeme, aby sa tieto deformécie pri kone¢nom sucte navzajom
eliminovali. Filtre musia vytvarat’ deformécie vhodnym spdsobom, ktory eliminaciu zarucuje.
42. pri dvojpasmovych BF ma ddleziti ulohu polpasmovy filter. Je to taky KIO filter s impulzovou
charakteristikou p(n) a prenosovou funkciou P(z), pre ktory platia nasledovné podmienky: 1)vz-
rovine: P(z)=P(z ') P(z)+P(-z) =2

2) vo frekvencii: P(e?) = P(e™?)  P(e") + P(¢™?Y) =2

3) v ¢ase: p(n)=p(-n) p(n) + (-1)" p(n) =2 5(n)
Rovnako délezity je pojem tzv. energeticky komplementarnych filtrov. Filtre s prenosovymi funkciami
H(z) a G(z) nazyvame energeticky komplementarne ak plati:

H(E)P + |G =2

43. podmienka: R,(z)=0
44. ortogonalna: staci poznat’ 1 filter ostatné sa dajii vypoéitat' z neho. H (2)
biortogonalna: treba 2. H(z), H(z) -|I-
45. Mé nulové oneskorenie avsak obsahuje nekauzalne Casti - filtre pre analyzu a syntézu v oboch vetvach
maju impulzové charakteristiky ¢asovo obratené. Oneskorenim nekauzéalnych filtrov (vyndsobenim
¢lenom z'(zl'ﬂ)dostaneme kauzalnu BF s oneskorenim 21-1
Filtre pre analyzu st ortogonalne navzajom a aj voci svojim parnym posunom.
Ak sustavu zacneme navrhovat’ od syntézy, t.j. H(z)=Ho(z), vysledkom je zadmena analyzacnej
a syntetizacnej Casti BF, t.j. vo vzt'ahoch na vypocet filtrov sa iba zmeni oznacenie dudlnosti.
46: obrazky... preco su casovo otoc¢ené? Je to nutné, lebo inac by filtre v DP a HP vetve neformovali
polpasmové filtre (p(n) by nebolo symetrické) a tiplna rekonstrukcia by sa nedal dosiahntt’.
47. matice H,G st decimaéné a maja rozmery N x N/2. H,G interpola¢éné matice s rozmermi N/2 x N
Podmienky na uplnt rekonstrukciu v ortogonalnom rieSeni banky filtrov su zahrnuté v Tab.1.2.
Analogicky mdézeme konstatovat’ Ze biortogonalne rieSenie banky filtrov vyhovuje podmienkam v Casti
1.9.
Uvedomme si, Ze na to, aby dvojpasmové banky filtrov mohli poc¢itat WR a DWT musia mat’ oba filtre v
DP vetve aspoii jednou nulu pri = _a naopak oba filtre v HP vetve jednu nulu pri = 0. Tato podmienka
je nutna , jej postacujlicost’ je vSak na hranici. To rychlo zistime pri vypocte WR a DWT. Doteraz
sme totiz uvazovali iba rozklad na jednej u” rovni rozliSenia a pri vypocte WR a DWT potrebujeme
opakovane
rozkladat’ koeficienty v DP casti.

c/(n)

) @{ d?(n) }@ » ¢:{n) ,\
T P s

c.{n)

s

=]

gl

g

Obr. 3.13: Princip realizacle vipoctu diskrétne] (dyadicke]) waveletove] transformacte bankoun filtrov,
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50. Pri systémoch s roznym taktovanim je ¢asto vhodné reprezentovat’ filtre (ale aj signaly) ich tzv.
polyfazovymi komponentami. Filter s prenosovou funkciou H(z) a impulzovou charakteristikou h(n)
modzeme rozlozit na M polyfazovych zloziek Hk(z) pomocou vztahu:

H*(z) =Y h(k+ Mn)2"

=

Potom hovorime o polyfazovej reprezentacii H (z) pomocou jeho polyfazoych zloziek Hk(z).

H(z) 1 H(z) .0 H(z) X2 X,(z)
H{(z") H (z)—{M > —
| | ) R
H'(z") H [z]%@—) 7'

L)zi‘"e@—)]lgm'll'z] L>z‘--‘:““->:11“‘"‘fz“:1J 11"“(;14;@—)1‘-;‘”4

a) b) ¢)

Obr. 5. 1: Polylazova reprezenticia prenosove] lunkeled (z): a) rozklad na M polylhazovyeh kemponentoy
Hi(z) b) spitne zlozenie prenosove] unkeie odpovedainee vetahu(EQ:POLY: ZLOZENIE) ¢ ekvivalent (b),
aviaak v tvare, ked vynika jeho dualita s rozkladom d) Tvar polyfazového rozkladu, ak cheeme pouzit
iba oneskorenia(poroviial s (a))
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