Časovo - frekvenčná analýza a waveletová transformácia

10. Čo je to SWT?, Ako ju vypočítame(vzorce), Vlastnosti SWT – redundancia, obsah časovo-frekvenčného okna, Škálogram, čo je to, na čo je to, ako vypočítam hodnoty v ňom ?

Spojitá waveletová transformácia (SWT) funkcie f (t) 
[image: image1.wmf]Î

 L2 (R) je definovaná ako zobrazenie L2 (R) → L2 (R) vzťahom:

[image: image2.wmf]ò

¥

¥

-

ñ

á

=

=

)

(

),

(

)

(

)

(

)

,

(

,

*

,

t

t

f

dt

t

t

f

b

a

SWT

b

a

b

a

f

y

y


a
[image: image3.wmf]Î
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Expanzné funkcie  Ψa,b(t) sú definované zo základného waveletu Ψ(t) pomocou parametrov zmeny mierky a posunu a, b nasledovne:
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Ψ(t)
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 L2 (R)
Vidíme, že reprezentácia signálu pomocou spektrálnych koeficientov SWT je značne nadbytočná – parametre a aj b sú spojité. V zá vislosti od parametra a SWT poskytuje pružné časovo-frekvenčné rozlíšenie. Ak časovo - frekvenčné okno Ψ(t) má rozmery σt, σω a stred v bode S = (t0, ω0) potom

σabt=a.σt

σabω=σω/a

Sab = (at0 + b, ω0/a)
Z hore uvedeného vzťahu je zrejmá dôležitá vlastnosť waveletov, že obsah TF okna zostáva konštantne 4 σtσω nezávisle od parametrov a a b.

Spektrum SWT sa znázorňuje vo forme tzv. škálogramu(SCG), čo je vlastne istá froma zobrazenia časovo-frekvenčnej roviny s vynesenými magnitúdami spekrálnych koeficientov. Súradnicami koeficientov sú však priamo parametre posunu (b) a zmeny mierky (a), t.j. jedná sa o zobrazenie v tzv. TS (z angl. Time-scale) rovine. V dôsledku posunu TF okien waveletov v závislosti od parametra a je škálogram a TS rovina oproti spektrogramu a TF rovine ”hore nohami”.
11. Pomocou akých dvoch operácií su formované bazove funkcie(+vzorce) pri SWT? Ako a prečo bazove funkcie  normalizujeme?

12. Základné charakteristiky waveletov – kompaktná podpora, nulové momenty, regularita

Existencia nosiča. Uzavretý interval 
[image: image7.wmf]ñ
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 nazývame kompaktný nosič funkcie (waveletu) ak daný wavelet má nenulové funkčné hodnoty len na danom intervale. Pre wavelety bez kompaktného nosiča sa zvykne uvádzat’ funkcia zhora ohraničujúca funkčné hodnoty (t.j. charakterizujúca rýchlost’ ich klesania) alebo tzv. efektívny nosič 
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, mimo ktorého majú iba zanedbateľne malé funkčné hodnoty.

Počet nulových momentov. K-ty moment Ψ(t) definujeme ako 
[image: image9.wmf]ò
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. Platí, že ak  Ψ(t) je K krát diferencovateľná a pre t→±∞ klesá dostatočne rýchlo, potom prvých K-1 momentov bude nulových. Potom ak f(t) je na nejakom intervale polynómom max. K-1 stupňa, pre wavelety  Ψa,b(t) s nosičom na tomto intervale budú príslušné waveletové koeficienty SWTf (a, b) nulové.

Regularita (Daubechieová 1988) poskytuje mieru hladkosti funkcie f(t). Ak definujeme regularitu vo frekvenčnej oblasti, potom je to také maximálne číslo r pre ktoré platí:
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Potom f(t) je r-1 krát spojite diferencovateľná pričom r-tá derivácia môže byt’ nespojitá .

13. ako sa odstraňuje redundancia SWT ? + vzorce

Redundancia SWT sa odstraňuje navorkovaním a a b. Potom hovoríme o waveletových rámcoch(WF - Wavelet Frames), ktoré stále môžu byt’ nadbytočné. Ak nadbytočnosť odstránime, hovoríme o waveletový ch radoch (WR).

Štandardná voľba vzorkovania parametra a je 
[image: image11.wmf]m

a

a

0

=

 s m
[image: image12.wmf]Î

Z a a0≠1. T.j. úroveň rozlíšenia (doteraz charakterizovaná spojitým parametrom a) je odteraz charakterizovaná disktrétnym parametrom m. Parameter b potrebujeme  navzorkovať tak, aby wavelety rovnako efektívne pokrývali celú časovú os pri každej úrovni rozlíšenia. Výslednú vzorkovaciu mriežku dostaneme v tvare:
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Z 
a0>1, b0>0

Najbežnejšie sa nadbytočnosť reprezentácie SWT odstraňuje dyadickým vzorkovaním, t.j voľbou a0 = 2, b0 = 1 vo vzorkovacej mriežke. Dosadním do predchádzajúcich vzťahov dostávame:
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Z
14. aký je rozdiel medzi WF a WR ?
Wavwletové rámce(WF) môžu byť nadbytočné. Waveletove rady(WR) už majú odtránenú nnabdytočnoť.

15. čo je to dyadický wavelet + vzorec
Najbežnejšie sa nadbytočnosť reprezentácie SWT odstraňuje dyadickým vzorkovaním, t.j voľbou a0 = 2, b0 = 1 vo vzorkovacej mriežke. Dosadním do predchádzajúcich vzťahov dostávame:
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Pre posuny a zmeny mierky základného waveletu platí:
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Funkcie  
[image: image23.wmf])
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 potom nazývame dyadické wavelety.
16. aký je základný rozdiel medzi ortogonálymi, biortogonalnymi a semiortogonalnymi waveletmi ?
Wavelety môžeme podľa ortogonality v bázach ktoré generujú rozdeliť na tri základné skupiny:
· Wavelet nazývame Ψ ortonormálny, ak platí:
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T.j duálny wavelet sa od základného líši iba konjugáciou a báza {Ψm,n} je ortonormálna, t.j. Ψm,n sú na seba ortogonálne rovnakých úrovniach rozlíšenia a aj medzi rôznymi úrovňami.
· Wavelet psi
[image: image27.wmf]Î

 L2(R) 
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Z sa nazýva semiortogonálny (nazývaný aj pre-wavelet), ak platí:
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t.j. je zachovaná ortogonalita len medzi rôznymi ú rovňami rozlíšenia.

· Pár 
[image: image30.wmf])
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spĺňa podmienku biortogonality (hovoríme o biortogonálnych waveletoch),ak množiny {Ψm,n} a {Ψ̃m,n} sú duálne bázy, spĺňajúce prodmienku biortogonality:
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17. Ako vyzerá hierarchia priestorov pri MRA?
Cieľom pri analýze viacúrovňovým rozlíšením (MRA - z angl. MultiResolution Analysys) je rozložiť ľubovoľný signál f(t)
[image: image33.wmf]Î

 L2(R) do systému hierarchických podpriestorov Wm, pričom každý z podpriestorov charakterizuje rôzne rýchle zmeny v signále. Aby sme to dosiahli definujeme MRA ako postupnost’ uzavretých podpriestorov Vm priestoru 
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 L2(R) pre ktoré platí:
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18. Aproximacne a diferencne priestory v MRA, nakreslite a vysvetlite preco je to tak.
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Znázornenie hierarchie aproximačných (Vm) a diferenčných (Wm) podpriestorov v MRA s vyznačeným vstupom a reprezentáciou signálu pri WR a DWT.

Dôsledok 1:
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 je bázou Vm.

Dôsledok2:
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 je bázou Wm.
Dôsledok3:
Vm= Vm+1( Wm+1

Aproximačnú hierarchiu podpriestorov Vm potom môžeme skombinovaním vzťahov 
V∞={0}
V-∞={L2(R)}
Vm= Vm+1( Wm+1
vyjadrit’ v tvare:
L2(R)=... (W2(W1(W0(W-1(W-2...
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V0
Z predchádzajúcich vzťahov je zrejmé, že priestorom Vm sa zlepšujú aproximačné schopnosti vďaka pridávaním diferenčných priestorov Wm, ktoré sú schopné vyjadriť detaily na danej úrovne rozlíšenia.

19. Dilatacne rovnice – ich vzorce + vysvetlite princíp (preco je to tak?)
Relá cie zmeny rozlíšenia resp. dilatačné rovnice:
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[image: image43.wmf]å
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Postupnosti hmr a gmr charakterizujú vzťahy medzi bázami na susedných ú rovniach rozlíšenia a nazývajú sa koeficienty pre zmenu rozlíšenia resp. dilatačné koeficienty.
20. Algoritmus výpočtu Waveletových radov + základne vzorce, obrazky
[image: image44.png]b)
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Rozklad(a) a rekonštrukcia(b) koeficientov mierky pri výpočte WR a DWT

Pri výpočte waveletových radov z f(t)
[image: image45.wmf]Î

 L2(R) rýchlym algoritmom (RWT) postupujeme nasledovne:

1. Začneme s projekciou s(t) do Vm pomocou vzťahu:
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Vm môžeme pritom zvoliť tak, aby sme boli schopní pomocou koeficientov cm(n) aproximovat’ s(t) s dostatočnou resp. ľubovoľnou presnosťou.
2. Pokračujeme rozkladmi v diskrétnej oblasti pomocou vzt’ahov:


[image: image47.wmf]å

-

=

+

k

m

mr

m

k

c

n

k

h

n

c

)

(

)

2

(

)

(

1



[image: image48.wmf]å
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často iba po želanú úroveň rozkladu U.
Spätnú rekonštrukciu signálu s(t) (označme ju 
[image: image49.wmf])
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) z waveletových radov môžeme získať sčítaním získaných detailov signálu a prípadnej zbytkovej aproximácie v priestore VU
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alebo najprv spätnou rekonštrukciou koeficientov cm(n) pomocou vzťahu:
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a použitím aproximácie f(t) vo Vm, t.j.:
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