Na skúšku z WaBF v zs 2004/2005 bude vybraných 5 otázok z nasledovných, formulovaných presne tak, ako sú tu uvedené. Spolu budú za 50 bodov.

 Hilbertove priestory a rozklady signálov

Čo je to (nevyžadujem presné matematické formulácie):

· Veľkosť vektora
[image: image1.png]Definicia 6.6 Velkost' vektora x (oznacujeme |z|) je v Hilbertovych priestoroch dana
skalarnym stctnom ||z = /. 7).
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· Priama suma porpiestorov, Ortogonálny doplnok

[image: image2.png]Definicia 6.8 Nech M; st podpriestory Hilbertovho priestoru €. Ak kazdy vektor z < €
mozeme Jednoznacne vyjadrit v tare « = z1 + 3 + ... + 2 Pricom z; € M, potom € Je
priamou sumou podpriestorov M;. Piseme £ = My & My & ... & My

Definicla 6.9 Nech M fe podpriestor Hilbertovho priestoru . Potom ortogondlny do-
plnok k M v € fe mnozina M> = {x € £ 2L M}.
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· Priestor l2(Z), Priestor L2(R)

[image: image3.png]Priestor *(Z)

Vektormi x v priestore 1%(Z) st postupnostl z(m) € C. n € Z s konecnou energiou
Jlzl| < oo. Zvycajne reprezentuju signaly diskrétne v case. Skalarny stein Je definovany
ako:

z(n)y(n)* z,yel(2). (8.17)

Priestor L*(R)

Vektormi « v priestore L*(R) st funkcle z(t) € C, t € R, ktore st kvadraticky integro-
vatelne a naviac ||| < ~c. Skalarny suein Je definovany ako:

(z,9) :/ z(B)y(t)dt zyeI}(R). (6.18)
her
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· Ortonormálna báza, Čo sú biortogonálne resp.  duálne bázy

[image: image4.png]6.4.2 Ortonormdlne bazy

Mnozina B = {&;} tvori ortonormalny systém v priestore £, ak platt:

whib € By (biby) =

—d)- (6.19)

Ortonormalny systém B tvori ortonormalnu bazu priestoru £, ak vsetky = € £ mo-
Zzeme vyjadrit ako:

=Y aubi, (6.20)
T
kde a;, nazyvame spektralne koeficienty a vypocitame ich ako

k= (bk,z) . (6.21)

Pre takyto system plati Parsevalova rovnost’

lzl? = 3" |, 2)|? vree. (6.22)

Analogicke tvrdenia platia aj pre ortogonalne systémy, vo vztahoch Je fha pridana
normalizacna konstanta.




[image: image5.png]6.4.3 Biortogondlne bazy

Nech mnoziny B = {6} a B = {b} su bazami priestoru &. Tleto bazy st navzajom
dudlne resp. biortogonalne, ak:

« ich bazové vektory su navzdjom ortogondlne, t. J. biortogondine:

-§)  VijZ (6.23)

« zaroven existuja kladne konecne konstanty ¢, D, €, D, ze pre ¥z < £ plati:




[image: image6.png]Cllal? < Xl n) P < DYl € el < 3| (b z>" <Dz,
k &

Potom signal « & £ mozeme vyjadrit ako
o= (bra)b=3 (bua)bi.
T T
Parsevalova rovnost ma tvar:

llal? = 3" i) (Biuz) vaee.

(6.24)

(6.25)

(6.26)
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· Ortogonálna projekcia (priemet) vektora x do vektora s

[image: image7.png]Definicia 6.10 Ortogondlna projekcia (priemet) vektoraz do vektora s je zlozka vek-
tora = v smere vektora s nazgvané =z,

(s,)
sl

. naztvame stradnicou vektora r vo vektore s.

£ Ta s, (6.27)

kde skalar
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· Vlastnosť postupnej aproximácie

[image: image8.png]A) Nech S Je ortonormalna baza Si. Kedze s; st vzajomne ortogonalne, zachovava
sa vlastnost naflepse] aproximacte pri danom k v zmysle najmensich stvorcov a
plati viastnost’ postupnej aproximacie:

20— 50 | () 2 apr (6.30)
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· Rámec, tesný rámec

[image: image9.png]Definicia 6.13 Ramcom vo vektorovom priestore £ nazgvame neprazdnu podmnozinu
B = {i3}, B C E prave vtedy, ak L(B) = £ a ¥f € £ extstujtt kladné konecné konstanty
C, D take, ze platt:

ClFIP < 1 bmn)* < DIFI - (6.44)
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[image: image10.png]Ramce nie st nevyhnutne linearne nezavisle mnoziny. Reprezentacia vektora pomocou
ramcov moze byt nadbytocna a nejednoznacna. Ak C = D, ramec sa nazyva tesng a
naviac ak [[m || = 1, potom € udava mieru redundancie ramea oproti baze (ak ¢
potrebujeme 2x viac vektorov na vyjadrente f). Ak C = D = 1 |[¢),, .| = 1 ramec {t,, .}
tvori ortonormalnu bazu priestoru &.
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Časovo - frekvenčná analýza a waveletová transformácia

· Vlastnosti waveletov oproti Fourierovej transformácii z hľadiska časovo-frekvenčnej analýzy

Reprezentácia signálov 

· poznáte reprezentáciu signálov v čase, vo frekvencii (FT)

· wavelety umožňujú flexibilnú a cielenú reprezentáciu niekde medzi.

Waveletová transformácia (WT) má oproti STFT funkcie formované iba zmenou mierky a posunom  prototypovej funkcie (základného waveletu) 

Waveletová transformácia (WT) má oproti STFT funkcie formované 

· zmenou mierky a 

· posunom

?? čo viac ??

skripta str. 8 – 11; prednáška 1 (pred1.doc) ; prednáška 2 (02_pred2.doc)

· Čo je časovo-frekvencná rovina, a časovo frekvenčné okno, Čo je princíp neurčitosti, o čom hovorí

[image: image11.png]Pre znazornenle tasovo-frekvencnych viastnosti funkcell resp. signalov sa tasto po-
uziva tzv. éasovofrekvencna (TF) rovina [17). V TF rovine Je kazdy signal repre-
zentovany tzv. éasovo-frekvenéngm oknom. To charakterizuje umiestnente energle




[image: image12.png]slgnalu v case a frekvencil.




· TF okno nám hovorí o tom aké drobné detaily sme schopní v signále sledovať.

· Hranice okna sú definované “štatisticky”, t.j. neznamená to, že mimo okna má signal nulové hodnoty

skripta str. 8; prednáška 1
[image: image13.png]1.2.1 Princip neuréitosti

Pre reprezentaciu signalov v casovo-frekvencne] rovine platl tzv. princlp newcitostt
(nteco ako princip neurcitosti z kvantove] fyziky). Nech pre x(t) € L*(R) plati

t.2(t), X (W), w.X ) € L*(R) . (1.4
Potom pre TF okno z(t) plati [19, str. 56]:
af ol =1/4 (1.5)

pricom rovnost plati, ak x(t) Je Gaussova funkcia® v tvare
o(t) = Jajme®  acR,a>0. (.6)

Prakticky nam to hovort, ze signaly sa nedaju s lubovolnou presnostou lokalizovat
naraz vo frekvencil aj v case, t. J. ziskat [ubovolne malu plochu TF okna. Plocha TF
okna Je vzdy minimaine 2, pricom minimalnu plochu zaberajt signaly, pre ktore plati
(1.6). Dokaz principu neurcitosti je uvedeny napr. v [19, str. 58], [22, str. 68].

*Rovnost zostava zachovana a) pri modulicii funkcle #() a ako neskor uvidime a) pri zmene mierky
funkele, pozri vztah (1.9).
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· Čo je to SWT?, Ako ju vypočítame(vzorce), Vlastnosti SWT – redundancia, obsah časovo-frekvenčného okna, Škálogram, čo je to, na čo je to, ako vypočítam hodnoty v ňom ?

[image: image14.png]Spojita waveletova transformacia (SWT) funkcie f(t) € L*(R) Je definovana [17]
ako zobrazenie L2(R) — L2(R?) vztahom:
SWTy (a,b) = /\ F O (0@ = (£ (0,9 () a=R¥bpER. w7

Expanzné funkcle vy (t) st definovane zo zakladneho waveletu v(t) pomocou pa-
rametrov zmeny mierky a posunu a, b takto:

Ly (ﬂ) W) e LA(R). (L8
7

e -
Vidime, ze reprezentacia signalu pomocou spektralnych Koeficlentov SWT Je znacne
nadbytocna — parametre a a b st spofite. V zavislostl od parametra a SWT poskytuje
pruzne casovo-frekvencne rozlisente. Ak casovo:frekvencné okno u(t) ma rozmery
0,0, a stred v bode Sy, = (to, ). potom pri wavelete y, j (t) nastant zmeny

Go=an,  o,=0./a (towo) = (at+b,wofa) . (1.9)

Vidime, ze zmeny rozmerov okna sa funkclou parametra a, ktorym Je dana tirove
rozlisenia v case aj frekvencil. Ak a > 1, wavelet v case roztiahneme, ¢im znizujeme

“Porovna z CTFT. ke signil rozkladame pomocou nekonecne diho trvafteich vin bez casove) lokalt-
zice.

1parovna) z STFT. ke funkele tvorime pomocon moduldcie a posunu oknove) funkcle.

11Pod radom waveletu rozumieme pocet nulovjch momentov waveletu (pozri cast' 1.3.2, str. 15)




[image: image15.png]schopnost rozliSovat' signaly v ¢ase, ziskavame vsak lepsie rozlisenie vo frekvencil.
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Vlastnosti SWT

Linearita: 



Vyplýva priamo z linearity skalárneho súčinu

Posun v čase: 
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Zmena mierky:
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prednáška 2 str. 13
Redundancia SWT (oba parametre a, b sú spojité) sa dá odstrániť vzorkovaním a, b.

prednáška 2 str. 17
[image: image20.png]Spektrum SWT sa znazorfiuje vo forme tzv. Skalogramu (SCG) [32], [30], co
Je viastne Ista forma zobrazenia casovo-frekvencnej roviny s vynesenymi magnitu-
dami spektralnych koeficientov. Frekvencna os Je vsak nahradena parametrom zmeny
mierky a, takze ide o zobrazenie v tzv. TS (z angl. Time-scale) rovine.'* V dosledku
posunu TF oklen waveletov v zavislosti od parametra a (pozri obr. 1.6, vztah (1.9)) je
skalogram a TS rovina oproti spektrogramu a TF rovine .hore noham*. Ak prema-
pujeme stiradnice (t,a) na (t,w). stredy TS oklen by sa nam zobrazilt do stredov TF
oklen prislusnych waveletov. !5, Priklad skalogramu realneho signalu je na obr. 1.7.
Maximalne fluktuécle hodnot skalogram vykazuje pri takej hodnote parametra a, pri
Ktore] sa stredna frekvencta (t) zhodue so strednou frekvenciou waveletov vy, ;.




[image: image21.png]Prepocet sradnic (f.a) na (t,w) je trivialny, treba si uvedomit, ze stradnici a = 1 zodpoveda w = wo.
+J. stredna frekvencia zakladného waveletu. Nasledne staci pouzit (vztah 1.9) na posun vo frekvencit
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