Skuska 2008/2009
1.)
a)  [image: image1.png]Definicia 6.4 Bazou vektorového priestoru & nazjvame neprazdnu podmnozinu B C
& prave vtedy, ak L(B) = £ a B je mnozina lineérne nezavislijch vektorov.




              [image: image2.png]6.4.6 Ramce

Definicia 6.13 Ramcom vo vektorovom priestore & nazjvame neprazdnu podmnozinu
B = {4}, B C E prave vtedy, ak L(B) = £ aVf € € existujit kladné koneéné konstanty
C. D také, ze plati:

CIAP < S K tbmad < DIFI - (6.44)




[image: image3.png]Ramce nie st nevyhnutne linearne nezavislé mnoziny. Reprezentacia vektora pomocou
ramcov moze byt nadbytotna a nejednoznaéna. Ak C = D, ramec sa nazyva tesny a
naviac ak ||, »|| = 1. potom C' udava mieru redundancie ramea oproti baze (ak C = 2,
potrebujeme 2x viac vektorov na vyjadrenie f). Ak C = D =1 || = 1 ramec {¢n, .}
tvori ortonormalnu bazu priestoru &.




[image: image4.png]Ramce:
- nie su nutne linedmne nezévislé mnoziny
- reprezenticia vekioru pomocou rimcov méze byt redundantnd a nejednoznacni
- ak =D rimec sa nazfva resny a naviac ak y.,|-1. potom C udéva mieru redundancie rimea oprofi
‘baze (ak C=2. potebujeme 2x viac vektorov na vyjadrenie f ).
- ak C=D =1 |vm|-1 ramec W} tvori ortonormdlnu beizu E

K danému ramcu existuje viacero . doplakovych” rimeov #n. ). takych, ze dvojica {rimec, doplnkovy ramec)
s wmoziiuje signdl reprezentovat aj zrekongtruovat. Moznosti na volbu P | je vincero. Standardnd volba

je tzv. dudlny rimec
e
L LR A e 1 R
=

Pre transformciu do'z rémea plati:

d=(fv) d=¥F doprednd
f —Zd,u?, 7 wd spitna





[image: image5.png]Ak funkcie. pomocou ktoryeh sme transformovali st lineame zavislé. potom netvoria bazu. ale
veobecnejsiu mnozinu expanznyich finkcii

Nadbytocnost reprezentacie signilu ziskanej pomocou mnoziny expanznych funkeii moZeme
odstranit” vyberom vhodnych spektralnych koeficientov. tzv. kritickym vzorkovanim spektra.





[image: image6.png]Expanzné funkcie ¢y, 4 (t) st definované zo zakladného waveletu ¢(t) pomocou pa-
rametrov zmeny mierky a posunu a, b takto:

von® =726 (1) v erm. s




b) [image: image7.png]Ak sme nadbytocnost’ WF vhodnym vzorkovanim uplne odstranili, t. j. {¢, .} ne-
tvori ramec ale bazuv L2(R), hovorime o waveletovgch radoch (WR). Rozklad signalu
a jeho spatna rekonstrukcia pri WR ostava definovana vztahmi (1.22), (1.23) (ku kaz-
dému WR existuje dualny rad, ktory rekonstrukciu umoziuje). Plati:

WR(m,n) (1.26)





alebo toto:

[image: image8.png]Redundancia SWT (oba parametre a. b sit spojité) sa da pripadne odstranit’ vzorkovanim a. b.
Potom hoverime o waveletovych ramcoch (Wavelet Frames — WE) resp. waveletovych radoch (WR).

Pri volbe vzorkovania su dolezité otazky kompletnosti, redundancic a minimalnosti v¥sledne
mnoziny funkeii,




c) [image: image9.png]Nadbytocnost’ STFT mozeme odstranit’ vy-
berom vhodnych spektralnych koeficientov, tzv. kritickgm vzorkovanim® spektra.
Potom vsak STFT straca dobré ¢asovo-frekvencneé vlastnosti (pozri Balianova-Lawova
veta [21, str. 326]).




Vzorkovacia mriežka: (viac ako toto som nenašiel, najlepšie asi napísať vlastnými slovami, čo si o tom myslíte ()

[image: image10.png]Standardna vol'ba fypu vzorkovacej mriezky

. a=ay .
o b=nbyag (volime tak. aby bola pomocou Tas, pri danej mierke a “pokryta” celi éasové os )
T

Parameter m uréuje trovert rozlisenia
Parameter n uréuje posun v case

Pre v(1) (a analogicky pre #(1)) dostavame mnozinu funkeii:

Yolt)= a,?w(ag”’rﬂzb“)_ mneZ




[image: image11.png]Pouzitim vztahu 1.9 dostaneme vyslednu vzorkovaciu mriezku v tvare:

nboal,  mn€Z ag>1bo>0. (1.20)





d) [image: image12.png]Spojita waveletova transformacia (SWT) funkcie f(t) € L*(R) je definovana [17]
ako zobrazenie L(R) — L2(R2) vztahom:

SWTy (a,b) = /;:f(t)w[’a,b] () dt=(f (©) vy () acRYbER. (L.7)

Expanzné funkeie vy, (t) st definované zo zakladného waveletu ¢() pomocou pa-
rametrov zmeny mierky a posunu a, b takto:

von® =726 (1) v erm. s

Vidime, Ze reprezentcia signalu pomocou spektralnych koeficientov SWT je znacne
nadbytoéna — parametre a aj b st spojité. V zavislosti od parametra a SWT poskytuje
pruzné casovo-frekvencné rozlisenie. Ak casovo-frekvencné okno ¥(t) ma rozmery
0.0, a stred v bode Sy, = (to. «). potom pri wavelete ¢, (t) nastant zmeny

o= a0y 0,= a./a (to,wo) = (ato + b,wo/a) . (1.9)

Vidime, Ze zmeny rozmerov okna st funkciou parametra a, ktorym je dana trover
rozlienia v case aj frekvencii. Ak a > 1, wavelet v ¢ase roztiahneme, ¢im znizujeme




[image: image13.png]schopnost'rozliSovat'signaly v case, ziskavame vsak lepsie rozliSenie vo frekvencii. Pre
a < 1 je vietko presne naopak. Rozne hodnoty b zase vytvarajui vsetky mozné posuny
waveletu pri danej arovni rozlisenia.




Waveletové rady (WR):

[image: image14.png](1.22)

kde
A= (f (1), Ymn(t) mneZ. (1.23)

Rekonstrukeia funkcie f(f) z koeficientov d,, ,, (nazjvanych waveletové koeficienty)




2.)
a) 
viacej som toho nenašiel a ani neviem ci je to vobec dobre:

wavelet spĺňajúci podmienku prípustnosti 

[image: image15.png]


     (1.10) 

a podmienky ortonormality

[image: image16.png]P=9*
(Wipsthim) =0 —1)6(k—m) jklmeZ.



     (1.36), (1.37)

[image: image17.png]Zoveobecnenie

Pri SWT je mozné pouzif pri rozklade a rekonstrukcii signalu rozne zakiadné wavelery ¥it) a wir)

)= j j(fv.,)Vu

PR

Tvertovatelnost je podmienend vztahom pre vipocet Cy, nasledovne:

Tito podmienka je postacujiica. zikladné wavelety nemusia spiat Ziadae iné podmicaky.




b)

[image: image18.png]Pre znazornenie ¢asovo-frekvenénych vlastnosti funkcii resp. signalov sa ¢asto po-
uziva tzv. ¢éasovo-frekvencna (TF) rovina [17). V TF rovine je kazdy signal repre-
zentovany tzv. ¢asovo-frekvenéngm oknom. To charakterizuje umiestnenie energie
signalu v case a frekvencii. Oznaéme nas signal ako f(t) a jeho Fourierovu transfor-
méciu F(w). Ak f(t) € L2(R), potom? jeho TF okno ma koneénu velkost’ Jeho stred
je v bode Sy, = (t,wo) a velkosti stran st 20y, 20,,. O wy zvykneme hovorit’ ako o tzv.
strednej (uhlovej) frekvencii signdlu. Priklad zobrazenia TF okna realneho signalu
(modulovana Gaussova funkcia, t. j. Gaborova funkcia) je na obr. 1.1.
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Obr. 1.1. Priklad reprezentacie funkcie oknom v casovo-frekvenénej rovine pre funkciu
(1) = e~ D*cos(6(t — 4)) (modulovana Gaussova funkcia)





[image: image20.png]Rozne 7-@ pri STFT zodpovedaji posunom zikladného TF okna v Ease a frekvencii

S TF okno nam hovori o tom aké drobné detaily sme schopni v signile sledovat’.

>Hranice okna sit definované “3tatisticky”, t. neznamena to, % mimo okna ma signal nulové
hodnoty

TE okno signilu a jeho v¥znam pri uréovani hodnot signilu v éase a frekvenci





Neviem co presne sem treba dat co sa deje s tym T-F oknom, snad si daco z toho vyberiete:

[image: image21.png]Najznamejsie delenia TF roviny st zobrazené na obr. 1.2. V casti a) napriklad
vidime: To, Ze bézové funkcie STFT su generované modulaciou a posunom oknovej
funkcie znamena, ze STFT ma pre dant oknovi funkciu pevné rozlisenie vo frekvencii
a rozne 7, w v rovnici (1.1) viastne zodpovedajti iba posunom zakladného casovo-
frekvenéného okna v ase a frekvencii.





[image: image22.png]©

d)





[image: image23.png]Obr. 1.2. Najznamejsie priklady delenia TF roviny pri reprezentacii signalov (znazor-
nené schématicky): a) pri STFT — bazu tvoria modulované oknové funkcie b) bazove
funkcie st generované zmenou mierky a posunom prototypovej funkcie (neskor uvi-
dime, ze ide o dyadické waveletové ray) €) casova oblast — bazu tvoria Diracove delta
funkcie d) pri FT — bazu tvoria nekoneéne dlhé komplexné harmonické funkcie




[image: image24.png]Priklad zobrazenia zikladného waveletu a jeho zmenenej a posunutej verzie.
) v Ease a frekvencii b) v TF rovine




[image: image25.png]1.2.1 Princip neurcitosti

Pre reprezenticiu signalov v asovo-frekvencnej rovine plati tzv. princip neurcitosti
(nieco ako princip neurcitosti z kvantovej fyziky). Nech pre z(t) € L*(R) plati

tx(t), X (w),w.X (w) € LA(R). (1.4
Potom pre TF okno x(t) plati [19, str. 56]:
o} -0l >1/4, (1.5)

pricom rovnost plati, ak =(t) je Gaussova funkcia® v tvare

2()= Ja/me®  acR.a>0. (1.6)

Prakticky nam to hovori, Ze signaly sa nedaju s lubovolnou presnostou lokalizovat
naraz vo frekvencii aj v case, t. j. ziskat' lubovolne malu plochu TF okna. Plocha TF
okna je vzdy minimalne 2, pricom minimalnu plochu zaberaju signaly, pre ktoré plati
(1.6).




c)

[image: image26.png]‘Okrem nutnych podmienok, aby signaly boli povazované za pripustné zakladné
wavelety pre SWT, st tu este viaceré dol vlastnosti waveletov, ktoré podstatne
ovplyviju ich pouzitelnost. Medzi najdolezitejsie patria:

« Existencia nosica . Uzavrety interval (a,b) nazyvame kompaktng nosic funkcie
(waveletu), ak dany wavelet ma nenulové funkéné hodnoty len na danom in-
tervale. Pre wavelety bez kompaktného nosica sa zvykne uvadzat' funkcia zhora
ohranicujuca funkéné hodnoty (t. j. charakterizujuca rychlost ich klesania). Pri-
padne sa uvadza tzv. efektivny nosic (a,b), mimo ktorého ma funkcia iba za-
nedbatelne malé funkéné hodnoty.'®

« Pocet nulovjch momentov. K-ty moment ¢(t) definujeme ako m (k) = [ %4 (¢)dt.
Plati, ze ak 4() je K krat diferencovatelna a pre t — %oc klesa dostatocne rychlo,
potom prvych K — 1 momentov bude nulovych. Potom ak f(t) je na nejakom
intervale polynémom max. K —1 stupfa, pre wavelety [, 3 (t) s nosi¢om na tomto
intervale budu prislusné waveletove koeficienty W7 (a, b) nulove.!”

« Regularita (Daubechieova 1988) poskytuje mieru hladkosti funkcie f(t).




