 Hilbertove priestory a rozklady signálov

Čo je to (nevyžadujem presné matematické formulácie):

· Veľkosť vektora

[image: image125.png]Predpokladajme vseobecné riesente spektralne] faktorizacte P(z) v tvare:

P()=H(:)H () (3.61)

Nulové body P(z) oznacme ;. Potom platta nasledovne pravidia pre vytvarante spektralnych fakto-
rov [14]

1. aby H(z) a H(z) bolt prenosové funkete realnych filtrov musime 2 a ={ pouzit'y paroch
2. aby H(z) a H(z) bolt prenosove funicte filtrov s linedrnou fézou musime =, a 1/z;, pouzit'v paroch

H1(2) a H{(z) mohll tvortt ortogonalne wavelety, musime = a 1/2¢ pouzit oddelene.

pravidia 2 a 3 sa navzajom vylucupi, okrem fediného prientiar

Symetrickij ortogonainy KIO filter s prenosovou funkciou H (). moze mat maximaine 2 nenulové
koeficienty. pricom plati:

e nepérne (3.62)




skripta str. 118

Priama suma porpiestorov, Ortogonálny doplnok

[image: image2.png]Definicia 6.8 Nech M; st podpriestory Hilbertovho priestoru €. Ak kazdy vektor z < €
mozeme Jednoznacne vyjadrit v tare « = z1 + 3 + ... + 2 Pricom z; € M, potom € Je
priamou sumou podpriestorov M;. Piseme £ = My & My & ... & My

Definicla 6.9 Nech M fe podpriestor Hilbertovho priestoru . Potom ortogondlny do-
plnok k M v € fe mnozina M> = {x € £ 2L M}.





skripta str. 118

Priestor l2(Z), Priestor L2(R)

[image: image3.png]Priestor *(Z)

Vektormi x v priestore 1%(Z) st postupnostl z(m) € C. n € Z s konecnou energiou
Jlzl| < oo. Zvycajne reprezentuju signaly diskrétne v case. Skalarny stein Je definovany
ako:

z(n)y(n)* z,yel(2). (8.17)

Priestor L*(R)

Vektormi « v priestore L*(R) st funkcle z(t) € C, t € R, ktore st kvadraticky integro-
vatelne a naviac ||| < ~c. Skalarny suein Je definovany ako:

(z,9) :/ z(B)y(t)dt zyeI}(R). (6.18)
her
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Ortonormálna báza, Čo sú biortogonálne resp.  duálne bázy

[image: image4.png]6.4.2 Ortonormdlne bazy

Mnozina B = {&;} tvori ortonormalny systém v priestore £, ak platt:

whib € By (biby) =

—d)- (6.19)

Ortonormalny systém B tvori ortonormalnu bazu priestoru £, ak vsetky = € £ mo-
Zzeme vyjadrit ako:

=Y aubi, (6.20)
T
kde a;, nazyvame spektralne koeficienty a vypocitame ich ako

k= (bk,z) . (6.21)

Pre takyto system plati Parsevalova rovnost’

lzl? = 3" |, 2)|? vree. (6.22)

Analogicke tvrdenia platia aj pre ortogonalne systémy, vo vztahoch Je fha pridana
normalizacna konstanta.




[image: image5.png]6.4.3 Biortogondlne bazy

Nech mnoziny B = {6} a B = {b} su bazami priestoru &. Tleto bazy st navzajom
dudlne resp. biortogonalne, ak:

« ich bazové vektory su navzdjom ortogondlne, t. J. biortogondine:

-§)  VijZ (6.23)

« zaroven existuja kladne konecne konstanty ¢, D, €, D, ze pre ¥z < £ plati:




[image: image6.png]Cllal? < Xl n) P < DYl € el < 3| (b z>" <Dz,
k &

Potom signal « & £ mozeme vyjadrit ako
o= (bra)b=3 (bua)bi.
T T
Parsevalova rovnost ma tvar:

llal? = 3" i) (Biuz) vaee.

(6.24)

(6.25)

(6.26)




skripta str. 119 – 120
Ortogonálna projekcia (priemet) vektora x do vektora s

[image: image7.png]Definicia 6.10 Ortogondlna projekcia (priemet) vektoraz do vektora s je zlozka vek-
tora = v smere vektora s nazgvané =z,

(s,)
sl

. naztvame stradnicou vektora r vo vektore s.

£ Ta s, (6.27)

kde skalar
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Vlastnosť postupnej aproximácie

[image: image8.png]A) Nech S Je ortonormalna baza Si. Kedze s; st vzajomne ortogonalne, zachovava
sa vlastnost naflepse] aproximacte pri danom k v zmysle najmensich stvorcov a
plati viastnost’ postupnej aproximacie:

20— 50 | () 2 apr (6.30)




skripta str. 121
Rámec, tesný rámec

[image: image9.png]Definicia 6.13 Ramcom vo vektorovom priestore £ nazgvame neprazdnu podmnozinu
B = {i3}, B C E prave vtedy, ak L(B) = £ a ¥f € £ extstujtt kladné konecné konstanty
C, D take, ze platt:

ClFIP < 1 bmn)* < DIFI - (6.44)




skripta str. 123

[image: image10.png]Ramce nie st nevyhnutne linearne nezavisle mnoziny. Reprezentacia vektora pomocou
ramcov moze byt nadbytocna a nejednoznacna. Ak C = D, ramec sa nazyva tesng a
naviac ak [[m || = 1, potom € udava mieru redundancie ramea oproti baze (ak ¢
potrebujeme 2x viac vektorov na vyjadrente f). Ak C = D = 1 |[¢),, .| = 1 ramec {t,, .}
tvori ortonormalnu bazu priestoru &.





skripta str. 124

Časovo - frekvenčná analýza a waveletová transformácia

Vlastnosti waveletov oproti Fourierovej transformácii z hľadiska časovo-frekvenčnej analýzy

Reprezentácia signálov 

· poznáte reprezentáciu signálov v čase, vo frekvencii (FT)

· wavelety umožňujú flexibilnú a cielenú reprezentáciu niekde medzi.

Waveletová transformácia (WT) má oproti STFT funkcie formované iba zmenou mierky a posunom  prototypovej funkcie (základného waveletu) 

Waveletová transformácia (WT) má oproti STFT funkcie formované 

· zmenou mierky a 

· posunom

?? čo viac ??

skripta str. 8 – 11; prednáška 1 (pred1.doc) ; prednáška 2 (02_pred2.doc)
Čo je časovo-frekvencná rovina, a časovo frekvenčné okno, Čo je princíp neurčitosti, o čom hovorí

[image: image11.png]Pre znazornenle tasovo-frekvencnych viastnosti funkcell resp. signalov sa tasto po-
uziva tzv. éasovofrekvencna (TF) rovina [17). V TF rovine Je kazdy signal repre-
zentovany tzv. éasovo-frekvenéngm oknom. To charakterizuje umiestnente energle




[image: image12.png]slgnalu v case a frekvencil.




· TF okno nám hovorí o tom aké drobné detaily sme schopní v signále sledovať.

· Hranice okna sú definované “štatisticky”, t.j. neznamená to, že mimo okna má signal nulové hodnoty

skripta str. 8; prednáška 1

[image: image13.png]1.2.1 Princip neuréitosti

Pre reprezentaciu signalov v casovo-frekvencne] rovine platl tzv. princlp newcitostt
(nteco ako princip neurcitosti z kvantove] fyziky). Nech pre x(t) € L*(R) plati

t.2(t), X (W), w.X ) € L*(R) . (1.4
Potom pre TF okno z(t) plati [19, str. 56]:
af ol =1/4 (1.5)

pricom rovnost plati, ak x(t) Je Gaussova funkcia® v tvare
o(t) = Jajme®  acR,a>0. (.6)

Prakticky nam to hovort, ze signaly sa nedaju s lubovolnou presnostou lokalizovat
naraz vo frekvencil aj v case, t. J. ziskat [ubovolne malu plochu TF okna. Plocha TF
okna Je vzdy minimaine 2, pricom minimalnu plochu zaberajt signaly, pre ktore plati
(1.6). Dokaz principu neurcitosti je uvedeny napr. v [19, str. 58], [22, str. 68].

*Rovnost zostava zachovana a) pri modulicii funkcle #() a ako neskor uvidime a) pri zmene mierky
funkele, pozri vztah (1.9).




skripta str. 11
Čo je to SWT?, Ako ju vypočítame(vzorce), Vlastnosti SWT – redundancia, obsah časovo-frekvenčného okna, Škálogram, čo je to, na čo je to, ako vypočítam hodnoty v ňom ?

[image: image14.png]Spojita waveletova transformacia (SWT) funkcie f(t) € L*(R) Je definovana [17]
ako zobrazenie L2(R) — L2(R?) vztahom:
SWTy (a,b) = /\ F O (0@ = (£ (0,9 () a=R¥bpER. w7

Expanzné funkcle vy (t) st definovane zo zakladneho waveletu v(t) pomocou pa-
rametrov zmeny mierky a posunu a, b takto:

Ly (ﬂ) W) e LA(R). (L8
7

e -
Vidime, ze reprezentacia signalu pomocou spektralnych Koeficlentov SWT Je znacne
nadbytocna — parametre a a b st spofite. V zavislostl od parametra a SWT poskytuje
pruzne casovo-frekvencne rozlisente. Ak casovo:frekvencné okno u(t) ma rozmery
0,0, a stred v bode Sy, = (to, ). potom pri wavelete y, j (t) nastant zmeny

Go=an,  o,=0./a (towo) = (at+b,wofa) . (1.9)

Vidime, ze zmeny rozmerov okna sa funkclou parametra a, ktorym Je dana tirove
rozlisenia v case aj frekvencil. Ak a > 1, wavelet v case roztiahneme, ¢im znizujeme

“Porovna z CTFT. ke signil rozkladame pomocou nekonecne diho trvafteich vin bez casove) lokalt-
zice.

1parovna) z STFT. ke funkele tvorime pomocon moduldcie a posunu oknove) funkcle.

11Pod radom waveletu rozumieme pocet nulovjch momentov waveletu (pozri cast' 1.3.2, str. 15)




[image: image15.png]schopnost rozliSovat' signaly v ¢ase, ziskavame vsak lepsie rozlisenie vo frekvencil.




skripta str. 12

Vlastnosti SWT

Linearita: 



Vyplýva priamo z linearity skalárneho súčinu

Posun v čase: 
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Zmena mierky:
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prednáška 2 str. 13
Redundancia SWT (oba parametre a, b sú spojité) sa dá odstrániť vzorkovaním a, b.

prednáška 2 str. 17

[image: image20.png]Spektrum SWT sa znazorfiuje vo forme tzv. Skalogramu (SCG) [32], [30], co
Je viastne Ista forma zobrazenia casovo-frekvencnej roviny s vynesenymi magnitu-
dami spektralnych koeficientov. Frekvencna os Je vsak nahradena parametrom zmeny
mierky a, takze ide o zobrazenie v tzv. TS (z angl. Time-scale) rovine.'* V dosledku
posunu TF oklen waveletov v zavislosti od parametra a (pozri obr. 1.6, vztah (1.9)) je
skalogram a TS rovina oproti spektrogramu a TF rovine .hore noham*. Ak prema-
pujeme stiradnice (t,a) na (t,w). stredy TS oklen by sa nam zobrazilt do stredov TF
oklen prislusnych waveletov. !5, Priklad skalogramu realneho signalu je na obr. 1.7.
Maximalne fluktuécle hodnot skalogram vykazuje pri takej hodnote parametra a, pri
Ktore] sa stredna frekvencta (t) zhodue so strednou frekvenciou waveletov vy, ;.




[image: image21.png]Prepocet sradnic (f.a) na (t,w) je trivialny, treba si uvedomit, ze stradnici a = 1 zodpoveda w = wo.
+J. stredna frekvencia zakladného waveletu. Nasledne staci pouzit (vztah 1.9) na posun vo frekvencit




skripta str. 14

Časovo - frekvenčná analýza a waveletová transformácia

10. Čo je to SWT?, Ako ju vypočítame(vzorce), Vlastnosti SWT – redundancia, obsah časovo-frekvenčného okna, Škálogram, čo je to, na čo je to, ako vypočítam hodnoty v ňom ?

Spojitá waveletová transformácia (SWT) funkcie f (t) 
[image: image22.wmf]Î

 L2 (R) je definovaná ako zobrazenie L2 (R) → L2 (R) vzťahom:
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[image: image24.wmf]Î

R+, b
[image: image25.wmf]Î

R

Expanzné funkcie  Ψa,b(t) sú definované zo základného waveletu Ψ(t) pomocou parametrov zmeny mierky a posunu a, b nasledovne:
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Ψ(t)
[image: image27.wmf]Î

 L2 (R)
Vidíme, že reprezentácia signálu pomocou spektrálnych koeficientov SWT je značne nadbytočná – parametre a aj b sú spojité. V zá vislosti od parametra a SWT poskytuje pružné časovo-frekvenčné rozlíšenie. Ak časovo - frekvenčné okno Ψ(t) má rozmery σt, σω a stred v bode S = (t0, ω0) potom

σabt=a.σt

σabω=σω/a

Sab = (at0 + b, ω0/a)
Z hore uvedeného vzťahu je zrejmá dôležitá vlastnosť waveletov, že obsah TF okna zostáva konštantne 4 σtσω nezávisle od parametrov a a b.

Spektrum SWT sa znázorňuje vo forme tzv. škálogramu(SCG), čo je vlastne istá froma zobrazenia časovo-frekvenčnej roviny s vynesenými magnitúdami spekrálnych koeficientov. Súradnicami koeficientov sú však priamo parametre posunu (b) a zmeny mierky (a), t.j. jedná sa o zobrazenie v tzv. TS (z angl. Time-scale) rovine. V dôsledku posunu TF okien waveletov v závislosti od parametra a je škálogram a TS rovina oproti spektrogramu a TF rovine ”hore nohami”.

11. Pomocou akých dvoch operácií su formované bazove funkcie(+vzorce) pri SWT? Ako a prečo bazove funkcie  normalizujeme?

12. Základné charakteristiky waveletov – kompaktná podpora, nulové momenty, regularita

Existencia nosiča. Uzavretý interval 
[image: image28.wmf]ñ

á
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a

,

 nazývame kompaktný nosič funkcie (waveletu) ak daný wavelet má nenulové funkčné hodnoty len na danom intervale. Pre wavelety bez kompaktného nosiča sa zvykne uvádzat’ funkcia zhora ohraničujúca funkčné hodnoty (t.j. charakterizujúca rýchlost’ ich klesania) alebo tzv. efektívny nosič 
[image: image29.wmf]ñ
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, mimo ktorého majú iba zanedbateľne malé funkčné hodnoty.

Počet nulových momentov. K-ty moment Ψ(t) definujeme ako 
[image: image30.wmf]ò
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. Platí, že ak  Ψ(t) je K krát diferencovateľná a pre t→±∞ klesá dostatočne rýchlo, potom prvých K-1 momentov bude nulových. Potom ak f(t) je na nejakom intervale polynómom max. K-1 stupňa, pre wavelety  Ψa,b(t) s nosičom na tomto intervale budú príslušné waveletové koeficienty SWTf (a, b) nulové.

Regularita (Daubechieová 1988) poskytuje mieru hladkosti funkcie f(t). Ak definujeme regularitu vo frekvenčnej oblasti, potom je to také maximálne číslo r pre ktoré platí:
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Potom f(t) je r-1 krát spojite diferencovateľná pričom r-tá derivácia môže byt’ nespojitá .

13. ako sa odstraňuje redundancia SWT ? + vzorce

Redundancia SWT sa odstraňuje navorkovaním a a b. Potom hovoríme o waveletových rámcoch(WF - Wavelet Frames), ktoré stále môžu byt’ nadbytočné. Ak nadbytočnosť odstránime, hovoríme o waveletový ch radoch (WR).

Štandardná voľba vzorkovania parametra a je 
[image: image32.wmf]m
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[image: image33.wmf]Î

Z a a0≠1. T.j. úroveň rozlíšenia (doteraz charakterizovaná spojitým parametrom a) je odteraz charakterizovaná disktrétnym parametrom m. Parameter b potrebujeme  navzorkovať tak, aby wavelety rovnako efektívne pokrývali celú časovú os pri každej úrovni rozlíšenia. Výslednú vzorkovaciu mriežku dostaneme v tvare:
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[image: image36.wmf]Î

Z 
a0>1, b0>0

Najbežnejšie sa nadbytočnosť reprezentácie SWT odstraňuje dyadickým vzorkovaním, t.j voľbou a0 = 2, b0 = 1 vo vzorkovacej mriežke. Dosadním do predchádzajúcich vzťahov dostávame:
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14. aký je rozdiel medzi WF a WR ?

Wavwletové rámce(WF) môžu byť nadbytočné. Waveletove rady(WR) už majú odtránenú nnabdytočnoť.

15. čo je to dyadický wavelet + vzorec

Najbežnejšie sa nadbytočnosť reprezentácie SWT odstraňuje dyadickým vzorkovaním, t.j voľbou a0 = 2, b0 = 1 vo vzorkovacej mriežke. Dosadním do predchádzajúcich vzťahov dostávame:
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Pre posuny a zmeny mierky základného waveletu platí:
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 potom nazývame dyadické wavelety.
16. aký je základný rozdiel medzi ortogonálymi, biortogonalnymi a semiortogonalnymi waveletmi ?

Wavelety môžeme podľa ortogonality v bázach ktoré generujú rozdeliť na tri základné skupiny:

· Wavelet nazývame Ψ ortonormálny, ak platí:
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[image: image47.wmf]Î

Z

T.j duálny wavelet sa od základného líši iba konjugáciou a báza {Ψm,n} je ortonormálna, t.j. Ψm,n sú na seba ortogonálne rovnakých úrovniach rozlíšenia a aj medzi rôznymi úrovňami.

· Wavelet psi
[image: image48.wmf]Î

 L2(R) 
[image: image49.wmf]Î

Z sa nazýva semiortogonálny (nazývaný aj pre-wavelet), ak platí:
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t.j. je zachovaná ortogonalita len medzi rôznymi ú rovňami rozlíšenia.

· Pár 
[image: image51.wmf])
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spĺňa podmienku biortogonality (hovoríme o biortogonálnych waveletoch),ak množiny {Ψm,n} a {Ψ̃m,n} sú duálne bázy, spĺňajúce prodmienku biortogonality:
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17. Ako vyzerá hierarchia priestorov pri MRA?

Cieľom pri analýze viacúrovňovým rozlíšením (MRA - z angl. MultiResolution Analysys) je rozložiť ľubovoľný signál f(t)
[image: image54.wmf]Î

 L2(R) do systému hierarchických podpriestorov Wm, pričom každý z podpriestorov charakterizuje rôzne rýchle zmeny v signále. Aby sme to dosiahli definujeme MRA ako postupnost’ uzavretých podpriestorov Vm priestoru 
[image: image55.wmf]Î

 L2(R) pre ktoré platí:
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18. Aproximacne a diferencne priestory v MRA, nakreslite a vysvetlite preco je to tak.

[image: image57.png]|__reprezentacia

signalu pri WR
@»---»vgﬁ 5@% 3@% %—)V v%»v e LR





repezentácia signálu 
vtup dikrétneho signálu
projekcia spojitého signálu


pri DWT
pri výpočte DWT
pri výpočte WR

Znázornenie hierarchie aproximačných (Vm) a diferenčných (Wm) podpriestorov v MRA s vyznačeným vstupom a reprezentáciou signálu pri WR a DWT.

Dôsledok 1:


[image: image58.wmf]}

),

2

(

2

)

(

{

2

/

,

Z

n

n

t

t

m

m

n

m

Î

-

=

-

-

j

j

 je bázou Vm.

Dôsledok2:
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 je bázou Wm.
Dôsledok3:
Vm= Vm+1( Wm+1

Aproximačnú hierarchiu podpriestorov Vm potom môžeme skombinovaním vzťahov 

V∞={0}
V-∞={L2(R)}

Vm= Vm+1( Wm+1
vyjadrit’ v tvare:

L2(R)=... (W2(W1(W0(W-1(W-2...
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[image: image62.png]




V0
Z predchádzajúcich vzťahov je zrejmé, že priestorom Vm sa zlepšujú aproximačné schopnosti vďaka pridávaním diferenčných priestorov Wm, ktoré sú schopné vyjadriť detaily na danej úrovne rozlíšenia.

19. Dilatacne rovnice – ich vzorce + vysvetlite princíp (preco je to tak?)

Relá cie zmeny rozlíšenia resp. dilatačné rovnice:
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Postupnosti hmr a gmr charakterizujú vzťahy medzi bázami na susedných ú rovniach rozlíšenia a nazývajú sa koeficienty pre zmenu rozlíšenia resp. dilatačné koeficienty.
20. Algoritmus výpočtu Waveletových radov + základne vzorce, obrazky

[image: image65.png]b)
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Rozklad(a) a rekonštrukcia(b) koeficientov mierky pri výpočte WR a DWT

Pri výpočte waveletových radov z f(t)
[image: image66.wmf]Î

 L2(R) rýchlym algoritmom (RWT) postupujeme nasledovne:

1. Začneme s projekciou s(t) do Vm pomocou vzťahu:
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Vm môžeme pritom zvoliť tak, aby sme boli schopní pomocou koeficientov cm(n) aproximovat’ s(t) s dostatočnou resp. ľubovoľnou presnosťou.

2. Pokračujeme rozkladmi v diskrétnej oblasti pomocou vzt’ahov:
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často iba po želanú úroveň rozkladu U.

Spätnú rekonštrukciu signálu s(t) (označme ju 
[image: image70.wmf])
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s

) z waveletových radov môžeme získať sčítaním získaných detailov signálu a prípadnej zbytkovej aproximácie v priestore VU
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alebo najprv spätnou rekonštrukciou koeficientov cm(n) pomocou vzťahu:


[image: image72.wmf]å

å

+

+

-

+

-

=

k

k

m

mr

m

mr

m

k

d

k

n

g

k

c

k

n

h

n

c

)

(

)

2

(

)

(

)

2

(

)

(

1

1


a použitím aproximácie f(t) vo Vm, t.j.:
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21. Škálogram v DWT, vlastnosti oproti skalogramu pri SWT, vlastnosti

- skalogram je vlastne ista forma zobrazenia casovo-frekvencnej roviny s vynesenymi magnitudami spektralnych koeficientov.

Vlastnosti funkcie mierky a waveletov
22. Co su to 
[image: image74.wmf](
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? Popiste 3 ich zakladne vlastnosti pre ortonormale wavelety.

- hmr(n) a gmr(n) sú koeficienty pre zmenu rozlíšenia alebo dilatačné koeficienty


1) aby mohli byt’ splnene podmienky pre h(n), treba aby dlzka h(n) (oznacme ju N)


bola parna


2) h(n) a g(n) sa navzajom jednoznacne urcuju (h(n) a g(n) –zjednodusene oznacenie)


3) k danemu waveletu existuje jedina funkcia mierky (a naopak)


vlastnosti matematicky (nie su to tie iste):


1) 
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3) 
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 pri ortonormalnych waveletoch ? Ako je to v spektre ? Základné vlastnosti [image: image80.wmf](
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 pri ortonormalnych waveletoch  - popisat zhruba

- Ano suvisia:
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24. Ako vypočítať [image: image87.wmf](
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 ak poznáme koeficienty pre zmenu mierky? + vzorec pre vypocet v case aj frekvencii

- Vychadzame z dilatacnych rovnic: 
[1.51]
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[1.52]
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Tieto rovnice mozeme riesit’ iteracne, pricom ak postupnost’ bude konvergovat’ k pevnemu bodu, potom je pevny bod hladanym riesenım. Iteracie su definovane:
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Uvedeny iteracny postup sa nazyva aj kaskadovy algoritmus (v case)
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toto je vo frekvencii

25. K- regulárny filter, co je to ? Ake ma zakladne vlastnosti ? Aky max. K regularny  moze byt ortogonalny filter dlzky N ? Preco ?

- Dolezity koncept, ktory spaja momentove vlastnosti, diferencovatel’nost’, regularitu a vlastnosti dilatacnych koeficientov, je koncept tzv. K-regula rnych filtrov. KIO filter s impulzovou odpoved’ou h(n), ktora splna podmienky v tabul’ke 2.1 a generuje funkciu mierky φ(t) sa nazyva K-regula rny vtedy, ak platia nasledovne ekvivalentne tvrdenia:


1. H(ω) ma K-nasobnu nulu v ω = π


2. prvych K diskretnych aj spojitych waveletovych momentov sa rovna nule, t. j.:


mψ(k) = 0, μψ(k) = 0 pre k = 0, 1, .... (K - 1)


3. polynomicke postupnosti stupna ≤ (K - 1) mozu byt’ vyjadrene linearnou kombinaciou  
posunov h(n)

4. polynomy stupna ≤ (K - 1) mozu byt’ vyjadrene linearnou kombinaciou posunov φ.
Ak N je dlzka filtra h(n), potom polynom H(z) ma stupen N-1 a L(z) stupen N-1-K. Aby L(z) zabezpecilo splnenie nutnych N/2 podmienok pre ortogonalitu, musı mat’ aspon stupen N/2-1.

 
Potom K≤N/2.
<-max reg.

26. Vyjadrite sa k waveletom a ich moznostiam zistovat nespojitosti v signale a jeho derivaciach
- pouzitim DbK waveletu mozeme spol’ahlivo detekovat’ nespojitosti v prvych K - 1 derivaciach.

Wavelety mozu sluzit’ aj ako viacurovnovy derivator

Nech h(n) je K-regularny filter, generujuci φ(t) a ψ(t). Potom waveletove koeficienty zodpovedaju

K-tej derivacii vyhladenej verzie analyzovaneho signalu:
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27. Ake poznate metody navrhu ortogonalnych waveletov ? Ich zakladne principy par vetami.
-Typy navrhov:


- Ortogonalizacia (napr. Battle-Lemarie wavelety)


- Parametrizacia koeficientov mierky


- Spektralna faktorizacia – navrh waveletov s K nulovymi waveletovymi momentmi (Db.)

Parametrizacia koeficientov mierky

Jednoduchym vyuzitım stupnov vol’nosti v 
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 mozeme navrhovat’ zakladne ortonormalne wavelety. Splnıme nutne podmienky na ortonormalitu a zvysok mozeme

parametrizovat’


- System 0. radu – dlzka h(n) je 2. Nema ziadne stupne vol’nosti.

 

Podmienky su : 
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Riesenım je: 
[image: image99.wmf](
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- radu R – dlzka h(n) je 2R + 2, ma R stupnov vol’nosti

Parametrizaciou zıskane riesenia maju zarucenu iba minimalnu regularitu. Vhodnou vol’bou  parametrov vsak mozeme dosiahnut’zlepsenie vlastnostı, prıpadne ekvivalenciu (pri danej dlzke h(n)) s l’ubovol’nym inym ortogonalnym waveletovym systemom.

Spektralna faktorizacia

Metody navrhu waveletov s K nulovymi momentmi vyuzıvaju koncept K-regularnych filtrov. Metoda na vypocet koeficientov mierky, ktore generuju ortogonalne waveletove systemy s K nulovymi momentmi waveletov.

Nech H(Ω), DTFT postupnosti h(n) s dlzkou N ma K nu l v  Ω=π  a je v tvare:
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 potom H(Ω) splna podmienku 
[image: image101.wmf](

)

(

)

2

2

2

=

+

W

+

W

p

H

L

 vtedy a len vtedy, ak: 
[image: image102.wmf](

)

(

)

(

)

2

sin

2

2

W

=

W

Q

L


Ak 
[image: image103.wmf](

)

1

2

4

1

2

1

4

1

2

sin

-

-

+

-

=

W

z

z

 

potom musime najst 
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Riesenie vzt’ahu nie je jednoznacne. L(z) zıskame tzv. spektralnou faktorizaciou
28. B spline wavelety – co je to, na co to je dobre ? Cim sa lisia semiortogonalne a biortogonalne B-spline wavelety

Spline funkcie su po castiach polynomicke funkcie daneho stupna s plynulym prechodom medzi jednotlivymi castami. B-Spline funkcie φSM (t) stupna M su tvorene M-nasobnou konvoluciou „Box“ funkcie:
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B-spline funkcie su funkciami mierky pre B-spline wavelety

Semiortogonalne wavelety tvoria neortogonalne bazy Wm, pre ktore platı: 

 



Vm 
[image: image106.wmf]^

 Wm 
Vm = Vm+1 
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Pricom pre biortogonalne plati





Vm = 
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29. Co platí pre nuly (reálnej) autokorelacnej  funkcie zo sekvencie [image: image110.wmf](

)

n

h

?

- * je konjugacia


ak zk je nula P(z) potom nula je aj 1/z*k

– nuly sa vyskytuju v dvojiciach {zk,1/z*k}


ak h(n) je realne a H(z) ma nulu v zk potom nuly su aj v z*k, 1/zk a 1/z*k
30. Co su jej spektralne faktory a ake maju vlastnosti, co je to minimalna faza ?
- Predpokladajme, ze pre dane P(z) hl’adame vyhovujuce H(z). Take H(z) nazyvame spektralny faktor P(z) a metodu jeho ziskania spektralnou faktorizaciou. Spektralne faktory nie su jednoznacne urcene a ziskame ich priradenim vzdy iba jednej nuly z dvojıc nul.

Mozne vysledne H(z) maju rovnaku magnitudovu charakteristiku, lısia sa iba vo fazovej charakteristike. Dolezite je riesenie s minimalnou fazou, kde pri vytvarani H(z) pouzijeme iba nuly v a na jednotkovej kruznici.

[image: image1.png]Definicia 6.6 Velkost' vektora x (oznacujeme |z|) je v Hilbertovych priestoroch dana
skalarnym stctnom ||z = /. 7).




Co su jej spektralne faktory a ake maju vlastnosti, co je to minimalna faza ?

[image: image114.png](frr)- (8o @
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Ake su vseobecne pravidla pri spektralnej faktorizacii ?(realne filtre, lin faza, ortogonalne riesnie)

[image: image115.png]Obr. 1.18: Rozklad stgnalu dizky L = 16 prt DWT a struktura vysledného spektra
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                Ako by ste navrhli biortogonalne wavelety pomocou spekt. Faktorizacie?
DWT v maticovom tvare.

[image: image117.png]A\,:((DBA)) “@.4)

kde B vznikne upravou matice B+
B

(% o)) @s)

kde L je matica rozmerov (N —2)/2] « (N - 2) ortogonalna k A ziskana napr. GS ortogonaltzacnym
procesom. Parametrom D mozeme plynulo zviesovat' prechodovit oblast navratu k podoviym filtrov.
Hrantené filtre vo vztaln (4.3) st prikladom matice B, ktora vznikla z (4.5) pri D= 1a N = 4 a upravou
pre podmienku i + v+ w = 0.

Kincovou otazkou fe, ako dostat’jednoducho mattce L aj bez GS procesu. Definujme mattcn P

1-ATA 4.6)

P

vzhladom na vlastnosti matice A ma matica P tvar

Piwva 0 0
P 0 0 o @
0 0 Ppava

pricom linearne nezavisle vektory z matic Praya & Pyrava ST zaroven ortogonalne na riakdy matice A,
). mozeme tch pouzit’ako riadky matice L.

Veetky uvedené (af v predehadzafiicich casttach) sposoby mantpuldcte so signalom na jeho hrant-
ctach vedit k spojttym pripadom waveletove] analyzy na nefakom intervale. T.. okrem neovplyvnenych
waveletov a funketf mierky v "strede” mtervalu mime okrajové funkcte, kioré nam riesta problém oira-
nicenostt analyzy v L2 (R). Ak su pritom zachovane povodne viastnostt ako napr. ortogonalita alebo
regularita hovorime o waveletoch na intervaloch. Vo forme v akej sa vyskytujn v strede mtervalu ich
mozeme nist’ kaskadovymi algoritmami. Pri krajoch, kde st dilatacné rovnice vyrazne ovplyvnené. ich
mozeme korekine ziskai’ pouzitim tverznef transformacte zo spektra, kde bude prislusny’ spektralny
koefictent jednotkovy a ostatné nulové (takyto postup hol pouzity af v Obr. 4.1).




     Struktura a rozmery transformacnych matic pre analyzu a syntezu  v ortogonalnom a biortogonalnom pripade 

[image: image118.png]decimacia je proces redukete vzorkovace frekvencie celociselnym faktorom M. Najprv je signal u(k)
frekvencne obmedzeny antiatiasingovgm? pripadne dealym DP filtrom s hrancou prepustanta

o = x/M a tmpulzovou charaktertsttkou h{n) a potom je podvzorkovang. Vysledok po dectmactt
Je:
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ukazat, ako sa pomocou takych matic rozlozi signal na c(n) a d(n) a opat zlozi.

         rekonštrukcia:

[image: image119.png]u(n) x(n) y(n) x(n) @ y(n) v(n)
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Čo robiť pri DWT na kraji signálu:

· prehlad metod


periodicke rozsirenie signalu:

· zachovava ortogonalitu

· vnasa do signalu body nespojitosti

· parna dlzka signalu pri kazdom rozklade


symetricke rozsirenie signalu:

· k signalu dlzky N pridavame jeho zrkadlovy obraz az tuto dvojicu nasledne speriodifikujeme

· rozsirenim nevznikaju v signale body nespojitosti ale iba v jeho prvej derivacii

· neredun  bazove funkcie v spojitom aj diskretnom pripade su na okraji signalu prelozene spat  a scitane sami zo seboudoplnenie nulami
· Doplnenie signalu nulami na jeho okrajoch je najpriamociarejsim riesenim problemu reprezentacie 

· casovo ohraniceneho signalu. Vnasa ale vyrazne diskontinuity na okrajoch singalu. Opatrenia:
· prestriedanie prvkov matice signalu, vynechanie prveho riadku. to je jednoduchy pripad extrapolacie.
· ake je to symetricke zozsirenie a preco ho nemozeme pouzit pri ortogonalnych waveletoch

viz  predch

· [image: image120.png]interpolacia je proces zvysenta taktovace] frekvencle signalu celociselny
(k) Je najprv nadvzorkovany a nasledne vyhladeny filtrom mapr. tdedlnym DP s
mpulzovou charaktertstikou g(n) . Vysledny signal po nterpolactt fe

vln) =3 g(n - Mk (k)
n

ym faktorom M. Signal

w/M) s

(3.4)



wavelety na intervale, preco, vlastnosti, sposob vypoctu

Banky filtrov

Čo je to decimácia a interpolacia, ich vzorce, vysvetliť ako funguju, načo sú dobre, schemy
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Obr. 3.4: Dectmacta a mterpolacta signalu pri M=2 ak stgnal X (©) je dostatoene a nedostatocne obme-
dzeny dectmacnym filtrom. Pri nedostatocne obmedzenom signale vzntkne altasing, ktory nevieme bez
dodatocne] mformacte eltminovat

3.1.3 Decimacia s naslednou interpolaciou

Vidime, ze po dectmacti a nasledney interpolictt vieme hezehybne zrekonstruovat’ tha signal ktory bol
pred podvzorkovanim frekvencne ohraniceny po Qo = x/M. Inac vzntka, ktory nevieme (ak nemame
K dispozictt dalsi tnformactu) odstranit. Cela situacta e zobrazena na Obr.3.4. Ako zrekonstruovat
stgnal, ked nemame k dispozictt ant dealne filtre na jeho ohranicente? Riesenim je Banka filtrov (BF)
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kde N, je pocet parov nil na fednotkovej kruznici( plati (2, | = 1) a Ny Je pocet parov ntl mimo
jednotkove| kruznice ( plati 'z, < 1). Do H(z) priradime po fedne] nule z kazdého z uvedenych parov.
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Aby koefictenty h(n) bolt realne, musta sa vybrane nuly vyskytovat'v komplexne zdruzenych paroch.
Tato podmtenka je pri navrhu ortogonalnych waveletovyeh systemov zahrnuta vo Vete 2.1, L. v tvare
vstupneho polynomu na faktorizactu.
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  Decimacia a interpolacia, nakresliť, čo sa deje zo signalom vo frekvencii a čase, vysvetliť
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41. Ak je výstupný signál identický so vstupným, BF má vlastnosť úplnej rekonštrukcie (perfektnej). 

Analyzujme teraz bližšie za akých podmienok nám v dvojpásmovej BF dochádza k úplnej rekonštrukcii. Predpokladajme, že máme k dispozícii (reálne neexistujúce) ideálne DP a HP filtre. Filtráciami vždy odstránime nepotrebnú polovicu spektra a pri pod- a nadvzorkovaní sa spektrá akurát zaplnia, takže nevznikajú žiadne problémové situácie. ”Väčšinou” však máme k dispozícii reálne filtre, ktoré po podvzorkovaní vytvárajú väčší či menší aliasing. Po nadvzorkovaní signály v oboch vetvách zostanú zliate, t.j. drobná deformácia signálu v oboch vetvách ostane aj po interpolačnom filtrovaní. Ak má mať BF úplnú rekonštrukciu, tek požadujeme, aby sa tieto deformácie pri konečnom súčte navzájom eliminovali. Filtre musia vytvárať deformácie vhodným spôsobom, ktorý elimináciu zaručuje.
42. pri dvojpásmových BF má dôležitú úlohu polpásmový filter. Je to taký KIO filter s impulzovou charakteristikou p(n) a prenosovou funkciou P(z), pre ktorý platia nasledovné podmienky: 
1) v z-rovine:  P(z)=P(z –1)   P(z)+P(-z) = 2 



2) vo frekvencii: P(ej() = P(e-j()     P(ej() + P(ej((-()) = 2



3) v čase: p(n)=p(-n)   p(n) + (-1)n p(n) = 2 ((n)

Rovnako dôležitý je pojem tzv. energeticky komplementárnych filtrov. Filtre s prenosovými funkciami H(z) a G(z) nazývame energeticky komplementárne ak platí:




|H(ej()|2 + |G(ej()|2 = 2

43. podmienka:   Ra(z)=0

44. ortogonalna: staci poznať 1 filter ostatné sa dajú vypočítať z neho.    Ĥ (z)

biortogonálna: treba 2.   H(z), Ĥ(z)            -||-

45. Má nulové oneskorenie avšak obsahuje nekauzálne časti - filtre pre analýzu a syntézu v oboch vetvách majú impulzové charakteristiky časovo obrátené. Oneskorením nekauzálnych filtrov (vynásobením členom z-(2l-+))dostaneme kauzálnu BF s oneskorením 2l-1

Filtre pre analýzu sú ortogonálne navzájom  a aj voči svojím párnym posunom.

Ak sústavu začneme navrhovať od syntézy, t.j. H(z)=Ho(z), výsledkom je zámena analyzačnej a syntetizačnej časti BF, t.j. vo vzťahoch na výpočet filtrov sa iba zmení označenie duálnosti.

46: obrázky...    prečo sú časovo otočené? Je to nutné, lebo ináč by filtre v DP a HP vetve neformovali polpásmové filtre (p(n) by nebolo symetrické) a úplná rekonštrukcia by sa nedal dosiahnúť.

47. matice Ĥ,Ĝ sú decimačné a majú rozmery N x N/2. H,G interpolačné matice  s rozmermi N/2 x N

Podmienky na úplnú rekonštrukciu v ortogonálnom riešení banky filtrov sú zahrnuté v Tab.1.2. Analogicky môžeme konštatovať že biortogonálne riešenie banky filtrov vyhovuje podmienkam v časti 1.9.

Uvedomme si, že na to, aby dvojpásmové banky filtrov mohli počítať WR a DWT musia mat’ oba filtre v

DP vetve aspoň jednou nulu pri  = _ a naopak oba filtre v HP vetve jednu nulu pri  = 0. Táto podmienka

je nutná , jej postačujúcost’ je však na hranici. To rýchlo zistíme pri výpočte WR a DWT. Doteraz

sme totiž uvažovali iba rozklad na jednej u´ rovni rozlíšenia a pri výpočte WR a DWT potrebujeme opakovane

rozkladať koeficienty v DP časti. 
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Obr. 3.13: Princip realizacte vypoctu diskrétne (dyadickef) waveletovey transformacte bankou filtrov.




50. Pri systémoch s rôznym taktovaním je často vhodné reprezentovať filtre (ale aj signály) ich tzv. polyfázovými komponentami. Filter s prenosovou funkciou H(z) a impulzovou charakteristikou h(n) môžeme rozložiť na M polyfázových zložiek Hk(z) pomocou vzťahu:
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Potom hovoríme o polyfázovej reprezentácii H (z) pomocou jeho polyfázoých zložiek Hk(z).
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Obr. 5.1: Polyfazova reprezentacta prenosovey funketeH (:
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