Wavelety a banky filtrov
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Hilbertove priestory a rozklady signalov

Lo j(enetwvoy g a dnéjmatematizké éormulacie):

Vie'0OKI0'SS]Iskvipmdstt. 118 a

Definicia 6.6 Velkost' vektora r (oznacujeme ||x||} je v Hilbertovych priestoroch dand
skalarnym stcinom || z|| = /(x, x).

Priama Stima pauiestoroviskriptastr. 118

Definicia 6.8 Nech M; st podpriestory Hilbertovho priestoru £, Ak kazdy vektor x € £
mdzeme jednoznacne vyjadrit' v tvare x = 1 + 13 + ... + g pricom z; € M;, potom £ je
priamou sumou podpriestorov \;. PiSeme £ = My & My & L. 8 M.

Ortogonélny doplnokskriptastr. 118

Definicla 6.9 Nech M Je podpriestor Hilbertovho priestoru £. Potom ortogondlny do-
plnok k M v £ Je mnozina M~ = {r c&; r LM},

Priestor2(Z)iskriptastr. 119

Priestor [*(2)

Vektormi r v priestore [*(Z) su postupnostl #(n) € ¢, n € Z s konetnou energiou
||lz|| = oo. ZvyEajne reprezentuju signaly diskrétne v ¢ase. Skalarny stéin je definovany
akon

(my)= Y x(n)yn)® =zyel(2). (6.17)

n=-—00

Priestori2(R) skriptastr. 119

Priestor L*(R)

Vektormi » v priestore L*(R) su funkcle =(t) € C, t £ R, ktoré st kvadraticky integro-
vatelne a naviac x| < cc. Skalarny suéin je definovany ako:

{T,y}=f r(t)y(t)*dt z,ye L}R). (6.18)
teR

Ortonormélna baza

6.4.2 Ortonormdalne bazy

MnoZina B = {&} tvorl ortonormdlny systém v priestore £, ak plati
T by £ By (b, by = 48— 7). (5.19)

Ortonormalny systém B tvorl ertonormdlnu bdzu priestoru £, ak viethy x € £ mo-
zeme vyjadrit’ ako:
v =" by, (6.20)
k

kde o, nazyvame spektrdlne koeficienty a vypotitame ich ako

ap = (b, ) . (6.21)



Pre takyto systém plati Parsevalova rovnost’

lz|*="$" (s, z)|* vre&. (6.22)
i

Analogické tvrdenia platla aj pre ortogondlne systémy, vo vztahoch je iba pridana
normalizacna konstanta.

I-Gsii biortogonalne resp: dualne basiyriptastr. 1191 120
6.4.3 Biortogondlne bazy

-

Nech mnoziny B = {i} a B = {bi} s0 bazaml priestoru £. Tleto bazy s0 navzajom
dudlne resp. biortogondlne, ak:

» ich bazové vektory s navzdjom ortogondlne, t. |. biortogondalne:

{bi,ivj} =d&(i—j) Vi, jZ (6.23)
« zarovei existuju kladné kone¢né konstanty ¢, D, C, D, ze pre vz £ plati:

) . o 2.
Cllzl? <3| )P < Dlfel? Clz? < X |(Bez)| <Dlel?.  (6.24
k k
Potom signal > £ £ mézeme vyjadrit’ ako
z=Y (bk,x) b= (br,pbu. (6.25)
k k
Parsevalova rovnost ma tvar:

l=I? = 3" (b, 2)* (bi,z) Vo €. (6.26)

3

Ortogonalna projekeia(priemet) Vekiora X do Vekiorsksptastr. 120

Definicia 6.10 Ortogondlna projekcia (priemet) vektora x» do vektora z je zlozka vek-
tora r v smere vektora s nazyvand r,

(8, 7)
z
|sll

kde skalar r,, nazgvame siradnicou vektora r vo vektore =

Ty = B=1Ty8, (6.27)

sknptastrj12lapr oxi m8ci e
Nech S; |e ortonormalna baza Si. Kedze s st vzajomne ortogonalne, zachovava
sa vlastnost' najlepse] aproximacie prl danom k v zmysle najmensich stvorcov a
plati vlastnost’ postupnej aproximacie:

2540 = 509 4 (o), ) g (6.30)



Ramee, tesny rameskriptastr. 123, 124

Definicia 6.13 Ramcom vo vektorovom priestore £ nazgvame neprazdnu podmnoZinu
B = {uy}, B C E prave viedy, ak L(B) = £ a¥f € £ existujt kladné konedné konstanty

C, D takeé, Ze platt:
ClFIF =3 1 f bmn)* = D517 (6.44)
mn

Ramce nie sti nevyhnutne linearne nezavislé mnoziny. Reprezentacia vektora pomocou
rameov moZze byt' nadbytoéni a nejednoznacna. Ak ¢ = D, ramec sa nazyva tesnyg a
naviac ak ||| = 1, potom € udava mieru redundancie ramca oproti baze (ak ¢ = 2,
potrebujeme 2x viac vektorov na vyjadrenie f). AK C = D =1 |ju,,,,,]| = 1 ramec {u,, .}
tvort ortonormalnu bazu priestoru £.



Lasoffopekvenl n8 anallza a waveleto

Tazrymg§ci i
) ; predn8gka 2 (02 _pred2.
Reprezentacia signéalov:
T pozn8te reprezent8ciu sign8lov v | ase, vo
T wavelety umogRuj % flexibiln% a cielen¥% re

Waveletovd transformdcia (WT) ma oproti STFT funkcie formované iba zmenou mierky a

posunom pretotypovej funkcie (zakladneho waveletu) ¥V (1 )

Fourier t.:

Riesenie vo forme oknovey STFT (Short Time Fourier Transform), Gabor (1946), posuva okno
fixnej velkosti pozdlz signalu a extrahuje frekvenény obsah v danom intervale

Flon)= [ f0)gle - )e “ai={ 10l e).e")

kde glt) je oknova funkcia a f () vstupna funkeia. Ak oknova funkcia je gaussovskd funkcia, tak
STFT sa vola Gaborova transformdcia.
Pre STFT plati:
e Bazové funkcie st generované moduldciou a posunom oknovej (prototypovej) funkcie glr).
e STFT ma pre danti oknovu funkciu pevné rozlisenie vo frekvencii.
Kazdy signal moze byt znazorneny v casovo-fiekvencnej rovine(TF rovina), ktora charakterizuje
rozdelenie napr. energie signalu v ¢ase a frekvencii:
RozliSenie v ¢ase a frekvencii pre danu funkciu +(r) a jej fourierovu transformaciu X(e) je dané
casovo — fielvencnym oknom (TF okno). Jeho stred je v bode § = (fo,f')o) , a velkosti stran su 20,.20,, .
Plati:

fo = Hx(rmil Jr‘x(r)(zdr @o = HX(Q] ) I(D X(a)]zdw (1.moment)
ol = ”x(z‘}‘fz :L(r —toﬂx(z‘lza’r ol = HX(&)}F;_L((Q - wa)z‘X(a)}za’a) (2.moment)

Pozn: Rézne 7>@ pri STFT zodpovedajii posunom zikladného TF okna v ¢ase a frekvencii

= TF okno niam hovori o tom aké drobné detaily sme schopni v signale sledovat’.

= Hranice okna su definované “%tatisticky”, t.j. neznamena to, Ze mimo okna ma signal nulové
hodnoty

Pre STFT plati:
¢ Bazoveé funkcie su generované moduldcion a posunom oknovej (prototypovej)
funkeie g(t).
e STFT ma pre danu oknovu funkciu pevné rozlisenie vo frekvencii.

Spojitd waveletova transformacia (SWT) funkcie f (t)e (R) je definovana ako
zobrazenie L'(R)— I’ (Rz) vztahom
SWT,(a.b)= j.f(r),y;s(f]df = <f(?}-.is"'a,b(r}> acR".beR

Funkcie ¥.:(f) si definované zo zdkladného waveletn w(t) pomocou parametrov
zmeny mierky a posunu @ P nasledovne:

Van(t)=—=v|
Va o\ a

1 ."'r—b‘] wit)e 2(R)



SWT v zavislosti od parametra ¢ poskytuje pruzné ¢asovo - frekvenéné rozlisenie. Ak

casovo - frekvencné okno wlt) ma rozmery &,.9; a stred v bode S (fm'f')o], potom

=ao, ¢, =c,fla S, =(aty+b.o,/a)

-]

Ja b,

T.j. obsah okna ostava konitantne 40,5, .

krigtaste k e nlpmn® dokBgka 1
Pre znazornenie tasovo-frekvencénych vlastnosti funkeii resp. signalov sa ¢asto po-

uZiva tzv. éasovo-frekvencnd (TF) rovina [17]. V TF rovine |e kazdy signal repre-
zentovany tzv. éasovo-frekvencngm oknom. To charakterizuje umiestnenie energle
slgnalu v ¢ase a frekvencil.

T TF okno n8m hovor?2 o tom ak® drobn® det ai

T Hranice okna s% definovan® fAgtat isignli ckyo,
nulové hodnoty

voOnej

Pre znazornenie ¢asovo-frekvenénych vlastnosti funkeii resp. signalov sa ¢asto po-
uzZiva tzv. éasovo-frekvenéna (TF) rovina [17]. V TF rovine je kazdy signal repre-
zentovany tzv. éasovo-frekvenénym oknom. To charakterizuje umiestnenie energle
signalu v ¢ase a frekvencil. Oznac¢me nas signal ako f(t) a jeho Fourlerovu transfor-
maciu F(w). Ak f(t) € L*(R), potom* jeho TF okno méa konecénu velkost. Jeho stred
je v bode Sy, = (to.wo) a velkostl stran sa 20¢,20,. O wo zvykneme hovorlt' ako o tzv.
strednej (uhlovej) frelkcvencii signalu. Priklad zobrazenia TF okna realneho signalu
(modulovana Gaussova funkcia, t. j. Gaborova funiccia) je na obr. 1.1. Pre polohu a
rozmery okna plati [19, str. 7]

to=|IF (7[5 t]F (D) at of = | f (O S22 (¢ —t0)” |F (8) " dt. (1.2)
Vo frekvencnej oblasti analogicky mozeme pisat’ %:
wo = |[F (@) 7! [25 w |F (w)[* duw 0% = |F @)[I7% /2%, (v —wo)® |F (W) P dw . (1.3)

TF okno nam vlastne hovori, ake drobné detaily sme schopni v signali sledovat.
Cim mensia plocha okna, tym lepsie.



ERNNENEININAEZIEINARE, skriftdist. als t i, o | om hovor?

1.2.1 Princip neuréitosti

Pre reprezentaciu signalov v casovo-frekvencnej rovine plati tzv. princip neurcitosti
(nieco ako princip neurtitostl z kvantove| fyzilky). Nech pre z(t) = L*(R) plati

t.x(t), X (w),wX(w) e LA(R). (1.4)
Potom pre TF okno x(t) plati [19, str. 56]:
ol gl =1/4, (1.5)
pricom rovnost plati, ak =(t) je Gaussova funkcia® v tvare
r(t) = \Ja/re®  acR,a>0. (1.6)
Pralkticky nam to hovori, Ze signaly sa nedaju s lubovolnou presnostou lokalizovat
naraz vo frelvencii aj v ¢ase, t. |. ziskat' lubovolne malt plochu TF okna. Plocha TF

okna je vzdy minimédine 2, pricom minimalnu plochu zaberaja signaly, pre ktoré plati
(1.6). Dokaz principu neurcitostl je uvedeny napr. v [19, str. 58|, [22, str. 68].

"Rovnost’ zostava zachovana aj pri modulicii funkeie r{t) a ako neskor uvidime aj pri zmene mierky
funkcie, pozri vztah (1.9).

O ST AK O Uy plo liiskripa@ sie {2V z o 1 C € )

Sfojité waveletova transformaciggWT)funkcief (t) | L? (R)je definovana ako zobrazenie
L°(R)Y L°(R)v z Sahom:

SWT, (a,b) = F{ (0 Lot =2 (1)y ,,()3 & R',bI R

Expanzné funkcieQ,y(t) su definované zo zékladného wavel€ly pomocou parametvo
zmeny mierkg posunua, bnasledovne:

1 t-b ,
ya,b(t)_ﬁy(T) q(it p(Rr)

Vi d2 me, ge reprezent38ci a signsg8lu pomocou S

nadby ti pdram@reajb sa spojité. V za vislosti od paramea&WTpos kyt uj e

| asdvekven| n® rozl 2geni e.

-10-
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ove funk
?

b] bazove
funkele st generované zmenou mlerky a posunom prototypove] funkcle

Zakladné wavelety maj zvycajne jednotkovil energliu, t. j. |[v(t)| = 1. Faktor 1/,/a
vo vztahu (1.8) zabezpecuje zachovanle energle aj prl zmenene] milerke, t. J. ||¢ 4 (f)] =
[w(t)]|. SWT je invertovatelna, ak pre Fourlerovu transformaciu ¥ (w) zakladného
waveletu plati tzv. podmienka pripustnosti [21]:

o0
(:'-'.l'n'.' = f
0

Wavelet je potom pripustnyg, co prakticky znamena [2], [21]:

T (w) |?

w

dw < 00, (1.10)

oo
Fiw), _p=0 f Y (t)dt =0, (1.11)
— o0
t. J. ¥(t) nema jednosmernt zlozlcu'®, Potom existuje inverzna SWT v tvare:
i) :_f f SWT (a,b) - uab](z;.d“db (1.12)

ViastnostiSWTire'dundancinaf reksahnl h ahroe bk riaka 2 str. 13
Linearita:

VyplTva priamo z linearity skal §

g(t)= f(t- by)

Y swr (a,b)=SWT, (a,b- by)

Posun:v | ase

Zmena mierky

1 _ato
t)=_L ¢
o) =75 r&e
Y swr, (a,b) = swrt, 22,28
cs s+

Zachovanie energie,
Detekcia singularit.

Reprezent8cia sign8lu pomocou spdhyti§l n§ch Kk
parametre ajb su spojiteD § s a ovebskavanga b. \5za vislosti od parametiai
SWT poskytuj ef rpekuvgenn® n & sroovzol 2 geni e.

Ak lasovo-f r ek v e n(ll(mlﬁa razrkemy® - aistred v bod& = (b, o) potom
Oap= @t @ Ua b= W/a Sw=(ato+ bola) ¥

Z hore uveden®ho vzSahu je zrejm§ dtlegit§g v
k on gt aid meriviste od parametravab.

-11-



Zékladné charakteristiky waveletowompaktna podpora, nulové momenty, regulasikaipta str. 15

Existencian o s.iUtawrety intervakka,bd nazyvamek o mp a k t riuhkcie (waveéletu) ak

danT wavel et m8 n ey len rawvd@&ont iotervale. iP@ whvelaetynbez
kompaktn®ho nosila sa zvykne wuv8dzato funkec
charakterizuj %%ca r | c helfoesktt&® vimbdh miko &gl majia) al e
i ba zamedmmdt® Grunk| n® hodnoty.

Pol et nul ov IKetyhmomenid e deiirmjemeakorn(k):ﬁ"y(t)dt. Pl atz, ge

Q(fe)kK kratdi f erenaprea Y 80Oh&€s8&8 dostatolne ¢l chl o,
momentov bude nulovych. Potom &) je na nejakomintervale polyndbmom max. H
stupRa, pr@putwavred eitlyom na tomto intervale
koeficientySWT (a, b)nulové.

Regularita (Daubechieova 1988) poskytuje mieru hladkosti funki§te Ak definujeme

regul arituj voblfaekivenp mtteo m jrprektoe platia k ® max i m8§

|F(w) [¢ c/(T+ | w[™)
Potomf(t) je r-1 krat spojited i f er enpoV &to8Od&r i v§ci a mi ge byt 6

EREINe g amI e e oA, skriptast. 4, ako vypolZ2tam hodno

Spektrum SWT sa zndzorfiuje vo forme tzv. Skalogramu (SCG) [32], [30], ¢o
Je vlastne Ista forma zobrazenla casovo-frekvencne] roviny s vynesenymi magnitu-
dami spektralnych koeficlentov. Frekvencna os je viak nahradena parametrom zmeny
mierky a, takZe lde o zobrazenie v tzv. TS (z angl. Time-scale) rovine. 12 v/ dosledku
posunu TF oklen waveletov v zavislostl od parametra a (pozrl obr. 1.6, vztah (1.9)) je
skalogram a TS rovina oproti spektrogramu a TF rovine ,hore nohami®. Ak prema-
pujeme suradnice (¢, a) na (t,w), stredy TS oklen by sa nam zobrazlll do stredov TF
oklen prislusnych waveletov,!®, Priklad skalogramu realneho signalu je na obr, 1.7.
Maximalne fluktuacie hodnot skalogram vykazuje pri take] hodnote parametra a, pri
ktore| sa stredna frekvencia f(t) zhoduje so strednou frekvenclou waveletov v, .
SPrepocet saradnic (f.a) na (t,w) je trivialny, treba si uvedomit, ze stradnici a = 1 zodpoveda w = wp.
L. j. stredna frekvencia zakladného waveletu. Nasledne staéi pouzit' (vztah 1.9) na posun ve frelvencii.

-12-



Waveletové rady a ramce
ake s Ao d s AR UE N eskriptastralé c i a SWT ? + vzorce

Redundanci a S Wia varkovanioesat br RotBrm hogorime avaveletovych
ramcoch (WF - Wavelet Frames) kt or ® st 81 et oh'Ad®u nlaythd t olad b
odstranime, hovorime waveletovych radoch (WR)

Gt andardn8 voOba wpepar&cwakadah Lpdr agmetaraveR r
(doteraz charakterizovana spojitym parametr@nje odteaz charakterizovandiskrétnym

parametronm. Parametebp ot r ebuj e me navzorkovaS tak, ab
pokrTvali cel Y | asov¥% o0s pri kagdej Yar ovoni
dostaneme v tvare:

a=a;, b =nh,a;’, m,nl Z ap>1, bp>0

Naj begnejgie sa nadbytol n o dyalickyme zorkevarémi.jt § c i e
voObp=u2,m= 1 vo vzor k Doasadenénd o mpredgkb8dzaj %ci c
dostavame:

a=2" b=n2" m,nl Z
mi¥r oveR r &pobuhg ersiea, n

Lo s% to waveletov® rady, vzorec na ich vipolet, ako
KedZze reprezentacia signalu spektrom SWT je vysoko nadbytocna (oba parametre a,

b st spojite), vynara sa otazka akda mmozina zo spektralnych koeficientov staci na

rekonstrukciu signalu. Odpovedou je, ze staci vhodne zvolena diskrétna mnozina ko-

eficientov, t. j. parametre a a b vzorkujeme. Potom hovorime o waveletovjch ramcoch

(WF — Wavelet Frames), ktore stale mozu byt nadbytocéné. Ak nadbytocnost’ odstra-

nime, hovorime o waveletovgjch radech (WR).

Pouzitim vztahu 1.9 dostaneme vyslednu vzorkovaciu mriezku v tvare:
a=ay, b=nbag, m,mneZ ag>1,bg>0. (1.20)

Pre 1/ () potom dostavame diskrétnu mnozinu funkcit:

Y (£) = ag 2 1 (an_mt - n.bg) . (1.21)

Dolezita otazka je, ¢i pre dané ag. by a {iy, .} existuje taka mnozina {-?,;Em,n}, ze
Yf(t) € L3R plati:
FH =33 dmnthmn (1) (1.22)

kde
o = (f (1) s Vmpn () m.neZ. (1.23)

Rekonstrukeia funkcie f(t) z koeficientov d,, ,, (nazyvanych waveletové koeficienty)

pomocou vztahu (1.22) je mozna a numericky stabilna. ak mnozina { ¢'m .} tvori ramec
v L2(R), t. j. ¥f (t) € L*(R) plati:

34>0.B>0:  A|f|* < [ dbmall* < B|£I1* - (1.24)

)

-13-



Ak sme nadbytocnost WF vhodnym vzorkovanim uplne odstranili, t. j. {{'mn} ne-
tvori ramec ale bazu v L*(R), hovorime o waveletovijch radoch (WR). Rozklad signalu
a jeho spatna rekonstrukeia pri WR ostava definovana vztahmi (1.22), (1.23) (ku kaz-
déemu WR existuje dualny rad, ktory rekonstrukein umoznuje). Plati:

T'['H.f[m. n) = dmn. (1.26)

Aky je rozdiel medzi WF a WR ? .
Waveleb v ® r § mc e ( WF) mtgu byS nadbyt ol|smd@endt Wav el
nadbyt.ol nosS

Lo je to dyadicky wavelet + vzorec

Naj begnejgie sa nadbyt ol n ody&lickymezarkevarén.jt § c i e
voObpu2, 3= 1 vo vzorkdosadn2mridegkpea.edchg8dzaj
dostavame:

a=2" b=n2" m,n Z
Pre posuny a zmeny mierky zékladného waveletu plati:

Yua®=22y (2 t-n)
Funkcie y . ,(t) potom nazyvameyadckeé wavelety.

Aky je zékladny rozdiel medzi ortogonalymi, biortogonalnymi a semiortogonalnymi wavelskrnp® str. 22

Wavel ety migeme podOa ortogonality v b8zact
skupiny:
1 Wavelet nazyvam€ ortonormalny, ak phti:
yiy’

a/j,k!yl,méz d(J' l)d(k_ m) j! k’I! ml Z
T. | du8l ny wavelet sa od 2z 8l}gednoBontnad, 3.9 i i b
Qnns % na seba ortogon8l ne rovnakinic hvatao o R@amiac h
1 Waveletpsil L%R) | Z sa nazyvasemiortogonalny(nazyvany aj prevavelet), ak
plati:

a/j,k’yl,méz aj-1)
t.j. Je zachovan8 ortogonalita | en medzi rtz

1 Par(y y)s p ORa p bidriogoralitykhovorime o biortogonalnych waveletoch),

ak mnogidaf{@dnH s% du8l ne b§zy,borogodakaj “ce prodm
Y Y 1m0=0(j- Nak- m jk,ILml Z

-14-



Anallza sign8luzhiaedt mvRovIim ro

Ako vyzera hierarchia priestorov pri MRA? ) N
Ci eOCoanalrlize vi acYr ov Rewxdngh MultiResbldtioneAnadlysy ( MR A
rozlogi S Oufft)o vRdo Bystamiu pierdichickygiod priestorowV, pril om
k adg z pod priestorovcharakterizuje rézne rychle zmeny v signale. Ab%/ sme to dosiahli
definujeme MRA ak@ o s t udp nuozsaSpodetiestardw ,, priestorul L“(R) pre ktoré
plati:

{3..EV,EV,EV,EV,EV,E.L*R

Y hor §iaproximacia | e p¥i a

Apr ox i ada |f re®paestornvBIRA, nakreslite avysvetlitep r ed totak.

reprezentama
_____ S|gnalu pri WR

9\@9 }@9 5@%\, V}@w O

reprezentacigignélu vstupdlskretnehmlgnalu prolekma spojitého signalu

pri DWT pri vipolte DPWT vipolte WR

Zn§zornenie hier amp)adf er apl pkodmacktddwcMRA 6 V
vyznalenlm vstupom a reprezent8ciou signs8lu
Désledok 1:

{ mn®=2"2/(2"t- n),ni Z} je bazoWn,
Désledok2:

{V mn®) =22y (2™t- n),nl Z} je baZoWNp,
Désledok3:

V= Vm+lA Wh+1

Apr oxi mal n $odpriestoov®¥ fpcchtioum m? geme skombinovan2zm
Vo={0} Ve={LAR)}
. Vi~ Vins1A Winsa
vyj @&dmwni $vare:
L2(R)=... AWLAWLA WoA WA W.....
N —
\
N, e’
Vo
Z predch8dzaj %cich vzSHbBav zjlepgue¢ “m@pr dpeai mal
vidka pridg§van2m diVilher ehbn®cls Uprsichhopm®@owyj ad
rovnir oz | 2 geni a.

-15-



ARGl mus TViTploitiuTwavieltetiovll ch radov + z§kl

d,,{ﬂ]‘ d,_,lfn} d )

) OO N N

i) e yn) ¢ . Lol cfn)
coody(ny

b NN TN NN

A | 1) MU N ) p - — L)y (n)
Rozklad(a) a rekongtrukcia(hb)

dyin)

koeficientov m
Pivo | t e wavel ezf@ ILER) rychlad algoritmom (RWTpostupujeme
nasledovne: 5
1. Zal neme s s(Pdodjpeoknoicow vz Sahu:
Cn(N) =28(1),/ 10 ()3
Vmmi geme pritom zvoli S tak, aby smgn) boli
aproxisiev atot atol nou resp. OubovoOnou presno
2. Pokralujeme rozkladmi v diskr®tnej obl asti
C...(nN) =4 h, (k- 2n)c. (k)
k
dm+1(n) = a gmr(k - 2n)cm(k)
k
| asto iba po geU.ani¥ 1/4roveR rozkl adu
Spatn¥% r esgignalugt) ¢ c ko auus) jz waveletovlich radov
s|l2tan2m z2skanlch detailov sign§8§Nu a pr2pad

&)=§ O+§ O+.+& OF ®

alebo najprv spatnou conekoomogetoruu kveziSoavh uk oef i ci e

Cm(n) = a. hmr(n - 2k)cm+1(k) + a. gmr(n - 2k)dm+1(k)

a pougit 2 nf)agVr bjxi m8ci e

®t neho

Ak maximalny poéet tirovni rozkladu dosiahneme, potom hovorime o tiplnom roz-
klade. Priklad takéhoto rozkladu pre pre N = 16 je znazorneny na obr. 1.18. Vy-
sledkom je reprezentacia v 4 diferenénych a jednom aproximacénom priestore. Aké
vlastnosti bude mat’ toto rozdelenie z hladiska frekvenc¢ného, je schématicky znazor-

nené?!

alym sme sa doteraz stretli pri WR (obr. 1.2b, obr. 1.10d, obr. 1.12).

-16-

na obr. 1.19. Vidime, Ze ide o analogicke delenie na pasma vo frekvencii, s



Vysledna reprezentacia U=log,(N)~4

(spektrum) g v — -
v, [e) | €= V,[ci] S S Vv
W, L] €= W, [aa] €| 2l |
W, ) | €——W, | a0 Vi
&= | C(n)
W, |dn) | € W, [dim)
Vo
+ Cu(n} N:16

/

Obr. 1.18. Rozklad signalu dizky N = 16 pri DWT a struktara vysledneho spektra

FPV, W, W, W, W,

! 0

|

I

T
16 2

=la ¢

®|a

Obr. 1.19. Schématicke znazornenie ¢asti frelkcvenéného spektra zodpovedajiice jednot-
livym podpriestorom pri rozklade signalu f(n) pomocou DWT so 4 aroviami rozliSenia.

sti oproti
Spektrum SWT sa znazornuje vo forme tzv. Skdlegramu (SCG) [32]. [30]. o
je vlastne ista forma zobrazenia ¢asovo-frekvencne] roviny s vynesenymi magniti-
dami spektralnych koeficlentov, Frekvenéna os je vSak nahradena parametrom zmeny
mierky a, takZe ide o zobrazenie v tzv. TS (z angl. Time-scale) rovine. 14 v dosledku
posunu TF okien waveletov v zavislostl od parametra a (pozrl obr. 1.6, vztah (1.9)) je
tkélogram a TS rovina oprotl spektrogramu a TF rovine ,hore nohami”. AK prema-
pujeme suradnice (t,a) na (t,w), stredy TS okien by sa nam zobrazili do stredov TF
okien prislusnych waveletov.15, Priklad skalogramu realneho signélu je na obr. 1.7.
Maximalne fluktuacle hodnot Skalogram vykazuje prl take] hodnote parametra a, pri
ktore| sa stredna frekvencia f(t] zhoduje so strednou frekvenciou waveletov vy, y.

YWY TS rovine mageme samozrejme definovat’ analagiu TF okna — TS okno.
B Prepoéet siradnic (f,a) na (t,w) je trividlny, treba st uvedomit, ze stradnici a = 1 zodpovedd w = wy.
t. j. stredna frelvencia zakladného waveletu. Nasledne staci pouzit’ (vztah 1.9) na posun vo frekvencii.

-17-



VA ANNANNN LY
\VARVAAVARVERAVERVERAVERVA

e b e ———— 4 SCG,

et ey L T e — -
-"-

Obr. 1.7. Skilogram funkcle f{t) = eos(t] prl pouziti waveletu ,Mexicky klobuk" z
obr. 1.6. V lave] ¢astl su zobrazené priklady waveletov (€larkovane) a rezy spekirom
SWT (bodkovane) na zodpovedajucich trovnlach rozliSenla. Pozn.: Skalogram Je na
krajoch deformovany kvoll ohranigeniu signalu prl vipoéte SWT programom Matlab

Nakreslite bazu Haarovej DWT pre danu dizku N.

PodOa Lubky:

s ] [ ]

[ ]

-18-



PodOa MaSka:

DOgka N znamen8, ge fuhkcia ide od bodu 0 po
Haar (0, 0) v O. kr oklkagmgon unmdkd en %= htbodhrios; ty pg e v
odmocnina 2 na nultu je 1). Potom rozdelim intervel polovicu dunkciu vdruhej polovici

preklopim. V1 . kroku z%gim funkciu na polovicu. F
Vznikna nulové body funkciu posuniem. \2 . kroku op2aS z¥%gim, vzr
sqrt(2)~2=2, popos¥baoh po vgetklTch nulovich

Priklad pre N=8:

haar(QO0) haar(Q1)

1 1

—¢—o oo o o o o

-1
haar(l,1) haar(,2)
20.5 20.5
_20.5 _20.5
haar@,1) haar@,2)
2 2
2 2
haar@,1) haar@,2)
2 2
2 -2 —
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medzi
e

ramec, resp. lubovolny ramec splnajuci (1.25). Pri waveletovych radoch mozeme na-
miesto ortogonalneho riesenia pouzit' riesenie biortogonalne (pozri cast’ 1.4.2) s dvomi
zakladnymi waveletmi U(z‘j a 1(t). Pri pomalom vypocte biortogonalnych WR rozkla-
dame signal pomocou ¥, , a skladame pomocou ¢, , (pozri vztahy (1.23) a (1.22)).
T. j. mame zakladny wavelet :(t) a jeho dual (¢) ku ktorym existujn funkcie mierky
w(t) a @(t) take, ze:

® MNOZINY {@mn(t)} a {Fma(t)} tvoria bazy pre podpriestory V,, resp. V,,

e mnoziny {¥ma(t)} a {ﬁm,n(t)} tvoria bazy pre podpriestory Wi resp. W.
V L%(R) potom existuji dve AVR s hierarchiami:
Ve CViC WOV TV (2.17)
VocWVicVoC ViV, ..., (2.18)

pricom plati ze W11 je sice doplnkom k V.4 v priestore }/m . ale nie je to ortogo-
nalny doplnok. Wm1 je namiesto toho ortogonalny doplnok k Vms1 v priestore Vi1,
Analogicky W,,.; je ortogonalny doplnok k V,,.; v priestore V,,,. Vzajomné vztahy me-
dzi podpriestormi sa daju geometricky znazornit’ analogwkyB k obr. 6.2b a obr. 6.3.
Relacie zmeny mierky mozeme vyjadrit’ vztahmi:

=V2 Y b ()@ (2t—n) @(t) =2 Z oy (1) @ (2t — 1) (2.19)
VD =V2Z Y G (n) @ (n=2t) ()= V2 Z Gmr () @ (n = 2t) . (2.20)
Vztahy pre rychlu implementaciu WR a DWT (porovnaj s (1.60)-(1.62)) st v tvare:
Cmt1 (n) = Z P (k= 2m) ey () At (n) = ng,, (k—2n) e, (k) (2.21)
Con (1) =3 T (10— 2K) € ( +ngr dpey (K). (2.22)
k

-20-



Druhy waveletov

Po z ndauBy waveletov ich zakladnechamkteristiky aoblastip o u g i t i a

Haarov wavelet — trivialny pripad waveletu s minimalnym nosicom. Nespojity
v case, symetricky, s nulovou regularitou, pravy opak Sinc waveletu (pozri ta-
bulku 1.1 a obr. 1.8), historicky najstarsi wavelet

Daubechieovej (Db) wavelety — ortogonalne wavelety, ktoré maju maximalny
pocet nulovych momentov pri danej dlzke filtra [18], oznacéuju sa ako maximalne

hladké
Battle-Lemarie wavelety — ortogonalizovane Spline wavelety

Coiflety — ortogonalne wavelety [23], ktorych navrh je zaloZeny na momentovych
vlastnostiach ¢, ¢/, Snazime sa nulovat' momenty waveletu a rovnako aj funkcie
mierky. Pre Coiflet L-teho radu plati

Symlety — ortogonalne wavelety, ktoré maju minimalnu asymetriu a maximalny
pocet nulovych momentov pri danej dlzke filtra [18]:

me(k)=0 my(k)=0 k=1,2,...,.L—1. (2.32)

-21-



Vlastnosti funkcie mierky a waveletov

-hm(n)ags( Nn) s¥% koeficientyo pdiel aztnaelnnu® rkoozel f2igceine na

l)aby mohl i byt 6 shin), tebanaby O ghid)zfoi zennakLiyN) &ola e
parna

2) h(n) ag(n) sanavzajomj e d n o um & [n)ég(n)iz ] ed nodagae)he®n i e
3) k danémuwvaveletu existujgedinafunkcia mierky (anaopak)

Vlastnosti matematicky (n&ito tie iste):

Hahm=v2 2 ghmhn- 2k)=dk) 3 &g(n=0

(strana36 veta.3)

Existencia nosiéa . Uzavrety interval (a, b) nazyvame kompaktng nosié funkcle
(waveletu), ak dany wavelet ma nenulové funkéné hodnoty len na danom in-
tervale. Pre wavelety bez kompaktného nosiéa sa zvykne uvadzat' funkcia zhora
ohrani¢ujuca funkéné hodnoty (t. j. charakterizujoca rychlost ich klesania). Pri-
padne sa uvadeza tzv. efektivny nosic¢ (a,b), mimo ktorého ma funkcia iba za-
nedbatelne malé funkéné hodnoty.'®

Mus 2 p ledujida8etan a s

Veta 2.3 Ak p(t) md kompaktnyg nosi¢ na intervale (0,N — 1) a p(t — k) st linedarnme
nezauvislé, potam hin) ma  kompaktng nosic* na 0 < n < N — 1. T. J. dizka postupnosti
hin) je N (pozriobr. 1.14).

siavisi ") 5 9V pri ortonormainych waveletoch 2 Ako je tospekre 7scipa s 57

- Ano suvisia:
g(n)=°(-1)"h(M - n) ‘G(V\I)‘ = ‘H (W+ Mp)‘, M je neparne
GOW” +[HW)|* =2
a h(mg(n- 2k)=0 IGW)||H (20 - W +|H(W)|G(20 - W|=0

zakiaané viastnosti) s 90 pri ortonormainych waveletochp 0 p2 s 2§ 2 hr b a

strana 36 87 -tabulka

-22-



zt abuOky si vyberte@ghnvl astnosti | en pre

Vlastnosti Pozmn.

w(t), lt) fn), gin) H(Q), G
o (t)dt = 1 Em’n:- = /2 H(0)= 2 veta 2. 1
t)g(t —k)dt =48 (k) thn Vhin—2k)=4d(k) [ |HQ)"+ H(Q+m)" =2|veta2.2
[t—R!n:Ep[,l:}:E Eh[@n._ghmnﬂu H{m =0
[ (t)dt =0 : Zg[n; =10 Go)=0

n
Jelt—kw{t—m)dt=0]gn)=x(-1)"h(M—n) | G(Q)=H(Q+Mnr)
H(Q+ G (=2
Shin)gn—2k)=0 H(O)G(2m — Q)+

n

+H(2r — )G =0

,ch._,c._,

Tabulka 2.1. Zakladné vlastnosti {t), @(t), kin), g(n), H()), G(02) a ich suvislostl
v rladkoch su ekvivialentné vlastnosti) pri ortogonalnych waveletovych systémoch. Vo
vztahoch plati, k,n € Z a M Je neparne.

 aby mohll byt splnené podmienky pre h(n), treba aby dizka h(n) (0znacme ju N)
bola parna

» Kk danému waveletu existuje jedina funkcia mierky (a naopak)
e h(n) a g(n) sa navzijom jednoznacne uréuju

e ak h(n) splna uvedene podmienky s11 zarudené iba zakladné vlastnosti ¢, ¢ (In-
tegrqutelhust ortonormalita, . .. ), pri¢om v, y moZu mat’ extrémne ner egul"arn}n
pripadne fraktalovy charakter

» regularita waveletu a k nemu naleziace] funkcle mierky je rovnaka (wavelet je
konetna linearna kombinacia (2t — n), pozrl vztah (1.52))

s prinavrhu k(n) s dlzkou N, ostava po splneni nutnych N/2 + 1 podmienock este
N/2 — 1 stupniov volnostl. Tieto mozeme vyuzit' tak, aby . v resp. h(n), g(n).
mall poZzadované vlastnostl, ako napr. Ist regularitu, aproximacné vlastnosti
atd. Nutnych V/2 + 1 podmienok je:

- 1. podmienka: 3~ h (n) = /2 kvoll existencll ¢
n

- N/2 podmienok kvoll ortonormalite

S h(n)a(n-2k)=68(k) k=0,1,...N/2-1. (2.3)
T
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—C pre
i

-Vychadzame d i | at munic {161 / (t) =v2 § h, (n) (2t - n)

[1.52] ¥ (t) =v2 & g (N)/ (2t - 1)

Tieto rovnicem® § ermied g il $neer, anpkpio Is 0 udp nbdusniSe v e Bigpevwnéms
body potom jepevnybodh O a d aieggnim. Iteracie 11 definovane:

J P =72 & e (ny © (2 - 1) ay (1) podia [1.52]

n=- ©

Uvedenyiterd ny postupsanazyvaaj kaskadovyalgoritmus(v| a)j e

E (k+D) (W) = % H . (%)F (k) (M/Z)

toto je vo frekvencii

F vzorec,

Strana 15 def momentu, -39 definicia Kregulariy amierky apod

Poéet nulovijch momentov. K-ty moment :(t) definujeme ako m (k) = [ t5u (t)dt.
Plati, Ze ak v/(t) Je K krat diferencovatelné a pre t — +oc Klesa dostatocéne rychlo,
potom prvych A — 1 momentov bude nulovych. Potom ak f(t) je na nejakom
intervale polynémom max. K —1 stupfia, pre wavelety v, 5 (t) s nositom na tomto
intervale budn prislusné waveletové koeficlenty SWT; (a,b) nulove, 17

Spojité k-te momenty , ¢ s definované:

m,, (k) = fw t* 5 (t)dt mﬂ-.{k}zfm tFu (t)dt . (2.9)

Diskrétne &-te momenty f(n), g(n) st definované:

pr (k)= n*h(n) pg (k)= n*g(n). (2.10)

Napriklad: H{Q) v tvare H((2) = (? — #)¥ ma v = 7 nulu K-teho radu.

Existencia bazy. Existuje také » = VY, Ze mnoZina {p(t —n), n € 2} je ortonor-
malnou bazou V,. Funkclu ¢ € V, nazyvame funkcia mierky.
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Z diskréetnych momentov uy, p, moZeme vypoéitat' spojité momenty pomocou:

b
1 k . .
my, (k) mi( I ),[Ih..f}mw[ﬂ—f;

=1

) = N (1) m (k — 1)
My L EAEEZ I Hglt)] Mg (R —1L).

I=0

Na zaclatku vypoctu sl treba uvedomit’ ze m, (0) = 1.

Potet nulovych momentov my (k) dava Informéciu o plochosti H({1) a hladkostl v,
Ktoré rasti priamo Gmerne. Okrem toho, ¢im viac waveletovych momentov je nulo-
vych, tym lepsiu aproximaciu ziskame pri projekell signalu f (1) € L2(R) do V..

Co najvacsi potet nulovich momentov m,, (k) Je dolezity vtedy, ak prl potiatocne]
aproximacil signalu f(t) € L*(R) vo V,, pouzljeme priamo vzorky f(t). Taklsto sa
zlepsuje aj symetria .

Dolezity koncept, ktory spaja momentove vliastnostl, diferencovatelnost, regularitu
a vlastnostl dilatacnych koeficlentov, je koncept tzv. K-reguldarnych filtrov. KIO filter s
impulzovou odpovedou A(n), ktora splita podmienky v tabulke 2.1 a generuje funkciu
mierky o(t) sa nazyva K-reguldarny vtedy, ak platia nasledovné ekvivalentné tvrdenia:

1. H(7) ma K-nasobni nulu v w=m

2. prvych K diskrétnych a) spojitych waveletovych momentov sa rovna nule, t. .
my (k) =0, py (k) =0pre k=0,1,..., (K — 1)

3. polynomické postupnostl stupna < (K — 1) mozu byt vyjadrené linearnou kom-
binaciou posunov ki)

4. polynémy stupfia < (K — 1) mézu byt vyjadrené linedarnou kombinaciou posunov
@,

K- regularny filter| ge to ?Aké ma zakladnevlastnosti ?skripta str. 41

~

Dl egitl koncept, ktorl sp8&8ja momentov® vl as
avl astnosti dil at al nT ckeregklarrgdtfiltrovi KOnfltessy , j e kon
i mpul zovouh(,d pkotvoerNeous pl na podmi enky v tabul 61
4(t) sa nazyva-regularnyvtedy, ak platia nasledovrmekvivalentndvrdenia:

1. H(¥) maK- nasobntnhuluv ¥ =~

2. prvychK diskrénych aj spojitych waveletovych momentov sa rovna nule, t. j.:

my(k) =0, &y(k) =0prek=0,1, ....(K - 1)

3. polynomiclké postupnosts t u@(Ral)m: gu byt d vyjadren® | in

kombinaciou posunovh(n)

4. pol yn Oyl mt g p Ryagrend linearnou kombinaciou posuriov

?
Ak Njed O dgikraah(n), potompolynémH(z) ma stupemN-1alL(z) s t u N-2R AbyL(z)
z a b e z pp;énienutoychN/2 podmienok pre ortogatitu, mus ma & 8 psotRu N/21R
Potom 1 OK ON/2. <-max reg.
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Vyjadrite sa kwaveletom achmo ¢ n o g i is &mespajitSsti \sigréle ajehoderivaciach
p 0o u g DbK vameletum? ¢ estpeo O adhel ti evknespagitosti prvychK - 1
derivaciach

Waveletym?! gsul g ia$ adviovy derivdtar.

Nechh(n) je K - regularnyfilter, generujucii(t) ay (t). Potom waveletove koeficienty
zodpovedajK-tej derivaciivyhladenej verzianalyzovanéhgignalu

(f (x)y (x- u)) =u{g* f}{u) kde &)=y * (W)(ju)*

Aké poznatemetddynavrhuortogoréinych waveletov ? Ickzékladneprincipypér vetami.
skripté str. 48

Typy navrhov:

- Ortogonalizacia (napr. Battleemarie wavelety)

- Parametrizaci&oeficientov mierky

- Spektralndaktorizaciai navrhwaveletovs K nulovymiwaveletovymi momentmi (Db.)
- Navrh waveletov liftingovou schémou

Parametrizacifioeficientov mierky
Jednoduchymy y u z $ tt @ paRodmwod (mh(n- 2k)=a(k) m* g emmeev r Bo v a $
n
zakl adne ortonor mal ne wa v edrtadrngalitu &zpysok € me nut n
mozeme ar ametri zovatb
- System 0. radu dlzkah(n)j e 2. Nema ziadne stupne vol 6

Podmienky su h(O) + h(l) =2 h(O)2 + h(;]_)2 -

Ri ese nhénbrﬁ{i/é/Z,x/E/Z}

-raduR T dlzkah(n)je2R+2 maRst upnov vol d6nost.i

izaciou zéskane riesenia maju zaruce
ov vsak mozeme dosiahnutodzl epsenie v
| Gubovol 6nym i nymystsemtnrogonal nym wavel

Par ametr.i
par ametr
dizke h(n)) S

Spektralna faktorizacia

Metody navrhu waveletovkkn u |l o v y mi mo me nt miK-regylamnych flty. u k o n ¢
Metoda na vypocet koeficientov mierky, ktore generuju ortogonalne waveletove sy#temy s
nulovymi momentmi waveletov.

NechH(q), DTFT postupnosth(n) s dizkouN maK nulv q=" aje v tvare:
(VV) \/_& (VV) potomH(q) splna podmienkt‘JL(\/\/)‘2 +|H (W+,0)‘2 =

vtedy alen vtedy ak‘L(VV)‘ Q(sinz(VV/Z))
1.1 1

Ak sin?(W/2)=- VA ZZ

potom musime najs{L(Z)‘2 =Q(2)
Ri esenie vzt obahw(@nriées kjaepmkitldow akionzacon e .
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B spline wavelety co je to, na co to je dobre ripta sir. 45

Splinefunkciestipol a s tpblynaenticke funkcielanéhos t u pRraulym prechodom

medzijednotlivymil| aaHnBB-SpIinefunkcie(jSM (t)s t u ld RiavoreneM-nasobnou
konvoluciobuUABo xfi funkci e

_l1 ti (09
B(t)—{o inde
B-spline funkcie sdiunkciami mierkyre B-spline wavelety 5

PomocouBs pl i ne funkci 2 m!geme tvoriS iba semior
waweletove systémy.

I 2 sal 2 gemiartogonalne hiortogonalne Bspline wavelety

Semiortogonalne wavelety tvoria neortogonalne &y, pr e kt ore pl at ée:
vm”" Wm Vm=Vm+l AWm+1
Pricom pre biortogonalndati

Vm:\7m Wm:VVm
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Autokorelacia aspektralna faktoriz acia
L. oplati pre nuly (redlnej) autokorelacnej funkcie zo sekvem@i®, skripté str. 50

- * je konjugéacia
1 ak zje nula P(z) potom nula je aj 1{z*
1 nuly savyskytujav dvojiciach {z,1/z*}
1 akh(n) jerealneaH(z) manulu v z potom nulyslaj v z*, 1/z a 1/z%

- Predpokladajmej @re daneP(z) h O a d \&/hmeujlceH(z). TakéH(z) nazyvamespektralnyfaktor

P(z) ametddujehoziskaniaspektralnouaktorizaciou.Spektralndaktory niesij e d no azimd leme®
ziskamech priradenimv ¢ dbg jednej nuly zlvojic nul.

Mo ¢ my8lednéH(z) majirovnaku magnitdovu charakteristiku, 2 ggiiba vdazove;j

charakteristikeD 1 | ej@ri it R minimainou fazoy kde privytvaraniH(z) p o u ¢ iija auge
anajednotkovejk r ugni ci

e
skriptéa str. 68

Predpokladajme vseobecné riesente spekiralne] faktortzacle P(z) v tvare:

Pizy=H(z)H(z) (3.61)

Nuloveé body P(z) oznacme z;.. Potom platia nasledovné pravidla pre vytvaranie spekiralnych fakto-
rov [14]:

1. aby H(z)a H{z) bolt prenosove funkete realnych filtrov musime = a 2 pouzit' v paroch
2. aby H{z)a H(z) boli prenosove funkcte filtrov s linedrnou jazou musime z; a 1/, pouzit’v paroch
3. Aby H{z)a H{z) mohll tvorit’ ortogonalne wavelety, musime zp a 1/zp pouzit’ oddelene.

Vidime, Ze pravidla 2 a 3 sa navzajom vylucuji, ckrem jedineho prientlku:

Symetricky ortogondalny KIO filter s prenosovou fundccion H (z), méze mat maximdalne 2 nenulove
koeficienty, pricom plati:

Hiz)= (1+2) /\.«’E N je nepérne (3.62)

Ako by ste navrhli ortogonalne wavelety pomocou spekt. Faktorizacie?

Veta 2.4 Nech H(0!), DTFT postupnosti hin) s dZkou N ma K ntl v = 7 aje v tvare;

i K
H(ﬂ):\,—"’ﬁ(“r: ) L) . (2.38)

Potom H (1) splria podmienku H (0)]* + |H (2 +7)|* = 2 vtedy a len vtedy. ak

L @) = @ (sin® (©/2)) , (2.39)
kde
el 5 (S R O
QM%=E:( ' )y +y R(1/2—y) (2.40)
k=0

a R(y) Je antisymetricky polynom taky, Ze Q@ (y) = 0 prey = {0, 1).

L
1 .

oy

11
sin?(/2) ~ "1 73
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Tym sa dostavame k tazisku metody a to je, ako najst’ L{z) prl danom @{z), ak plati:

IL(z)]* = Q(z). (2.42)

T. J. Pi£2) je redlna nezdpornd funkcia. Vyjadrenim v z-rovine dostaneme:
P(z)=H, (z-l) H(z), (2.45)

kde dolny index + znamend konjugaciu Koeficlentov, nie cele] funkele. Zo vztahu (2.45)
vidime, ze ak z; je nula P(z), potom nula je aj 1/z3, t. J. nuly sa vyskytut iba v dvoi-
iclach:

{2, 1/25}. (2.46)

Naviac, ak h(n) e realne a H(z) ma nulu v z,, potom nuly st a] v 27, 1/z;. 1/zf. Pre
zZobrazenie uvedenych zavislosti v z-rovine pozil obr. 2.10.

Predpokladajme, Ze pre dané P(z) hladame vyhovujuce H(z). Také H(z) nazyvame
spektralny faktor P(:) a metddu jeho ziskanla spektrdlnou faktorizdaciou [21],
[22]. Spektralne faktory nie s0 jednoznaéne uréené a ziskame ich priradenim vidy iba
jedne] nuly z dvojic nal (2.46) do H(z). Prepidme P (z) do tvaru [21]:

P =a T1((1-0e™) (- 4,9) 1j(( A (o)), @4n)

kde N, Je pocet parov nul na jednotkove] kruznici (plati |z,,| = 1) a Ny je polet pé-
rov nul mimo jednotkove] kruznice (pouzivame |z5,| < 1). Do H{z) priradime po jedne]
nule z kazdéeho z uvedenych parov. Mozné vysledng H(z) maju rovnakn magnitadovi
charakteristiku, lisla sa iba vo fazove] charakteristike. Déolezité je rieSenie s minimal-
nou fazou [7]. kde prl vytvarani H(z) pouZijeme iba nuly v a na jednotkove] kruZnici.
Potom:

N

(z) = V& H( —2a,27") ﬁ (1-2,271). (2.48)

k=1

Aby koeficlenty h{n) boll redlne, musia sa vybrané nuly vyskytovat' v komplexne
zdruzenych paroch. Tato podmienka je pri néavrhu ortogonalnych waveletovych systé-
mov zahrnuta vo vete 2.4, t. |. v tvare vstupného polynomu na faktorizaciu.

Doporulujem pozrieS si riegewkil prikl

Ako by ste navrhli biortogealne wavelety pomocou spekt. Faktorizacie?

Pri navrhu biortogenalnych spline(CDF} waveletov faktorizujeme P(z) tak, aby jeden faktor obsaho-
val tba nuly v 2 = —1 a nic iné, t.]. aby bol maximalne K-regularny:

N Mz
1 1+ z
H(z)=Hs, (2) =V z( = ) (%) (3.63)

M{2+1
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DWT v maticovom tvare.

C:'n+1 o Hlll 0 R T 1T Cm—l
( Dm—l )— ( Glll )C-'m C-‘m o { Hnl. C"m Dm+1

Jde Cy, resp. Dy, sa stipeove vektory (matice) :

Cm = (em (0}, (1), o) e (N l:':'T

fm

Do = (don (0) i (1)1 s iy (N — 1))7

N
h(O) R(1) hR(2) ... ... ... ... hi=1)
H, - h[‘—l) hFEI]I h{l) hFQ) No, (1.78)
hEz) h[:—lj h;‘n) hEl‘,l
2Nm
g g(1) g2 .. e e og(=1)
G- ‘ g{._lj g{:D) gFl} gFQ} N (1.79)
Q{:EJ g[;l) gEEI]I gEl)

Rozmery matic si: 2Ns t O pNyaiadkov, kde ¥ =2""No = No je dOgka vst

signalu co(n).

Obr. 1.18: Rozklad signalu dizky L = 16 prt DWT a strukiara vyslednéeho spekira

Vysledna reprezentacia U=log(N)=4
(spektrum) - = ~
e | €= V,[em) | 43
¥, [ty < w, [ ] ¢ || Y| 1
W, [din) | € W, [dy(m) v,
o= | c(n)
W, [di(n) < W, |din) v
< | o) >N=16
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Crg1 Hun T T Cooit
( Dm+1 ) ( Grr1+1 ) Cm Cm ( H1n+1 G1n+1 ) Dm+1 . (1?4]

kde C,, resp. D,,, su stlpcové vektory (matice) :

Cn (em (0),em (1), ..., cm (-Nm - ]-:':'T ; (1.75)
Do = (o (0) i (1) oo d (N = 17 (1.76)

velkost' vektorov je:
N = 27" Ny (1.77)
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Lo robi S pri DWT na kraji signs8lu
P r e hm@tadsskripta str. 76
periodickér o0 z g 2sigrédlo;i e

i zachovavartogonalitu

1 v n 8dgsignalubodyne spoijitosti

1 parnad O ¢sigraaluprik a § drazktade

symetrickér o0 z ¢ 2sigrédlo:i e

1 ksignalud O g\kpyiddvamegehozrkadlovyobraza titg dvojicunasledné
speriodifikujeme

f vstupnl sign&8l m:ge maS OubovoOn¥% dOgku

1 r oz g 2newenikajinv signié body nespoijitosti ale iba v jeho pragrivacii

1 neredudantnar epr ezent 8cia je mogn8, iba ak s¥ I
(biortogonalne systémy)

f bazové&unkcie v spojitom afliskréhom pripadestina okrajisignaluprelojerés p %S
s | 2 saminz®sebou

doplnenie nulami

- Doplneniesignalunulami na jeho okrajochjga j pr i a mpo | & gmoblgnp2 m
reprezentacid a s o 1 0 a n i sigedhu® h 8 alexyraznédiskontinuity na okajoch
singlu

Opatrenia: prestriedanm@vkov maticesignaly vynechanigrvéhoriadku. To jejednoduchy
pripadextrapoécie.

akeje tosymetrickerozgrenie ap r enbroe m? gpeomuegriiofogonalnych waveletoch
vi N pr e hiGaydmenmerti-cde.® r ozg2ren

wavelety na intervalgy r e Jlastnostispdsobv T p o skriptastr. 77 3
Probl ®m: Ak m8me diskr®hogmei pgoBtt asnbWhe| 1c
sa n8m bude veOkosS reprezent8cie postupne z

Existuje viaceo pristupovk i egeni u probl ®mu:
T periodick® rozg2renie sign
T symetrick® rozg2renie sign
1 doplnenie nulami @riama extrapolacia signalu (str. 76)

91 okrajové filtre (str. 77)

(str.

(str.

~N ~
SN

N N

81 u
81 u

Tieto spdsoby manipulacie so signalom vedspgjitym prpadom waveletovej analyzy na

nejakom intervale. T. j. okrem neovplyvnenych waveletdunkcii VAst r e d e fi i nt e
m8&me okrajov® funkci e, ktor ® n&zrﬁR).Akes@pria pr okt
tom zachované pbévodné vlastnosti ako ortogoralkho regularita, hovorimewaveletoch

na intervaloch.

Sptsob vipoltu:

Vo forme vakej sa vyskytujdv Ast r ede fi cihn tnelrgveakibskadovgnji s S
algoritmami. Pri krajoch, kde s¥% dilataln® rovnice vira
kor ekt ne itiminsekzaeftransformérie zospektra kde bude pr2sl ugr
koeficient jednotkovy astatné nulove.
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Banky filtrov

u(n) x(n) y(n) x(n) y(n) v(n)
h(n) @— ’/'/F&\“ g(n)
fr £ /M fy M f;

T

a) b)

Obr. 3. 1 Schématicke oznacente operacti v SRT a) decimactia b) interpolacia
decimacia je proces redukele vezorkovace| frekvencie celociselnym faktorom M. Najprv je signal u(k)
frekvencne obmedzeny antialiasingovm! pripadne idealym DP filirom s hranicou prepustania
g =w/M a 11111)111!01'011 charakteristikou hin) a potom je podvzorkovang. Vysledok po decimactt
1e:

yim) = Zh{"‘du Eyu (k) (3.3)
interpolacia je proces zvysenia taktovace] lrE‘k\TllE‘lE‘ stgnalu celociselnym faktorom M. Signal
x k) je najprv naduvzor kovanu a nasledne vyhladeny filtrom (napr. 1c1mlm’m DP s g =a/M1s

impulzovou charakteristikou gin) . V yslmiu}: signal po interpolactt je:

vin) =3 g(n— Mk (k) (3.4)
E

om VO

X4y X@)

=2 3Hdn In o
Y Neémdﬁec ubmzy Ne#iadlcs obrazy

WVaViiValbidhé ¢

UUZ:

Z() Fiis)) Qmmfnm?m
A7 7
x/2 o o 2 n

Obr. 3.4 Decimacia a interpolacia signalu pri M=2 ak signal X (1) je dostatotne a nedostatocne obme-
dzeny decimacnym filtrom. Pri nedostatocne obmedzenom signdle vznikne allasing, ktory nevieme bez
tluthlumm informacie eliminovat.

Vidime, Ze po decimacti a nasledne| interpolacii vieme bezehybne zrekonstruovat tba signal ktory bol
pred podvzorkovanim frekvencne ohraniceny po Qp = /M. Inac vzntka, ktory nevieme (ak nemame
k dispozicti dalsiu informaciu) odstranit. Cela situacia je zobrazena na Obr.3.4. Ako zrekonstruovat'
signal, ked nemame k dispozici ani idedlne filtre na jeho ohranitenie? Riesenim je Banka filtrov (BF).
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Vzorkovanie
spojittho signalu -

. P
Podveorkovanie,”
Faza A

H

ki Podvzorkovanie,”
f Fiza B

. Nadvzorkovanie 4

x#(1)

, T Xt
o] olae . o
x(n)

X(Q
{{ {{XW munl(}l
0 M M 3M 0T NET in 0
x'(n)
I > ()]
W MT, T
0 M M 3" 0 o
vin)
1 [Y'(e2)|
W MT, T
0 i 2 3o o 2ns 2w 0

Obr. 3.3, Vplyv podvzorkovania a nadvzorkovania s faktorom M
lasti. Vidime, Ze ak by signal pred podvzorkovanim nebol frelkvenéne ocbmedzeny mini-

malne na .-

4 vo frekvenénej ob-

m/4 dochadzalo by k zlievaniu obrazov spekira signalu — aliasingu.

Hore je zobrazeny aj prechod zo spojitej do diskréinej oblasti pomocou vzorkovania.

Plati €2

l yzal ng | as

wlyz, kde T,. je vzorkovacia periada.

S, é

Banka filtrov (BF) je sustava, v Ktore| filtre, pouzité v operaclach decimacie a In-
terpolacie, umozinuju signal rozlozit (tzv. analgza) na subpdsma a spétne zloZit (tzv.

syntéza).
vs.lup?jf F"{7) @ j:'
signal ﬁ, 2) Q j
X(z) : :
Fu() o(M—

e

Sast’ analyzy

Fi(z)

Fy(2)

G-9¢

Fh;l(z)

—)I(— Cast syniézy

|

vystupny
signal

X(2z)

Obr. 3.5. Vseobecna schéma M-pasmove| banky filtrov s kritickgm podvzorkovanim
(v kazdom péasme je pouzité podvzorkovanie faktorom M, t. |. celkovy pocet vzoriek

ostava stile rovnaky)

e Signal je rozdeleny filtrami pre analyzu F: na M d&asti (subpdsiem) a
nasledne podvzorkovany — analyza signdalu

e Signal zrekonstruujeme spitnym nadvzorkovanim tychto dvoch ¢asti.

interpolaciou filtrami pre syntézu £y nakoniec sé¢itanim — syntéza signdlu
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Aky signalaakosalap r eni es S pougbarRkny fiiblat (DPv |meszstr at
sign8l, |l o plat2z pre filtre, ¢€)

|l nt er pol ®R eh&akterone bkai mal DP aj pri rozklade (aby sa to vyhladilo).

h filtr
l'iasing pri synt®ze zr ucg
Str. 57 dolu aliasingu, str 60priklad jeho odstranenie
AK je vystupny signél identicky so vstupnym., potom hovorime, Ze BF mé vlastnost’
perfektnej (iplnej) rekonstrukceie. KedZe v BF pouZivané filtre nle su ldealne, vznika
pri analyze allasing. Ten je viak moZné v konecnom stcte pri syntéze eliminovat, ak

prenosove funkcle filtrov pre analyzu Fi.(z) a syntézu Fi(z) spliiaju 1sté podmienky
(pozrl dalsiu cast).

Akym sposobom sa allasing eliminuje? Zoberme si najjednoduchsi priklad, ktorym

Je Haarov wavelet (elementarny hrebefiovy filter). Na zaklade (1.54), (1.55) a (3.17)
méZeme v z-rovine pisat

H[E} = Hmr (*ﬂ:_l) = %

(3] |
[ |

(1+2) H(x)=H,,(2)=2 (1+::-1) (3.19)

]

3
G (2) = Gy (z—l) _Y (1-2z) G (2) = Cmr(2) = e (1 - z‘l) . (3.20)

2 2
Zodpovedajuce prenosove charakteristilty sn znazornené na obr, 3.9. Pokisme sa teraz

zistit, aky bude prenos signalu X (1) sustavou v bode X (a). Oznacme F({1) = H(Q).Z
toho vwyplyva:

H(Q)=F* Q) G(r/2+8)=F(n/256 GC*n/2+6)=F(r/2=54). (3.21)
Potom plati (overte si, Ze to tak skutotne je):

Po 1. filtracii | po pod- a nadvzorkovani | po 2. filtracil
DP vetva | X(a)F(a) + X(a)Fla)+ X [@)F*(b)] | 2F*(a) X (a)Fla) + X (a)F* ()]
HP vetva | X(a)F*(h) | X (a)F*(b) +X{bjF'ia:|| 1F*(b) [X(a)F(a) + X (a)F*(b)]

Po koneénom scitani bude visledkom:

X(a) = X (a) = [F* (a)F(a) + F* (5)F (8)] +X[b}% )P )+ FFE)] . (3.22)

prenosvslgnalu prenos guasingu

Prenos signalu bude jednotkovy, lebo plati |[F(a)* + |F(B)* = 2. pozri obr. 3.9. Aky je
prenos aliasingu lahko zistime jeho vyjadrenim v exponenciilnom tvare:

allasing = X(b)3 [|Fa|e—ﬂf~'e 2=8) 4 | Fyle—(m/240) |, |edlmi2=5) |pb|ef'iﬁ=’2—"1'] ~3.23)

1 . .
X(0)5 [|EalIFple™ + R Fle™] =0, (3.24)

t. j. dostall sme vysledok v stilade so vztahmi v tabulke 2.1. To, za akych podmienock
sa allasing eliminuje a banka filtrov dosahuje tplna rekonstrukclu je analyzované

v ¢astl 3.3.2. Najskor vsak objasnime pojem polpdasmouvy filter, ktory budeme pri
rieseni tychto podmienok potrebovat.

Z tohto vypllva ge musia plati S nasledovn® v

H(z)=Ho(z) H(z)=+"'G(-2)=H (::_1)

G(2)=F2"3 Vg (—z‘l) G2 =" H(-2) =G (::—1)
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siem v
Rovnomerné deleniepr epo| 2imasha 8.

daS 4 mal ® sopky:
[F (€] |Fy (€] F(Q)
[FE)] T [F(]  [Fua(D] [Fro(€] [F,(Q)]
| ' ' | i >
/M

2n Q)
Dufam, ze dyadicka, prepocitat na 8&da po pi/8 sa musi zmestit 8 kopcekov:

G(Q)[, [H(Q) MV, W, W, W,, W,

| =
I

O

/2 T

Obr. 4.12. M-pasmova DWT, schématickeé znazornenle casti frekvenéného speklitra
zodpovedajace jednotlivim podpriestorom v AVR pre M = 4

Pre istotu VT F rovine:

a) dvadicke wavelety
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—map 21t | el
rekongtrukci a?)
Xofz) . bP Yyz)
= C‘: : H
ey [1HE ! :)—>” 5—>{:)e- HOF 3
X.(z) - HP X
= Diz) Yafz)
> (G(z) %@L) : —)@—) G(z)

|<— Cast’ analyzy —>|Ffﬁ3f~5l}”?“é3y —>|

Obr. 3.7. Zakladna schéma dvo|pasmove| banky filtrov

AK je vystupny signal identicky so vstupnym, potom hovorime, Ze BF ma vlastnost’
perfektnej (iplnej) rekonstrukcie. KedZze v BF pouzivané filtre nie su idealne, venika
pri analyze aliasing. Ten je viak mozné v konetnom stcte pri syntéze ellminovat, ak

prenosové funkcle filtrov pre analyzu Fi(z) a syntézu Fi(z) spliiaja isté podmienky
(pozrl dalsiu cast).

Postacujtiice podmienky na tiplnu rekonstrukciu su:

1) eliminacia aliasingu R,(z)=0, ¥z

2) prenos je nanajvys oneskorenim R, (z)=2:7" /e Z

Polpasmovy filter je taky KIO filter enpulzovou charakteristikou p(n)penosovou
funkciou P(z), pre ktoré platia nasledovné podmienky:

s V z-Tovine

P(z) = F(z‘l) P(z)+P(-z)=2 (3.25)
e vo frelovencli
P (ejn) — P(E_jﬂ’) P (e?‘”) oy (eﬂ"ﬁmﬂ) =2 (3.26)
e V Case
p(n)=p(-n) pn)+(-1)"p(n)=26(n). (3.27)

Filtre v BF formuju polpasmovy filter nasledovne: 5
Cel kovl prenos sigtmagel u BF sa d8 vyjadri S v

Ry(z)=H(2)H(2)+G(2)G(2) Ral(z)=H(—2)H(z)+G(-2)G(2). (3.34)
kde R, je celkovy prenos sustavolRaaliasing.

Postaluj ace podmigeamlkukcna %pgdn¥% reko
« allasing musi byt eliminovany

Ra(z) =0 (3.35)
« prenos je konstantny, pricom je povolené oneskorenie signalu
RByz)=2="" leZ. (3.36)

-37-



Riesenim podmienky eliminacie allasingu (3.35) dostaneme rlesenle v tvare:
H(2)=1+e2™G(—2) G(2)=zez™H(-2), (3.37)
t. J. podmienky platia pre pary filtrov .do kriza®. Hladajme teraz riesenle podmienky

na prenos (3.36). Oznacme Py (z) = H(z)H(z) a pomocou riesenia (3.37) vyjadrime
podmienku (3.36) v zavislostl od Py (z):

Py (z) — Py (-2)(-1)™ =271, (3.38)

Normovanim (centrovanim) Py (z) pomocou P(z) = z'Py (z) dostavame vysledny tvar
podmienky na celkovy prenos sustavou:

P(z)+P(—z)(-1)™"+1 =2, (3.39)

kde
P(z)=ZH(z)H(z) P(—2)=7G()G(z). (3.40)

Rovnica 3.39 filtre v BF formuju polpasmovy filter.

na ako
te deform

podmienka: R4(z)=0, kde

Ro(z2)=H(-2)H(2)+G(-2)G(2)

Ak je vistupnl sign8l identickl so vstup
(perfektne))Anal yzuj me teraz bliggie za aklch podmi
k Yapl nej rPer keadnpgotkrl uakdcaij ime g e nenm@exigtujlude) idkalrep 0 z 2 ¢
DP a HP filtre. Filtr 8ci ami vgdy odstr 8nin
anadvzorkovan? sa spektr8 akur 8t zaplnia, t

oVvVa@al]l gi nouo v g akreangfilire, ktbré pbipdvpokavény iyt v 8r aj ¥4 v & | ¢
me n g 2 a Pad m@adviorkgvani signaly oboch vetvach zostanu zliate, t.j. drobna

deformacia signalueboch vetv8ch ostane aj po interpo
Vapl n¥a rekongtrukci u, t(arkméi,)coigadplrjie!nleona!blyomas
eliminovali. Filtre musia vytv8raS defor m8ci

|’
PRAVE TOO0OKO

- poradie
h(n) ﬂ.. ...H h(n)
e \ > [A<p 2(m)

pnr"idm
zmena poradia + striedanie znamienok

Obr. 3.10. Priklad impulzovych charakteristik filtrov a ich vzajomnych zavislosti v or-
togondalne/ BF s nulovym oneskorenim. Bodkou su oznacené koeficlenty pri n = 0.
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H[“} [ |bc | striedanie [ [-qf r-s]t | h(n)

g0 paF ] TN G e

Obr. 3.11. Priklad impulzovych charakteristik filtrov a ich vzajomnych zavislosti v bio-
rtogondiinej BF.

ortogordina:s t pbzna$S 1 f-ostatn® saGdég) vypol?ta$lS z
bi ortogon8l na: tr-eokd az nf®i Istar ed:aj ¥4 W(yp), 26 @) z

teti zal
nej ak® pr2kl ady.

M8 nul ov® o0nesk onekanzaled¢ a sfifyepke amalyz a syni§zuoboch

vetvsgch mag’ Yo i mpul zov® charakteri stfitrtkvy | asov
(vyn§sob e n®'Hdodtaneme kanzalm Boaeskorenim 2+
Filtre pre analyzu su ortogonalnenavzagjomja v ol i svoj2m p8rnym pos.|

Ak sW¥stavu zal ne met] H(@@)vHo®)ovysedkonojezansegan t ®zy,

anal yzayntetea| ae| | asti BF, t.j. vo vzSahoch ne
oznalenie du8l nosti
- e poradie o
h(n) alblc|d]| < » |d|c|b]a h(n)
— 8 ®_
g(n) d [-c|b |-a| __y Fa(bfc|d g(n)
poradie

zmena poradia + striedanie znamienok

Priklad impulzovych charakteristik filtrov v ortogonalnej FB s nulovym
oneskorenim. Bodkou sii oznacené koeficieny v n=0.

AK® s¥% vz8§jomn® vzSahy medzi filtrami v orto
je lasov® otolenie nutn®.

Preco su filtre H () = H (z7'), G(z) = G ('), na rozdlel od QMF filtrov, navzajom
tasovo ototené? Je to potrebneé, lebo inac by filtre v DP a HP vetve netvorill polpasmove
filtre (p(n) by nebolo symetricke) a Gplna rekonstrukcla by sa nedala doslahnut.

H(2)=Ho(2) H(z)==+2"1G(—2)=H (=)

G(2) = 7oAV (_2—1) G() =72 1H (=)= G (z—l)
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- pomdu,
h(n) afbledjs—> ‘ [d]c[b]a] 4\. h(n)
O S T PR / atm)

~— zmena poradia + striedanie znamienok

pore ldli,

Obr. 3.10. Priklad impulzovych charakteristik filtrov a ich vzajomnych zavislosti v or-
togonalnej BF s nulovym oneskorenim. Bodkou st oznaceneé Kkoeficienty pri n = 0.

nterpol 8§8c
h. Lo pr

vzorce na str. 65, 62 63, biorotogonalita:str, 63 biortogonalne riesenie.

MaticeG, A s % deci mal N®xa Nh&j “Hr Gz meterpol al n® n
X N.

Pre dvojpasmova banku filtrov podla obr. 3.7 sme analyzu a syntézu v banke filtrov
popisall vztahmi (3.15), (3.16). Cely postup méZeme prepisat’ v maticovom tvare ako
transformiciu, analogicky maticovému tvaru DWT v ¢astl (1.7):

X=T, 7=T.X, (3.48)

kde #, X, 7 su stlpcovée vektory vstupného, transformovaného, vystupného signalu
a T, T. s0 transformaéné matlce pre analyzu. resp. pre syntézu. Predpokladajme
koneénu dlizku vstupného signalu a kruhovia konvolaciu v BF. Potom 7, X, ¥,7,,7.

méZeme vyjadrit' v tvare:

= (z(0),z(1),...,z(N-1)F (3.49)
X =(e(0),e(l),...,e(N/2-1),d(0),d(1),...,d(N/2—1)7 (3.50)

(h(0) h(-1) ... ... ... k(1) \
R(1) R(O) R(-1) ... ...

)= R R(D) R(-1) (3.51)
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([ hoy P o i i)
h(l) R(=1) ... g(l) g(-1)
T.=(H G )= R (0) : 90 (3.52)
R(l) ... h{-1) 1 ... g(-1)
h(0) : : coglo)
\ hi(—1) : ... h(1) g(-1) .ogln)

Pri aiplne| rekonstrukell bez oneskorenia plati @ = X . Potom plati:

TyTs =1y =T,Ts.

Blortogonalne rieSenie umoznuje navrh dvojpasmovych bank filtrov s KIO filtrami s
linearnou fazou a roznymi dlzkami impulzove] charakteristiky filtrov pri analyze a

syntéze. Toto riesenie je limitované .iba* tym, aby filtre spifiall podmienku eliminécie
allasingu (3.37), ktora je zvytajne v tvare:

H(z)=z"G(-z2) G(z)=—-z2"H (-2 (3.45)
a podmienku konstanitného prenosu formulovant vztahmi (3.39), (3.40):
P(z)+ P(=z) (- =2,

kde ] ]
P(z)=2H(z)H(z) P(—2)=:C()CG(z).

Lige biortogon8lne riegenie znamensSs
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Banky filtrov, | as

trég6 | DWT pomo
Podmenky na %pln% rekongtrukciu v ortogonS8Il no
Tab.1.2. Analogicky m!geme kongtatova$S ge bi

podmi enkam v | ast.i 1.9. Uvedomme si, ¢ge na t
polS tWaAR a DWT musia matodo oba fi WeEpanaopakDP v et \
oba filtre v HP vetve jednunulup¥= 0. T8t o podmienka je nutns§,
vgak na hranici. To rlchlo zist2?me phbai viIpol
rozklad na jednej %rovni rozl2genia a pri vl
rozkl adaS koeficienty v DP | asti
c{n)
cn) & @{ d{n} :|_@ h ¢(n)

cm)=x(m)| k @{ _ - }@ h £tn
%N F 1 d —(2 g W

g H2) d,(n) M2+ g

Obr. 3.13: Prineip realizicle vipoétu diskrétne] (dyadicke]) waveletove] transformacte bankou filtrov.

| o?
Str 58. su to vztahy vyjadrujuce vztah medzi bankou filtr@X\AT

Vztahy su sl podobné uz na prvy pohlad. Prl podrobnejSom porovnani zistime,
Ze analyza a syntéza v dvo]pasmove] banke filtrov Je ekvivalentnd jednému stupiu
rozkladu a rekonstrukell signalu pri WR a DWT, ak plati:

h [H:I = hmr {—1‘1}! h ':.ﬂ} = h’mr [n:' ['3 1?.]

g 'll.ﬂ]' = @mr {_ﬂ} q [?1':! = fmr 'I\ﬂ]' . [3 18.]
T. J. prl analyze je treba pouZit’ asovo obratené postupnostl dualnych dilatacnych
koeficlentov. Potom buda vztahy matematicky ekvivalentné. To ale znamena Ze pod-

mienky na uplnn rekonstruketu v banke filtrov formulované v kontexte €SS musila
mat’ svo] elvivalent, formulovany v podmienkach pre waveletové systémy.

AT ieiozidiTelimed 2B RIS Ip iAol r ekongtrukec

Ak normouvany stcin prenasovgch _funkcti DP filtrov v dvgfpdsmouve]
BF tvorl prenosouvtl funkciu polpasmouvého filira a stdet m+ je
nepdrny, potan BF dosahuje tiplnt relkkonstrudeciis

P(2)+ P(—2)(-1)" "+ =2, (3.39)

kde
P(z)=2H(z)H(z) P(-2)=: G(2)G(2). (3.40)
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Mus2 plati S dtedaBFs$pmldmoenkakomgtrukciu

]

e

waveletmi |l ebo obe s¥% tvorene wavl et mi ukaal e
mus?2 byt splnen8 vyggie spom2nan8 podmienka.

Zmena reprezentacie signalu je zvacsa uskutoénena transformaciou.
Najbeziejsi sposobom rozkladu - diskrémna linedina transformdcia (DLT)
Najznamejsie prevedenia si:

e blokové transformdcie(BT) - pracuyju  so signdlom v davkach resp. po blokoch
neodstrafuji medziblokowi korelaciu a naviac vznika msivy "blokovy efekt"

e prelryvné ransformdcie(Lapped mrensforms)

» transformdcie pracujlice na principe viacureviiového rozliSenia signdlu.

Kazda DLT je ekvivalentna rozkladu v M-pasmove] BF, v ktorej éasovo reverzné impulzné odpovede
jednotlivych filtrov pre analyzu a syntézu odpovedaji jednotlivym bazovym vektorom DLT.

|M—p:]snmvj' rozklad signalu dizky L]
7

|M—p:]snmvé banky ﬁ]tmvl Hierarchické 2-pasmové FB

’—) (kaskadové zapojenie jednotlivich FB) <—‘

Oktavové delenie pasiem | | Nepravidelné delenie pasiem

GenLOT (M <L)
DWT WPT
LOT, GLBT (L=2M) | (M<lI+logl) M= L)

Implementacia Blokovvceh transformacii (BT) bankami filtrov

Rozdelme wvstupny signilu x(n) na neprekryvajice sa bloky {l’,g.{:??)} velkostt M (b je ¢&islo bloku).

Transformaciu % (%) pomocou transformaénej matice F velkosti MxM na bloky X,(n) zapiseme v
maticovom tvare ako:

X, =F5%,
kde X =(x(0). x5 (1)..... x5 (M —IDT, X =(X,(0.X,(D).... X, (M -1))" . Riadkové vektory matice F

oznaéme f: f =Gr(0},i{l:l i fyM-1)) kde r=01..M -1 je &islo riadku . Transformicin méZeme
implementovat’ nasledovnou M-pasmovou bankou filtrov, kde si impulzové charakteristiky jednotlivych
filtrov éasovo otoéené riadky transformacne] matice:

X,(0)

Plati: E,(M-n} .

v, (n)=7,(M —1=n)*x(n)

X,(r)=y,(M(b-1)) x(n) F(M-n) [ : X,(r)

FOXM-1)

Eoim Qi
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Pri systtmoch s roznym taktovd m j e | ast o vhodn® reprezentov
tzv. polyfazovymkomponentmiFilter s prenosovou funkciou H(z) a impulzovou 3
charakteristikou h(n) mtgeme rozlogi S na M p

>0
H ()= > h(k+Mn)=""  k=0,1,....M—1
n=—oo
Potom hovorime polyfazovejeprezentdciH ( z) pomocou j eh&@pol yf §8z
prenosovil funkciu z nich mozeme spaine zlozit' pomocou:

M-1
H(z)— > = FHR (M),
k=0

”u(z_-.'] H(z) IIU(Z] @_@ “(i] X(z) :J,M X, (z)
H'(z") lll(z]—)@—) z —)‘

L) Z;‘ ] _)®_>”:M-1(Z] L)Z(;‘ U_}'llm.l(zp.;] J lIML(-Z]%@—)ZE;‘ I;J

Obr. b.1: Polyvfazova reprezenticia prenosove] funketleH (2 ): a) rozklad na M polyfazovyeh kemponentov
Hi(z) D) spiatné zlozente prenosove] lunkele odpovedajtcee vetahu(EQ: POLY: ZLOZENIE) o) ekvivalent (b),
avsak v tvare, ked vynikd jeho dualita s rozkladom d) Tvar polyfazového rozkladu, ak cheeme pouzit’
iha oneskorenia(porovnal s (a))

vymi
kcie.

Polyfazove matice komponentyi str. 94,95. schema asi str.96yzorce pod tym

Pri systémoch s réznym taktovanim je ¢asto vhodneé reprezentovat filtre (ale aj signaly)
ich tzv. polyfdzovgmi zloZlkcami. Filter s prenosovou funkclou H(z) a Impulzovou cha-
rakteristikou h(r) moZeme rozlozit na M polyfazovych zloziek H*(z) pomocou vztahu:

o0
H*(2)= Y h(k+Mn)z™,  k=0]1,.,M-1, (5.1)

n=—0o0

resp. prenosovi funkeiu z nich mézeme spétne zloZit' pomocou:

M-1
H(z)=Y " (::M). (5.2)

k=0

Potom hovorime o pelyfazovej reprezentacii H{:) pomocou je] polyfazovych zloziek Hk(

2).
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Skisme pomocou polyfazového rozkladu zapisat' M-pasmovi banku filtrov (obr. 3.5).
Kazdu vetvu v analyzacne] ¢astl mdZeme reprezentovat’ pomocou obr. 5.2a2. Pre sig-
nély v jednotlivich vetvach po filtracll (X, (z)). platt:

=0 M 1M oM-1( M
Yy (2) Folz g Bole ) Bo oA :
]fl [f':l Flﬂ z_i'lrf Fll z.i'l-vf . Fiﬂ-f—l z."lr:{ 2,"_1 )
. = ) X . . . _.Y'i.:::' -
P . L R — (M1
Yar_1(z) B, (EM) Fly (EM) R Y s (z_n,-,.r) 2 (M-1)
_ B oMy ‘
= Fplz™)ZmX(z), (5.3)

kde F, |e polyfazova matica pre analyzu a FF(z) Je k-ta polyfazova zlozka r-teho
filtra pre analyzu. Tvar matice Zng vyplyva z reprezentécle na obr. 5.1d. Po decimacii,
moZeme slgnaly 15(z) na zaklade obr. 5.2a3 vyjadrit’ v jednotlivich vetvach pomocou
polyfazove] matice a polyfazovych zloZlek signalu X{z) takto:

Yo (2) Co 0 XO(z)
: =Fp 0 0 . ‘“D : (5.4)
Yu-1(z) D =1 ... 0 XM-1z)

Polyfazova matica pre syntézu F, ma rovnaky tvar ako F,, su v ne|] viak pouzité
polyfazove zlozky F, ;(z) filtrov pre syntézu. Celu banku filtrov mozeme pouzitim tohoto
pristupu prepisat’ do tvarov schématicky znazornenych na obr. 5.3. Z vlastnosti BF
vyplyva, Ze F, Je treba v syntéze pouzivat'v transponovanom tvare. Podmienku tplne|
rekonstrukcle potom moZeme formulovat v tvare:

Fpo(2)F) (2) =P(2)=1z' 1€ 2. (5.5)
Xi#)
7 im—;
2]
M= py
2]
c) ¢M—}

Matice s¥% zI| % en® pomocou podOa vzorca 5. 2.

dtena to
eje pri nasobei matic ¢é
Podla vztahu 5.13 retr.97
Invertovanim vztahu pre analyzu dostaneme:
- -1
X(z)=2Z(z) (Fp(2)) Y(2). ) (5.13) )
Teda sne vych8dzali ke szSadalhuopivedamael Ipze a

transponovand maticu.
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Vzorec pre analyzu:

v = (58) -

= Fo(2)Z(z)X(2), (5.9)

L 4

Porovnanim vztahov (5.11] a (5. 13) zistime, Ze pre tplni rekonstrukelu bez oneskore-
nia X (z) = X (2), treba aby platilo:

(i‘p {z))_l =FL(2). (5.14)

Fﬁwﬂit

Str.96. , veta 5.1
C(z) = He (2) Xe (2) + 27 Ho (2) X, (2)
AD(z) si ur |vidimlezopzorear i e m a

Y= Itf'z}[z
Y(z) = (g”):( (2)X (2)]_

é{z;x[z}e
PDpl n8 rekongtruki a:

Porovnanim vztahov (5.11) a (5. 13) zlstime, Ze pre uplni rekonstrukciu bez oneskore-
nia X (z) = X (z). treba aby platilo:
. n—1
(Fp{z)) =Fl(z). (5.14)
Plati nasledovna veta [17]:

Veta 5.1 Pre kriticky vzorkovant Banku filtrov s KIO filirami e tplna rekonstrudcia
moZnd viedy a len vtedy, ked' det (f‘P{r)) Je mononom,

Co je unitarna a paraunitarna matieariklady matic

Defnicia 5.1 na str. 97, priklady

Definicia 5.1 Matica F(z) je unitarna, ak sajef inverznd matica rovnd transponovane]
konfugovaneg] maticl {rozsfrenie ortonormality). Paraunitarita znamend, Ze matica F(z)
Je unitdrna pre vsetky |z| = 1.

Potom platt:
Fy(z)=F, (=) (5.19)

V trivialnom pripade, ked plati F, () = I, Je realizovana tzv. leniva“ waveletova trans-
formécla, ktora signal iba rozdeli na parne a neparne zloZky.

Pr2kl ady: ni el o podoblndasrak @asma t s tenbia9 &nyamltaehrkae
nenapada
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Trividlny pripad, ked F,( )=1 realizuje tzv. "lenivi" waveletovu transformaciu, ktord signal iba rozdeli
na parne a neparne zlozky.

S touto transformaciou sme sa uz stretli v ¢asti 5.1.1. Vstupny signal je pri nej iba
rozdeleny na parne a neparne zlozky, pricom charakter oboch zloziek signalu je rov-

naky. Rekonstrukeia je sice tplna, ale o nejakych vylepseniach v zmysle predikcie a
aktualizacie nemoze byt ani rec.

.. bp
S (Y
X(z) V27 T 12 Xiz)
__|B@|,, v EE
Ll —>_j¢2f;—> ELR —2{"?2/\% z —

Obr. 5.4. Polylazova reprezentiacia dvojpasmovej banky filtrov

. . ~ Ol 7
t.J. na uplnu rekonstrukein bez oneskorenia X(Z } =X(z ] treba: (Fp (: )]_ = Fp {—) .
Potom napr. pri dEt{F_:r{E )J =1 (determinant musi byt mononom. napr. 1 ) plati:
Ortogonalne riesenie FB dostaneme ak je matica fp (2) paraunitdrna, t.j:

[, =FI(:7),

Pozn.: matica je unitdrana, ak jej inverzn matica je rovnd transponovane] konjugovane] matici(rozéirenie
ortonormality). Paraunitarita znamend, ze matica H(z) je unitarna pre vietky |Z| =1

Potom plati
Fp{:z}z f-_n (—7_1)

V trivialnom pripade, ked plati F, (z) = L je realizovana tzv. leniva“ waveletova trans-
formacia, ktora signal iba rozdeli na parne a neparne zlozky.
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Komplementarne filtre

Filtre H(z) a Glz) nazyvame komplementdrne ak pri ich pouziti v analyzacnej resp. syntetizacnej casti
FB je mozné dosiahnut’ #plnit rekonstrukciu.
Vetal: Ked si komplementarne H(z) a G(z), potom sit komplementémne aj H(z) a G(z).

Veta2: K danému kauzalnemu FIR filtru (-) existuje komplementarny filter G(z) vtedy a len vtedy. ak
polyfazove komponenty #(z) su nesudelitelne.

Dékaz2: Nutna a postacujuica podmienka na tplni rekonstrukeiu FB je aby determinant ich polyfazovej
matice F,(z) bol mononém. Nesudelitelnost H,(z)a H,(z) je nutna. inac by sa ich spolocny faktor
vyskytoval v determinante. Postacujicost vyplyva s Euklidovho algoritmu:

Ak mame nestudelitel'ne polynémy arz) a b(z), potom a(z)p(z) +b(z)q(z)=c(z) ma jednoznacné
riesenie. Volbou e(z)=2" ziskané riesenie {p(z), q(z)} predstavuje polyfazoveé komponenty Glz).

F, mononom,
S

Na prenosove funkcie filtrov sa mozeme pozerat ako na Laurentove polynomy [40].
Prenosova funkcia H(z) KIO filtra s impulzovou charakteristikou h(k) je Laurentov
polyném dany ako:

H(z)=Y h{k)z"F, (6.4)

kde k; a k. si najmensie, resp. najvacsie ¢isla, pre Ktoré h (k) # 0. Stupen L {H (2)}
Laurentovho polynému je potom definovany ako:

L{H (2)} =k — k. (6.5)

Mononoém je polynom v tvare »¥. Ako klasicky polynom ma sice stupen p, avsak ako
Laurentov polynom ma stupen L {27} = 0. Plati:

e Podiel dvoch Laurentovych polynomov existuje, avsak nie je jednoznac¢ny: T. j.
nech A(z) a B(2) st Laurentove polynémy, pricom L{A(z)} > L{B(z)}. Potom
vzdy existuje Q(z) (kvocient) stupna L{Q (2)} = L{A(z)}—L{B(z)} a R(z) (zvy50Kk)
stupna L {R(z)} < L{B(z)} taky, ze plati:

A(z)=B(2)Q(2)+ R(2), (6.6)

tj.:
Q(z)=A(2)/B(z) R(z)=A(2) mod B(z). (6.7)

e Laurentove polynomy A(z) a B(z) nazyvame nestdeliteIné ak NSD (A (2),B(z)) =
2P (t. j. NSD je mononom).
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Ro z g 2 waweteiowa

Rozsirenie waveletov do viacerych rozmerov je tizko zviazané s Konceptom viacroz-
mernych bank filtrov [21]. Vo vieobecnostl moZeme viacrozmerné waveletove systémy
riesit bud priamym navrhom, alebo transformaciou z jednorozmerného (1D) pripadu.
Trividlne, separovatelné pripady viacrozmernych waveletov mazeme vy tvorit pomo-
cou tenzorového suéinu pouZitim 1D prototypov tymito sposobimi [8]:

¢ Standardny pripad — tenzorovym sucinom 1D bazovych funkell. Vysledna 2D
béza bude teda tvorena stcinmi ¢, , a ;. i,j,n € Z. Napr. prl potiatotne] trovni
rozlienlia 0 a pri U7 urovniach rozkladu bude vysledkom (7 + 1)* mnozin funkeli,
pomocou ktorych bude signal reprezentovany:

pun(z) * pun(y) Yin(T) % @1n(y) : r
R o b ) neZ, i,i=1...0. 4.8
P1n(2) X Yin(y) Winlz) = Yin(y) ’ .8
» Nestandardny pripad — tenzorovym suéinom analyz s viaciroviiovym rozlisenim
(AVR) [18]. V 2D pripade si potom bazove funkcle tvoreng zmenami mierky a
posunmi troch zakladnych waveletov vp(z, y), pu(x, y), ¥z, y) a funkcle mierky

ez, y):

wp(z,y) = plx)ely) Pp(z, y) = v(z)ely) 4.9)
wi(z,y) = @lx)v(y) Yz, y) = Piz)v(y). 4.10)

Prl standardnom rozklade najprv spravime tplna transtormaciu (t. j. vsetlky roz-
klady) v jednom smere (napr. v rladkoch) a nasledne tplnu transformaciu v druhom
smere (t. |. v stlpcoch).

Prl nestandardnom rozklade vykoname v jednom a nasledne aj druhom smere
iba jeden rozklad a potom tento postup opakujeme, ale iba v l'ave] horne] Stvrtine.
Priklad nestandardného rozkladu aplikovaného na obrazové data je znazorneny na
obr. 4.5. Prl praci s 2D signalmi sa ¢astejsle pouZiva nestandardny pripad, ktory ma
oprotl Standardnému viaceré vwwhody, ako napriklad rychle|3i vwpocet a efektivnejsiu
reprezentaciu,

Pri neseparovatelnych pripadoch viacrozmernych waveletov mozeme doslahnut'
visslu anizotroplu bazovich funkcli a tym aj lepsie zachytit’ lokalnu koncentraciu
energle v signali, pozrl obr. 4.6a. Cenou za neseparovatelnost systému je vy3si pocet
operacii pri transformacii. Transformacia sa obvykle riesi [41], [8] 2D filtraciou signalu
vzorkovaného pomocou neseparovatelne| vzorkovace] mriezky (v 2D pripade zvycéajne
tzv. Quincunx [17]). Prikladom neseparovatelnych filtrov vhodnych na 2D DWT su tzv.
Nevillove interpola¢neé filtre [41]. Priklady zdakladnych waveletov v separovatelnom a
neseparovatelnom systéme s znazornené na obr. 4.6a (Jednorozmerné ekvivalenty
dvoch z nich s1 znazornené na obr. 4.1). Akym spdsobom sa prejavi anizotropla v se-
parovatelnom systéme prl aproximacii obrazu je znézornené na obr. 4.6b.
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Obr. 4.4. Standardny a nestandardny rozklad 2D signalu pomocou separovatelnej 2D
DWT — vysledné tvary spektier a spésoby ich vypoétu

M pasmové waveletyrincip, popis relaciamedzi mierkami, viastnost

Koncept M-pasmovych waveletov predstavuje zovSeobecnenle systéemov dyadickych
waveletov. V AVR pri dyadickych waveletoch bola dilatacna rovnica pre funkciu mierky
dana vztahom (1.51). Je| M-pasmovym zovieobecnenim Je vztah:

pt)=VM 3 hme(n)p(Mt—n) MecZ M>2. (4.13)

n=—0o0

Co plati pre h,,,.(n), ak baza tvorena pomocou takychto (t) Je ortonormalna? Oznacme
fome (1) = h (n). Analogicky ako pri vlastnostiach ortonormalnych DWT plati [23]:

Y hin) = VM (4.14)
n
ShiMn+m) = 1/VM H(2rl/M)=0 1=0,1,...,.M —1(4.15)
n
Y h(n+Mm)h(n) = §(m) S h(n)=1 (4.186)
13 (L]
|H (W) + |H (w+2x/M)* + ...+ |H(w+27 (M —1)/M)*= M. (4.17)

Aka je situdcla so zodpovedajocimi waveletmi? Nemame jeden zakladny wavelet, ale
M — 1 zakladnych waveletov yy, (t) :

-
u()=vM ¥ gm)e(Mt-n) k=0,1,....,M -1, (4.18)
N=—00

Comu na kazde| urovni rozlisenla zodpoveda M — 1 diferenénych priestorov W, T. |.
pre AVR platt:
Vi = Va1 & W11 E Wiz &0 & W1 (4.19)

Vietky zakladné wavelety st ortogonalne k funkell mierky. t. |. :

f@{t—ﬂ}uu’lk[t—m)=ﬂ S h(n)gp(n—ME)=0 k=01 M-1. (420
T
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Co sme ziskali zovseobecnenim dyadickych waveletov na M -pasmové ?

e Stupne volnosti — je vela réznych ortogonalnych waveletov k danej funkcii
mierly

¢ Casovo-frekvenénnu rovinu mozeme delit’ linearne aj logaritmicky (pripadne kom-
binaciou oboch)

M-adické wavelety dostaneme, alk pri M -pasmouvtjch waveletoch
zvolime M — 1 waveletov rovnalkyjch. Vznikne ¢éisto logaritmickeé
delenie TF roviny vo frelkvencii pri nagjhustejsom deleni v case.

T Listo | ogar jeeknvalenin®l-adiokymevaveleton.j. mame iba jeden
wavelet (M1 waveletov je rovnakych)lsu st ej gou vzor kovacou mri

a) dyadické wavelety b) M-pasmové wavelety ¢) M-pasmové wavelety
(max. delenie vo frekvencii) (identické wavelety) =

M-adicke wavelety

Obr. 4.13. Porovnanie delenia TF roviny pri dyadickych a §tvorpasmovych waveletoch:
a) dvadické wavelety b) Stvorpasmové wavelety (3 rézne wavelety zaberajuice svojimi
posunmi rozne rekvenéné pasma) ¢) Stvorpasmovée wavelety a ich specialny pripad
4-adickée wavelety — vsetky 3 wavelety st rovnakeé, ziskali sme najlepsie rozlisenie
Vv case.

Prendsjetroht o d!l egit® iba p2smeno Acfi, zvygn®

Co plati pre h,., (). ak baza tvorena pomocou takychto ¢(t) je ortonormalna? Ozna¢me
hme (1) = h(n). Analogicky ako pri vlastnostiach ortonormalnych DWT plati [23]:

S hin) VM (4.14)

Z h(Mn +m) 1/vM H(2xl/M)=10 [=0,1,...,M —-1(4.15)

Z Fin+ Mm)h(n) 4 (m) Z hin)® =1 (4.16)
|H (w)|* + |H (w+ 20 /M)? + ...+ |H (w+27 (M = 1) /M)|?= M. (4.17)
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Priklad rozdelenia subpésiem pre 4-pasmova DWT
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Obr. 4.12. M-pasmova DWT, schématickeé znazornenie casti frekvenc¢ného spektra
zodpovedajuce jednotlivym podpriestorom v AVR pre M = 4
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Obr. 4.11. Realizacia M -pasmovej DWT bankami filtrov (schématické znazornenie ana-
lyzacnej casti) pre M = 4
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Obr. 4.12. M-pasmova DWT, schématické znazornenie

casti frekvencéneho spekira
zodpovedajuice jednotlivym podpriestorom v AVR pre M

4
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Fesl i S

MRA = AVR
Multiwavelety [36], [37], nazyvané aj R-wavelety su zovieobecnenim M-pasmovich
waveletov v tom zmysle, Ze sice mame v AVR jJednu hierarchiu aproximaénych pod-

Vypocet Multiwaveletovej transformacie, princip, viastosti.
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