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Hilbertove priestory a rozklady signálov 
Ļo je to (nevyģadujem presné matematické formulácie): 

 

VeŎkosŠ vektora, skriptá str. 118 

 
 

 

Priama suma podpiestorov, skriptá str. 118 

 
 

 

Ortogonálny doplnok, skriptá str. 118 

 
 

 

Priestor l2(Z), skriptá str. 119 

 
 

Priestor L2(R), skriptá str. 119 

 
 

Ortonormálna báza 
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Ļo sú biortogonálne resp.  duálne bázy, skriptá str. 119 ï 120 

 

 
 

 

Ortogonálna projekcia (priemet) vektora x do vektora s, skriptá str. 120 

 
 

 

VlastnosŠ postupnej aproxim§cie, skriptá str. 121 
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Rámec, tesný rámec, skriptá str. 123, 124 
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Ļasovo - frekvenļn§ analĨza a waveletov§ transform§cia 
 
Vlastnosti waveletov oproti Fourierovej transform§cii z hŎadiska ļasovo-frekvenļnej analĨzy, skriptá str. 8 ï 11; 

predn§ġka 1 (pred1.doc) ; predn§ġka 2 (02_pred2.doc) 

Reprezentácia signálov: 

¶ pozn§te reprezent§ciu sign§lov v ļase, vo frekvencii (FT) 

¶ wavelety umoģŔuj¼ flexibiln¼ a cielen¼ reprezent§ciu niekde medzi. 

 
 

Fourier t.: 
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Ļo je ļasovo - frekvenļn§ rovina, a ļasovo frekvenļn® okno, skriptá str. 8; predn§ġka 1 

 

 

¶ TF okno n§m hovor² o tom ak® drobn® detaily sme schopn² v sign§le sledovaŠ. 

¶ Hranice okna s¼ definovan® ñġtatistickyò, t.j. neznamen§ to, ģe mimo okna m§ signál 

nulové hodnoty 
 

 

Principialne - ako vyr§tame stred a veŎkosti str§n ļasovo - frekvenļneho okna ŎubovoŎnej funkcie a o ļom n§m 

to vypovedá 
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Ļo je princ²p neurļitosti, o ļom hovor², skriptá str. 11 

 

 
 

 

Ļo je to SWT?. Ako ju vypoļ²tame(vzorce), skriptá str. 12  

 

Spojitá waveletová transformácia (SWT) funkcie f (t) Í L
2
 (R) je definovaná ako zobrazenie 

L
2
 (R) Ÿ L

2
 (R) vzŠahom: 

ñ
¤

¤-

ðyà=y= )t(),t(fdt)t()t(f)b,a(SWT b,a

*

b,af  aÍR
+
, bÍR 

 

Expanzné funkcie  Ɋa,b(t) sú definované zo základného waveletu Ɋ(t) pomocou parametrov 

zmeny mierky a posunu a, b nasledovne: 

)
a

bt
(

a

1
)t(b,a

-
y=y   Ɋ(t)Í L

2
 (R) 

Vid²me, ģe reprezent§cia sign§lu pomocou spektr§lnych koeficientov SWT je znaļne 

nadbytoļn§ ï parametre a aj b sú spojité. V zá vislosti od parametra a SWT poskytuje pruģn® 

ļasovo-frekvenļn® rozl²ġenie. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 



- 11 - 

Pomocou akĨch dvoch oper§ci² su formovan® bazove funkcie(+vzorce) pri SWT? Ako a preļo bazove funkcie  

normalizujeme? 

 
 

 

 
 

 
Vlastnosti SWT ï redundancia, obsah ļasovo-frekvenļn®ho okna, predn§ġka 2 str. 13 

Linearita:    

VyplĨva priamo z linearity skal§rneho s¼ļinu 

Posun v ļase:    

() ( )0btftg -=  

Ý ( ) ( )0,, bbaSWTbaSWT fg -=   

Zmena mierky: 

 () ö
÷

õ
æ
ç

å
=

s

t
f

s
tg

1
 

Ý ( ) ö
÷

õ
æ
ç

å
=

s

b

s

a
SWTbaSWT fg ,,   

Zachovanie energie, 

Detekcia singularít. 

 

Reprezent§cia sign§lu pomocou spektr§lnych koeficientov SWT je znaļne nadbytoļn§ ï 

parametre a aj b sú spojité. D§ sa odstr§niŠ vzorkovaním a, b. V zá vislosti od parametra a ï

SWT poskytuje pruģn® ļasovo-frekvenļn® rozl²ġenie. 

 

Ak ļasovo - frekvenļn® okno Ɋ(t) má rozmery ůt, ůɤ a stred v bode S = (t0, ɤ0) potom 

ůabt=a.ůt  ůabɤ=ůɤ/a  Sab = (at0 + b, ɤ0/a) 

 

Z hore uveden®ho vzŠahu je zrejm§ d¹leģit§ vlastnosŠ waveletov, ģe obsah TF okna zost§va 

konġtantne 4 ůtůɤ nezávisle od parametrov a a b. 
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Základné charakteristiky waveletov ï kompaktná podpora, nulové momenty, regularita, skriptá str. 15 

 

Existencia nosiļa. Uzavretý interval ðà ba,  nazývame kompaktnĨ nosiļ funkcie (waveletu) ak 

danĨ wavelet m§ nenulov® funkļn® hodnoty len na danom intervale. Pre wavelety bez 

kompaktn®ho nosiļa sa zvykne uv§dzatô funkcia zhora ohraniļuj¼ca funkļn® hodnoty (t.j. 

charakterizuj¼ca rĨchlostô ich klesania) alebo tzv. efekt²vny nosiļ ðà ba, , mimo ktorého majú 

iba zanedbateŎne mal® funkļn® hodnoty. 

Poļet nulovĨch momentov. K-ty moment Ɋ(t) definujeme ako ñ= dtttkm k )()( y . Plat², ģe ak  

Ɋ(t) je K krát diferencovateŎn§ a pre tŸÑÐ kles§ dostatoļne rĨchlo, potom prvĨch K-1 

momentov bude nulových. Potom ak f(t) je na nejakom intervale polynómom max. K-1 

stupŔa, pre wavelety  Ɋa,b(t) s nosiļom na tomto intervale bud¼ pr²sluġn® waveletov® 

koeficienty SWTf (a, b) nulové. 

Regularita (Daubechieová 1988) poskytuje mieru hladkosti funkcie f(t). Ak definujeme 

regularitu vo frekvenļnej oblasti, potom je to tak® maxim§lne ļ²slo r pre ktoré platí: 

)||1/(|)(| 1++¢ rcF ww  

Potom f(t) je r-1 krát spojite diferencovateŎn§ priļom r-t§ deriv§cia m¹ģe bytô nespojit§ . 

 

 
Ġk§logram, ļo je to, na ļo je to, ako vypoļ²tam hodnoty v Ŕom ?, skriptá str. 14 
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Waveletové rady a rámce  
 
ako sa odstraŔuje redundancia SWT ? + vzorce, skriptá str. 16 

 

Redundancia SWT sa odstraŔuje na vzorkovaním a a b. Potom hovoríme o waveletových 

rámcoch (WF - Wavelet Frames), ktor® st§le m¹ģu bytô nadbytoļn®. Ak nadbytoļnosŠ 

odstránime, hovoríme o waveletových radoch (WR). 

Ġtandardn§ voŎba vzorkovania parametra a je maa 0=  s mÍZ a a0Í1. T.j. ¼roveŔ rozl²ġenia 

(doteraz charakterizovaná spojitým parametrom a) je odteraz charakterizovaná diskrétnym 

parametrom m. Parameter b potrebujeme  navzorkovaŠ tak, aby wavelety rovnako efekt²vne 

pokrĨvali cel¼ ļasov¼ os pri kaģdej ¼rovni rozl²ġenia. VĨsledn¼ vzorkovaciu mrieģku 

dostaneme v tvare: 
maa 0= , manbb 00= ,  m, nÍZ  a0>1, b0>0 

Najbeģnejġie sa nadbytoļnosŠ reprezent§cie SWT odstraŔuje dyadickým vzorkovaním, t.j 

voŎbou a0 = 2, b0 = 1 vo vzorkovacej mrieģke. Dosadením do predch§dzaj¼cich vzŠahov 

dostávame: 
ma 2=   mnb 2=  m, nÍZ 

m ï ¼roveŔ rozl²ġenia, n ï posun v ļase. 

 

 
Ļo s¼ to waveletov® rady, vzorec na ich vĨpoļet, ako vyzeraj¼ ich b§zov® funkcie a ako s¼ tvoren® + vzorce 
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Aký je rozdiel medzi WF a WR ? 

Waveletov® r§mce(WF) m¹ģu byŠ nadbytoļn®. Waveletove rady(WR) uģ maj¼ odstránenú 

nadbytoļnosŠ. 

 

 
Ļo je to dyadický wavelet + vzorec 

 

Najbeģnejġie sa nadbytoļnosŠ reprezent§cie SWT odstraŔuje dyadickým vzorkovaním, t.j 

voŎbou a0 = 2, b0 = 1 vo vzorkovacej mrieģke. Dosadn²m do predch§dzaj¼cich vzŠahov 

dostávame: 
ma 2=   mnb 2=  m,nÍZ 

Pre posuny a zmeny mierky základného waveletu platí: 

)2(2)( 2
, ntt m

m

nm -= -

-

yy  

Funkcie  )(, tnmy  potom nazývame dyadické wavelety. 

 

 
Aký je základný rozdiel medzi ortogonálymi, biortogonalnymi a semiortogonalnymi waveletmi ? skriptá str. 22 

 

Wavelety m¹ģeme podŎa ortogonality v b§zach ktor® generuj¼ rozdeliŠ na tri z§kladn® 

skupiny: 

¶ Wavelet nazývame Ɋ ortonormálny, ak platí: 
*~ yy¹  

)mk()lj(, m,lk,j -d-d=ðyyà  j, k, l, mÍZ 

T.j du§lny wavelet sa od z§kladn®ho l²ġi iba konjug§ciou a b§za {Ɋm,n} je ortonormálna, t.j. 

Ɋm,n s¼ na seba ortogon§lne rovnakĨch ¼rovniach rozl²ġenia a aj medzi r¹znymi ¼rovŔami. 

 

¶ Wavelet psiÍ L
2
(R) ÍZ sa nazýva semiortogonálny (nazývaný aj pre-wavelet), ak 

platí: 

)(, ,, ljmlkj -=ðà dyy  

t.j. je zachovan§ ortogonalita len medzi r¹znymi ¼rovŔami rozl²ġenia. 

 

¶ Pár )~,( yy spŌŔa podmienku biortogonality (hovoríme o biortogonálnych waveletoch), 

ak mnoģiny {Ɋm,n} a {Ɋ̼m,n} s¼ du§lne b§zy, spŌŔaj¼ce prodmienku biortogonality: 

)()(, ,, mkljmlkj --=ðà ddyy  j,k,l,mÍZ 
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AnalĨza sign§lu viac¼rovŔovĨm rozl²ġen²m  
 

Ako vyzerá hierarchia priestorov pri MRA? 

CieŎom pri analĨze viac¼rovŔovĨm rozl²ġen²m (MRA - z angl. MultiResolution Analysys) je 

rozloģiŠ ŎubovoŎnĨ sign§l f(t)Í L
2
(R) do systému hierarchických pod priestorov Wm, priļom 

kaģdý z pod priestorov charakterizuje rôzne rýchle zmeny v signále. Aby sme to dosiahli 

definujeme MRA ako postupnosŠô uzavretĨch pod priestorov Vm priestoru Í L
2
(R) pre ktoré 

platí: 

)(...}...0{ 2

21012 RLVVVVV ËËËËËË --  

Ŷ horġia aproximácia    lepġia Ÿ 

 

 

Aproximaļn® a diferenļn® priestory v MRA, nakreslite a vysvetlite preļo je to tak. 

 

 
 reprezentácia signálu  vstup diskrétneho signálu projekcia spojitého signálu 

 pri DWT pri vĨpoļte DWT pri vĨpoļte WR 

 

Zn§zornenie hierarchie aproximaļnĨch (Vm) a diferenļnĨch (Wm) pod priestorov v MRA s 

vyznaļenĨm vstupom a reprezent§ciou sign§lu pri WR a DWT. 

 

Dôsledok 1: 

}),2(2)({ 2/

, Znntt mm

nm Í-= -- jj  je bázou Vm. 

Dôsledok2: 

}),2(2)({ 2/

, Znntt mm

nm Í-= -- yy  je bázou Wm. 

Dôsledok3: 

Vm= Vm+1Ä Wm+1 

 

Aproximaļn¼ hierarchiu pod priestorov Vm potom m¹ģeme skombinovan²m vzŠahov  

VÐ={0}  V-Ð={L
2
(R)} 

Vm= Vm+1Ä Wm+1 

vyjadriŠô v tvare: 

L
2
(R)=... ÄW2ÄW1ÄW0ÄW-1ÄW-2... 

  

 V1 

  

 V0 

Z predch§dzaj¼cich vzŠahov je zrejm®, ģe priestorom Vm sa zlepġuj¼ aproximaļn® schopnosti 

vŅaka prid§van²m diferenļnĨch priestorov Wm, ktor® s¼ schopn® vyjadriŠ detaily na danej 

úrovni rozl²ġenia. 
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Algoritmus vĨpoļtu WaveletovĨch radov + z§kladne vzorce, obrazky 

 

 
Rozklad(a) a rekonġtrukcia(b) koeficientov mierky pri vĨpoļte WR a DWT 

 

Pri výpoļte waveletovĨch radov z f(t)Í L
2
(R) rýchlym algoritmom (RWT) postupujeme 

nasledovne: 

1. Zaļneme s projekciou s(t) do Vm pomocou vzŠahu: 

ðà= )(),()( , ttsnc nmm j  

Vm m¹ģeme pritom zvoliŠ tak, aby sme boli schopn² pomocou koeficientov cm(n) 

aproximovatô s(t) s dostatoļnou resp. ŎubovoŎnou presnosŠou. 

 

2. Pokraļujeme rozkladmi v diskr®tnej oblasti pomocou vztôahov: 

ä -=+

k

mmrm kcnkhnc )()2()(1  

ä -=+

k

mmrm kcnkgnd )()2()(1  

ļasto iba po ģelan¼ ¼roveŔ rozkladu U. 

Spªtn¼ rekonġtrukciu signálu s(t) (oznaļme ju )(Ĕts ) z waveletovĨch radov m¹ģeme z²skaŠ 

sļ²tan²m z²skanĨch detailov sign§lu a pr²padnej zbytkovej aproxim§cie v priestore VU 

)(Ĕ)(Ĕ...)(Ĕ)(Ĕ)(Ĕ
21

tststststs
UUmm VWWW +++=

++
 

alebo najprv spªtnou rekonġtrukciou koeficientov cm(n) pomocou vzŠahu: 

ä ä ++ -+-=
k k

mmrmmrm kdkngkcknhnc )()2()()2()( 11  

a pouģit²m aproxim§cie f(t) vo Vm, t.j.: 

 

 

Delenie spektra analyzovan®ho diskr®tneho signalu na subpasma, vysvetliŠ, nakresliŠ 
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Ġk§logram v DWT, vlastnosti oproti ġkálogramu pri SWT 
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Nakreslite bazu Haarovej DWT pre danu dlzku N. 

 

PodŎa Lubky: 

                  

0                 

                  

1                 

                  

                  

                  

2                 

                  

                  

                  

3                 

                  

                  

                  

4                 

                  

                  

                  

5                 

                  

                  

                  

6                 

                  

                  

                  

7                 
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PodŎa MaŠka: 

 

DŌģka N znamen§, ģe funkcia ide od bodu 0 po bod N-1. 

Haar(0,0) v 0. kroku m§ funkļn¼ hodnotu v kaģdom bode = 1 (vyplĨva to z toho, ģe 

odmocnina z 2 na nultú je 1). Potom rozdelím interval na polovicu a funkciu v druhej polovici 

preklopím. V 1. kroku z¼ģim funkciu na polovicu. Funkļn® hodnoty vzrast¼ na sqrt(2)^1. 

Vzniknú nulové body ï funkciu posuniem. V 2. kroku opªŠ z¼ģim, vzrastie amplit¼da na 

sqrt(2)^2=2, popos¼vam po vġetkĨch nulovĨch bodoch. 

 

Príklad pre N=8: 

 

 

 
  

 

 

2
0.5 

-1 

1 

haar(0,0) 

1 

haar(0,1) 

-2
0.5 

haar(1,1) 

2
0.5 

-2
0.5 

haar(1,2) 

2
 

-2
 

haar(2,1) 

2
 

-2
 

haar(2,2) 

2
 

-2
 

haar(3,1) 

2
 

-2
 

haar(3,2) 
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Ako vyzerajú hierarchie priestorov pri biortogonalnych waveletoch, ake su vztahy medzi 

podpriestormi +  vzorce 
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Druhy waveletov 
 

PoznaŠ druhy waveletov a ich základne charakteristiky a oblasti pouģitia 
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Vlastnosti funkcie mierky a waveletov 
 

Ļo sú to ()nhmra ? Pop²ġte 3 ich základne vlastnosti pre ortonormálne wavelety. 

- hmr(n) a gmr(n) s¼ koeficienty pre zmenu rozl²ġenia alebo dilataļn® koeficienty 

 

1) aby mohli bytô splnene podmienky pre h(n), treba aby dŌģka h(n) (oznaļme ju N) bola 

párna 

2) h(n) a g(n) sa navzájom jednoznaļne urļuj¼ (h(n) a g(n) ïzjednoduġen® oznaļenie) 

3) k danému waveletu existuje jediná funkcia mierky (a naopak) 

 

Vlastnosti matematicky (nie sú to tie iste): 

1) ä =
n

nh 2)(  2) ä =-
n

)()2()( kknhnh d   3) ä =
n

ng 0)(  

 

 

Kompaktna podpora ()tj  a 
()nh , co platí ? 

(strana36 veta 2.3) 

 
Mus² platiŠ nasledujúca veta: 

 
 

 

Súvisí 
()nh

 s 
()ng

 pri ortonormálnych waveletoch ? Ako je to v spektre ?, skriptá str. 37 

 

- Ano suvisia: 

 )()1()( nMhng n --°=    )()( pMHG +W=W , M je nepárne 

       2)()(
22
=W+W HG  

 ä =-
n

kngnh 0)2()(   0)2()()2()( =W-W+W-W pp GHHG  

 

 

Základné vlastnosti 
()nh  s 

()ng
 pri ortonormálnych waveletoch  - pop²saŠ z hruba 

strana 36 a 37.-tabulka 
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z tabuŎky si vyberte vlastnosti len pre h(n) a g(n). 
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Ako vypoļ²taŠ 
()tj

a 
()ty

 ak poznáme koeficienty pre zmenu mierky? + vzorec pre 

vĨpoļet v ļaġe aj frekvencii 

- Vychádzame z dilataļnĨch rovníc:  [1.51] ä
¤

-¤=

-=
n

mr ntnht )2()(2)( jj  

     [1.52] ä
¤

-¤=

-=
n

mr ntngt )2()(2)( jy  

Tieto rovnice m¹ģeme rieġiŠô iteraļne, priļom ak postupnosŠô bude konvergovaŠô k pevnému 

bodu, potom je pevný bod hŎadanĨm rieġením. Iterácie sú definovane: 

   ä
¤

-¤=

+ -=
n

k
mr

k ntnht )2()(2)( )()1( jj  a )(ty  podla [1.52] 

Uvedený iteraļný postup sa nazýva aj kaskádový algoritmus (v ļaġe) 

 

 

( ) ( )
222

1
)( )()1( www k

mr
k H F=F +

  

toto je vo frekvencii. 

 

 

Ļo s¼ spoj. / disk.nulove momenty + vzorec, vysvetliŠ na ļo s¼ dobre nulov® momenty 

waveletov a funkcii mierky 

Strana 15 def momentu, 39-41 definicia K regularity a mierky a pod 
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K- regulárny filter, ļo je to ? Aké má základne vlastnosti ?, skriptá str. 41 

D¹leģitĨ koncept, ktorĨ sp§ja momentov® vlastnosti, diferencovatelônostô, regularitu 

a vlastnosti dilataļnĨch koeficientov, je koncept tzv. K-regularnych filtrov. KIO filter s 

impulzovou odpoveŅou h(n), ktor§ splna podmienky v tabulôke 2.1 a generuje funkciu mierky 

ű(t) sa nazýva K-regulárny vtedy, ak platia nasledovne ekvivalentne tvrdenia: 

 1. H(ɤ) ma K- násobnú nulu v ɤ = ́  

 2. prvých K diskrétnych aj spojitých waveletovych momentov sa rovná nule, t. j.: 

 mɣ(k) = 0, ɛɣ(k) = 0 pre k = 0, 1, .... (K - 1) 

 3. polynomické postupnosti stupŔa Ò (K - 1) m¹ģu bytô vyjadren® line§rnou  

kombináciou   posunov h(n) 

 4. polyn·my stupŔa Ò (K - 1) m¹ģu bytô vyjadrené lineárnou kombináciou posunov ű. 

 

 

Aký max. K regulárny  m¹ģe byt ortogon§lny filter dŌģky N ? Preco ? 

Ak N je dŌģka filtra h(n), potom polynóm H(z) ma stupen N-1 a L(z) stupeŔ N-1-K. Aby L(z) 

zabezpeļilo splnenie nutných N/2 podmienok pre ortogonalitu, musí matô aspoŔ stupeŔ N/2-1. 

  Potom  1 Ò K Ò N/2.  <-max reg. 
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Vyjadrite sa k waveletom a ich moģnostiam zisŠovaŠ nespojitosti v signále a jeho deriváciách 

pouģit²m DbK waveletu m¹ģeme spoŎahlivo detekovatô nespojitosti v prvých K - 1 

deriváciách. 

Wavelety m¹ģu sl¼ģiŠô aj ako viacúrovŔový derivátor. 

Nech h(n) je K - regulárny filter, generujúci ű(t) a ɣ(t). Potom waveletove koeficienty 

zodpovedajú K-tej derivácii vyhladenej verzie analyzovaného signálu: 

 ()( ) { }()ufuxxf K *µ=- gy,  kde () ()( )Kjwwyw /*=G  

 

 

Aké poznáte metódy návrhu ortogonálnych waveletov ? Ich základne princípy pár vetami. 
skriptá str. 48 
Typy navrhov: 

- Ortogonalizacia (napr. Battle-Lemarie wavelety) 

- Parametrizácia koeficientov mierky 

- Spektrálna faktorizácia ï návrh waveletov s K nulovými waveletovymi momentmi (Db.) 

- Návrh waveletov liftingovou schémou 

 

Parametrizácia koeficientov mierky 

Jednoduchým vyuzitēm stupŔov voŎnosti v ()( ) ()ä =-
n

kknhnh d2  m¹ģeme navrhovaŠô 

zakladne ortonormalne wavelety. Splnēme nutne podmienky na ortonormalitu a zvysok 

mozeme parametrizovatô 

 - System 0. radu ï dlzka h(n) je 2. Nema ziadne stupne volônosti. 

   Podmienky su : () () 210 =+hh  () () 110
22
=+hh  

   Riesenēm je: (){ }22,22=nh  

- radu R ï dlzka h(n) je 2R + 2, ma R stupnov volônosti 

 

Parametrizaciou zēskane riesenia maju zarucenu iba minimalnu regularitu. Vhodnou volôbou  

parametrov vsak mozeme dosiahnutôzlepsenie vlastnostē, prēpadne ekvivalenciu (pri danej 

dlzke h(n)) s lôubovolônym inym ortogonalnym waveletovym systemom. 

 

Spektralna faktorizacia 

Metody navrhu waveletov s K nulovymi momentmi vyuzēvaju koncept K-regularnych filtrov. 

Metoda na vypocet koeficientov mierky, ktore generuju ortogonalne waveletove systemy s K 

nulovymi momentmi waveletov. 

 

Nech H(ɋ), DTFT postupnosti h(n) s dlzkou N ma K nu l v  ɋ=  ́ a je v tvare: 

() ()W
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å+
=W

W

L
e

H
i

2

1
2  potom H(ɋ) splna podmienku () ( ) 2

22
=+W+W pHL  

vtedy a len vtedy, ak: () ( )( )2sin22
W=W QL  

Ak ( ) 12 z
4

1

2

1
z

4

1
2sin --+-=W   

  potom musime najst () ()zQzL =
2

 

Riesenie vztôahu nie je jednoznacne. L(z) zēskame tzv. spektralnou faktorizaciou 

 



- 27 - 

B spline wavelety ï co je to, na co to je dobre ?, skriptá str. 45 

Spline funkcie sú po ļastiach polynomicke funkcie daného stupŔa s plynulým prechodom 

medzi jednotlivými ļasŠami. B-Spline funkcie űSM (t) stupŔa M sú tvorene M-nasobnou 

konvoluciou ĂBoxñ funkcie: 

  (){ )1,0(1
0
Í

=
t
indetB  

B-spline funkcie sú funkciami mierky pre B-spline wavelety 

Pomocou B-spline funkci² m¹ģeme tvoriŠ iba semiortogon§lne, resp. biortogon§lne 

waveletove systémy. 

 

 

Ļ²m sa l²ġia semiortogonalne a biortogonalne B-spline wavelety 

 

Semiortogonalne wavelety tvoria neortogonalne bazy Wm, pre ktore platē:  

     Vm  ̂Wm  Vm = Vm+1 ÄWm+1 

Pricom pre biortogonalne plati 

    Vm = V
~

m  Wm = W
~

m 
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Autokorelácia a spektrálna faktoriz ácia 
 

Ļo platí pre nuly (reálnej) autokorelacnej  funkcie zo sekvencie h(n)?, skriptá str. 50 
- * je konjugácia 

¶ ak zk je nula P(z) potom nula je aj 1/z*k   

¶ nuly sa vyskytujú v dvojiciach {zk,1/z*k}  

¶ ak h(n) je reálne a H(z) má nulu v zk potom nuly sú aj v z*k, 1/zk a 1/z*k 

 

 

Ļo sú jej spektrálne faktory a aké majú vlastnosti, ļo je to minimálna faza ? 
- Predpokladajme, ģe pre dane P(z) hŎad§me vyhovujúce H(z). Také H(z) nazývame spektrálny faktor 

P(z) a metódu jeho získania spektrálnou faktorizaciou. Spektrálne faktory nie sú jednoznaļne urļen® a 

získame ich priradením vģdy iba jednej nuly z dvojíc nul. 

Moģn® výsledné H(z) majú rovnakú magnitúdovu charakteristiku, l²ġia sa iba vo fázovej 

charakteristike. D¹leģit® je rieġenie s minimalnou fazou, kde pri vytváraní H(z) pouģijeme iba nuly v 

a na jednotkovej kruģnici. 
 

 

Aké sú vġeobecn® pravidla pri spektrálnej faktorizacii ?(reálne filtre, lin fáza, ortogonalne 

rieġenie) skriptá str. 68 

 
 

Ako by ste navrhli ortogonalne wavelety pomocou spekt. Faktorizacie? 
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Doporuļujem pozrieŠ si rieġenĨ priklad 2.1 zo skr²pt str. 51 alebo z cvik!!!   

 

 

Ako by ste navrhli biortogonalne wavelety pomocou spekt. Faktorizacie? 
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DWT v maticovom tvare. 
 

Ġtrukt¼ra a rozmery transformaļnĨch matíc pre analýzu a syntézu  v ortogonálnom a 

biortogonálnom prípade, skriptá str. 33  

 

 
 

Rozmery matíc sú: 2Nm stŌpcov a Nm riadkov, kde , No je dŌģka vstupn®ho 

signálu co(n). 

 

 

Uk§zaŠ, ako sa pomocou takých matíc rozloģ² signál na c(n) a d(n) a opªŠ zloģ²., skriptá str. 30 
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Ļo robiŠ pri DWT na kraji sign§lu: 
prehŎad metód, skriptá str. 76 

periodické rozġ²renie signálu: 

¶ zachováva ortogonalitu 

¶ vn§ġa do signálu body ne spojitosti 

¶ parná dŌģka signálu pri kaģdom rozklade 

 

symetrické rozġ²renie signálu: 

¶ k signálu dŌģky N pridávame jeho zrkadlový obraz a aģ túto dvojicu následné 

speriodifikujeme 

¶ vstupnĨ sign§l m¹ģe maŠ ŎubovoŎn¼ dŌģku 

¶ rozġ²ren²m nevznikajú v signále body nespojitosti ale iba v jeho prvej derivácii 

¶ neredundantná  reprezent§cia je moģn§, iba ak s¼ b§zov® funkcie symetrick® 

(biortogonálne systémy) 

¶ bazové funkcie v spojitom aj diskrétnom prípade sú na okraji signálu preloģené spªŠ  a 

sļ²tan® sami zo sebou 

 

doplnenie nulami 

- Doplnenie signálu nulami na jeho okrajoch je najpriamoļiarejġ²m rieġen²m problému 

reprezentácie  ļasovo ohraniļen®ho signálu. Vn§ġa ale výrazné diskontinuity na okrajoch 

singlu.  

Opatrenia: prestriedanie prvkov matice signálu, vynechanie prvého riadku. To je jednoduchý 

prípad extrapolácie. 

 

aké je to symetrické rozġ²renie a preļo ho nem¹ģeme pouģiŠ pri ortogonalnych waveletoch 

viŅ prehŎad met·d ï symetrick® rozġ²renie. 

 

 

wavelety na intervale, preļo, vlastnosti, spôsob vĨpoļtu, skriptá str. 77 

Probl®m: Ak m§me diskr®tny sign§l koneļnej dŌģky a chceme poļ²taŠ DWT (1.60, 1.61), tak 

sa n§m bude veŎkosŠ reprezent§cie postupne zvªļġovaŠ. Toto je neģiaduce. 

 

Existuje viacero prístupov k rieġeniu probl®mu:  

¶ periodick® rozġ²renie sign§lu (str. 74) 

¶ symetrick® rozġ²renie sign§lu (str. 75) 

¶ doplnenie nulami a priama extrapolácia signálu (str. 76) 

¶ okrajové filtre (str. 77) 

 

Tieto spôsoby manipulácie so signálom vedú k spojitým prípadom waveletovej analýzy na 

nejakom intervale. T. j. okrem neovplyvnených waveletov a funkcií v Ăstredeñ intervalu 

m§me okrajov® funkcie, ktor® n§m rieġia probl®m ohraniļenosti analĨzy v L
2
( R ). Ak sú pri 

tom zachované pôvodné vlastnosti ako ortogonalia alebo regularita, hovoríme o waveletoch 

na intervaloch. 

  

Sp¹sob vĨpoļtu: 

Vo forme v akej sa vyskytujú v Ăstredeñ intervalu ich m¹ģeme n§jsŠ kaskádovými 

algoritmami . Pri krajoch, kde s¼ dilataļn® rovnice vĨrazne ovplyvnen®, ich m¹ģeme 

korektne z²skaŠ pouģitím inverznej transformácie zo spektra, kde bude pr²sluġnĨ spektr§lny 

koeficient jednotkový a ostatné nulové. 
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Banky filtrov  
 

Ļo je to decim§cia a interpolácia, ich vzorce, vysvetliŠ ako funguj¼, naļo s¼ dobr®, schémy 

 

 

 

 

Decimacia a interpolacia, nakresliŠ, ļo sa deje zo signalom vo frekvencii a ļase, vysvetliŠ, 55. 
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Ļo je banka filtrov, nakresliŠ schému BF a pop²saŠ  jej ļasti, vysvetliŠ z§kladne pojmy ï 

subp§sma, analyzaļn§ ļasŠ,é 
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Aký signál a ako sa dá preniesŠ pouģit²m  iba DP ļasti banky filtrov bezstratovo? (ļo plat² pre 

sign§l, ļo plat² pre filtre, é) 

 

InterpolovaŠ treba s DP charakterom, ak si mal DP aj pri rozklade (aby sa to vyhladilo). 

 

Preļo vo BF vznik§ aliasing, pri akĨch filtroch vobec nevznik§ aliasing, ako je principi§lne 

moģn® uģ vzniknutĨ aliasing pri synt®ze zruġiŠ? 

Str. 57 dolu o aliasingu, str 60priklad jeho odstranenie 

 

 

 

 
Z tohto vyplĨva ģe musia platiŠ nasledovn® vzorce: 
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Nakreslite príklad (v závislosti od OMEGY) rovnomerného a dyadického delenia pásiem v 

Banke filtrov pre M=8 

Rovnomerné delenie - prepoļ²taŠ na 8 ï miesto ... daŠ 4 mal® sopky: 

 
Dufam, ze dyadicka, prepocitat na 8 ï teda po pi/8 sa musi zmestit 8 kopcekov: 

 
 

 

Pre istotu v TF rovine: 
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Nakreslite 2 p§smov¼ banku filtrov a pop²ġte (nie vzorce) podmienky na ¼pln¼ rekonġtrukciu 

(Ļo je ¼pln§ rekonġtrukcia?)  

 

 

 
 

 

Ļo je to polp§smovĨ filter? Pop²ġte ho v Z rovine a ļase. Ako formuj¼ filtre vo FB pol 

pásmové filtre? 

Polpásmový filter je taký KIO filter s impulzovou charakteristikou p(n) a prenosovou 

funkciou P(z), pre ktoré platia nasledovné podmienky: 

 

 
Filtre v BF formujú polpásmový filter z nasledovne: 

CelkovĨ prenos sign§lu BF sa d§ vyjadriŠ v tvare: 

 
kde Rp je celkový prenos sústavou a Ra aliasing. 

 

Postaļuj¼ce podmienky na ¼pln¼ rekonġtrukciu s¼: 
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Rovnica 3.39ï filtre v BF formujú polpásmový filter. 

 

 

Aká je podmienka eliminácie aliasingu vo 2 pásmovej FB ? (vzorec) Ak je splnená ako 

vlastne m¹ģe byŠ vĨstupnĨ sign§l eġte deformovanĨ ? Nakreslite príklad vo frekvencii. 

podmienka:   Ra(z)=0, kde  

 
 

Ak je vĨstupnĨ sign§l identickĨ so vstupnĨm, BF m§ vlastnosŠ ¼plnej rekonġtrukcie 

(perfektnej). Analyzujme teraz bliģġie za akĨch podmienok n§m v dvojp§smovej BF doch§dza 

k ¼plnej rekonġtrukcii. Predpokladajme, ģe m§me k dispoz²cii (re§lne neexistujúce) ideálne 

DP a HP filtre. Filtr§ciami vģdy odstr§nime nepotrebn¼ polovicu spektra a pri pod- 

a nadvzorkovan² sa spektr§ akur§t zaplnia, takģe nevznikaj¼ ģiadne probl®mov® situ§cie. 

òVªļġinouò vġak m§me k dispoz²cii reálne filtre, ktoré po podvzorkovaní vytv§raj¼ vªļġ² ļi 

menġ² aliasing. Po nadvzorkovaní signály v oboch vetvách zostanú zliate, t.j. drobná 

deformácia signálu v oboch vetv§ch ostane aj po interpolaļnom filtrovan². Ak m§ maŠ BF 

¼pln¼ rekonġtrukciu, tak poģadujeme, aby sa tieto deform§cie pri koneļnom s¼ļte navz§jom 

eliminovali. Filtre musia vytv§raŠ deform§cie vhodnĨm sp¹sobom, ktorĨ elimin§ciu zaruļuje. 

 

KoŎko filtrov  a ktor® staļ² poznaŠ v ortogonálnej / biortogonálnej banke filtrov aby sme 

vyr§tali ostatne? A PREĻO PRAVE TOōKO A PRAVE TIE ? 
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ortogonálna: staļ² poznaŠ 1 filter:    Ǧ (z) - ostatn® sa daj¼ vypoļ²taŠ z neho. 

biortogon§lna: treba 2 filtre:   H(z), Ǧ(z)  - ostatn® sa daj¼ vypoļ²taŠ z nich. 

 

 

Ak sú filtre pre analýzu a syntézu kauzálne/nekauzálne  ļo z toho vyplýva pre syntetizaļn® 

filtre a pre celkový prenos sústavou? Naļrtnite nejak® pr²klady. 

M§ nulov® oneskorenie avġak obsahuje nekauzálne ļasti - filtre pre analýzu a syntézu v oboch 

vetv§ch maj¼ impulzov® charakteristiky ļasovo obr§ten®. Oneskoren²m nekauz§lnych filtrov 

(vyn§soben²m ļlenom z
-(2l-+)

)dostaneme kauzálnu BF s oneskorením 2*l-1 

Filtre pre analýzu sú ortogonálne navzájom  a aj voļi svoj²m p§rnym posunom. 

 

Ak s¼stavu zaļneme navrhovaŠ od synt®zy, t.j. H(z)=Ho(z), výsledkom je zámena 

analyzaļnej a syntetizaļnej ļasti BF, t.j. vo vzŠahoch na vĨpoļet filtrov sa iba zmen² 

oznaļenie du§lnosti. 

 
 

Ak® s¼ vz§jomn® vzŠahy medzi filtrami v ortogon§lnej banke filtrov ? (nakreslite obr§zok). 

Vysvetlite preļo je ļasov® otoļenie nutn®. 
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Nap²ġte a pop²ġte matice vyjadruj¼ce decim§ciu a interpol§ciu vo FB. Uk§ģte ako sa 

pouģ²vaj¼ v transformaļnĨch maticiach. Ļo pre ne znamen§ podmienka biortogonality? 

vzorce na str. 65, 62  63, biorotogonalita:str, 63 biortogonalne riesenie. 

 

Matice Ǧ,Ǡ s¼ decimaļn® a maj¼ rozmery N x N/2. H,G interpolaļn® matice  s rozmermi N/2 

x N. 
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Ļiģe biortogon§lne rieġenie znamen§ moģnosŠ n§vrhu BF. 
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Banky filtrov, ļasŠ 2 
 

 

Realiz§cia vĨpoļtu dyadickej DWT a IDWT pomocou b§nk filtrov ï schéma, str.66 

Podmienky na ¼pln¼ rekonġtrukciu v ortogon§lnom rieġen² banky filtrov s¼ zahrnut® v 

Tab.1.2. Analogicky m¹ģeme konġtatovaŠ ģe biortogon§lne rieġenie banky filtrov vyhovuje 

podmienkam v ļasti 1.9. Uvedomme si, ģe na to, aby dvojp§smov® banky filtrov mohli 

poļ²taŠ WR a DWT musia matô oba filtre v DP vetve aspoŔ jednou nulu pri W = p a naopak 

oba filtre v HP vetve jednu nulu pri W = 0. T§to podmienka je nutn§, jej postaļuj¼costô je 

vġak na hranici. To rĨchlo zist²me pri vĨpoļte WR a DWT. Doteraz sme totiģ uvaģovali iba 

rozklad na jednej ¼rovni rozl²ġenia a pri vĨpoļte WR a DWT potrebujeme opakovane 

rozkladaŠ koeficienty v DP ļasti.  

 
 

 

Aký majú súvis hmra(n) a h(n) v analyzaļnej ļasti. Preļo?. 

Str 58. su to vztahy vyjadrujuce vztah medzi bankou filtrov a DWT 

 

 
 

 

AkĨ je rozdiel medzi BF s ¼plnou rekonġtrukciou a BF ktor® realizuj¼ wavelety? 
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Mus² platiŠ dan§ podmienka, a teda BF s ¼plnou rekonġtrukciu je podmnoģinou BF tvorenou 

waveletmi, lebo obe s¼ tvorene wavletmi ale nie vģdy sa d§ dosiahnuŠ ¼pln§ rekonġtrukcia, 

mus² byt splnen§ vyġġie spom²nan§ podmienka. 

 

 

DLT a ich implementácie bankami filtrov + základne vzorce 
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Ļo je polyfázový rozklad a polyfázove filtre,  preļo to robíme, základne obrázky (blokové 

diagramy) vzorce 

Pri systémoch s rôznym taktovan²m je ļasto vhodn® reprezentovaŠ filtre (ale aj sign§ly) ich 

tzv. polyfázovými komponentmi. Filter s prenosovou funkciou H(z) a impulzovou 

charakteristikou h(n) m¹ģeme rozloģiŠ na M polyf§zovĨch zloģiek Hk(z) pomocou vzŠahu: 

 
Potom hovoríme o polyfázovej reprezentácii H (z) pomocou jeho polyf§zoĨch zloģiek Hk(z). 

 

 

 
 

 

Polyfázová matice a ich komponenty, finalny tvar banky filtrov so zlucenymi polyfazovymi 

maticami. Ako su zlucene matice?Podmieka uplnej rekonstrukcie. 

Polyfazove matice a komponenty ï str. 94,95. schema asi str.96, a vzorce pod tym  

 

 

H
k
(

z).  
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Matice s¼ zl¼ļen® pomocou podŎa vzorca 5.2. 

 

 

Preco je polyfazova matica pre syntezu pouzita v transponovanom tvare ? Chodtena to 

logicky, co sa deje pri nasobei matic é 

Podla vztahu 5.13 na str.97  

 

 
Teda sne vych§dzali zo vzŠahu pre analĨzu a keŅ si to odvod²me pre synt®zu dostaneme 

transponovanú maticu. 
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Vzorec pre analýzu: 

 

 
 

 

2 pasmova BF v polyfazovom tvare. Matematicky popis C(z) a D(z), t.j. vzorce. Vysvetlit 

podmienku uplnej rekonstrukcie. 

Str.96. , veta 5.1 

 
A D(z) si urļ²me pozriem a vidímJ zo vzorca  

 
 

Đpln§ rekonġtrukia: 

 

  
 

 

Co je unitarna a paraunitarna matica, + priklady matic 

Defnícia 5.1 na str. 97,  príklady  

 

 
Pr²klady: nieļo podobne ako na str 96, konkr®tne s ļ²slami asi treba vymyslieŠ a niļ ma teraz 

nenapadáJ 
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Ļo je lenivá DWT, nakreslite jej BF 
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Komplementárne filtre, vlastnosti existencia 

 
 

 

Co je StupeŔ Laurentovho polyn·mu , mononom, podiel Laurentovych polynomov ï 

vlastnosti, nesudelitelnost 
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Rozġ²renia waveletov:  
  

separovateŎn§ 2D waveletova transformácia, druhy, spôsob vĨpoļtu, vlastnosti 
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M pásmové wavelety, princíp, popis, relácia medzi mierkami, vlastnosti 
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Casovo-frekvencne vlastnosti M-waveletov, Co su to M-adicke wavelety, priklad rozlozenia 

subpasiem a rozdelenia TF roviny pre dany stupen M 

 

 

¶ Ļisto logaritmick® delenie je ekvivalentné M-adickým waveletom, t.j. máme iba jeden 

wavelet (M-1 waveletov je rovnakých) s hustejġou vzorkovacou mrieģkou 

 

 

Pre nás je z tohto d¹leģit® iba p²smeno Ăcñ, zvyġn® som nechal iba pre porovnanie. 
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Príklad rozdelenia subpásiem pre 4-pasmovú DWT 

 
 

 

V com su M-wavelety lepsie ako ortogonalne wavelety, nakreslit banku filtrov, ktora pocita 

M-DWT 

¶ Stupne voŎnosti ï je veŎa r¹znych ortogonálnych waveletov k danej funkcii mierky 

¶ Ļasovo-frekvenļn¼ rovinu m¹ģeme deliŠ lineárne aj logaritmicky (mix oboch) 

¶ Ļisto logaritmick® delenie je ekvivalentné M-adickým waveletom, t.j. máme iba jeden 

wavelet (M-1 waveletov je rovnakých) s hustejġou vzorkovacou mrieģkou 
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V ļom sa l²ġia Multiwavelety od M-waveletov a od ortonormálnych waveletov, NakresliŠ 

hierarchie priestorov v MRA. 

 

MRA = AVR 

 

 

 

Vypocet Multiwaveletovej transformacie, princip, vlastosti.  

 

 

 
 

 


