Diskrétne ortogondlne transformacie 15

KAPITOLA 2

DISKRETNE ORTOGONALNE TRANSFORMACIE

2.1 JEDNOROZMERNA DISKRETNA ORTOGONALNA TRANSFORMACIA

Uvazujme aproximaciu diskrétnych signalov x(n - T), kde T je diskretiza¢na peridda s poctom
vzoriek N, podla niektorej diskrétnej ortogonalnej bazy funkcii V(n.T, k), kde k=0,1,..., N— 1. Potom
[18]

N=1
x(n-T) =X X(k)- V(n-T,k),
k=0

2.1
n=0,1,.N-1,

kde odnoty X(k), pre k=0,1,..,N—1 mdzeme povazovat za ortogonalnu transformdciu signalu
x(n - T). Skratene budeme pisat’

-1
X(k) = %NZO x(n) - Un, k), (2.2)
k=0,1,.,N—1.

Ked U(n, k) st prvky matice U a V(n, k) st prvky matice V, potom pre vektory

X7 = (X(0), X(1), ..., X(k), ..., X(N— 1))

a
x7 = (x(0),x(1), ..., x(n), ..., x(N— 1)),
plati
X=1-U-% 23
X=U-X, 2.3)
x=U"X, (2.4)

kde U*T =V je transponovana konjugovana matica U opisujica bazu ortogonalnych funkcii prislusne;j
transformacie.
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2.2 DVOJROZMERNA DISKRETNA ORTOGONALNA TRANSFORMACIA

Dvojrozmerna diskrétna ortogonalna transformacia dvojrozmernej postupnosti x(71,75)je defi-
novana [36]:

N1*1N2*1
X(/ﬂ,kz):N IN 2 2 x(ni,n) - Uni,na ki k),
1 °4V2 n1=0n,=0
(2.5)
kr=0,1,..,Ni—1,
k2=0,1,..,N.—1.
Spétna transformacia potom je
N]*lNz*l
x(ni,n2) =2 2 Xki,k2) - V(ni,na, ki, k),
k1=0 k=0
(2.6)
ny = 0, 1,...,N1 -1 ’
npy = O, 1,...,N2 -1.
Pre ortonormalnu bazu plati
kaZ Uni,na, ki, ka) - U (ji,j2, ki, ko) = 8(ni —ji,n2 —j2) ,
kzkz V(n15n25k15k2) : V*(jl,j2,k1,k2) = 8(”1 _j15n2 __]2) 5
22, Uni,na ki ko) - U (m1,maj,jo) = 8k = ji.ka = )
;; V(ni,na, ki, ka) - Vi(ni,na,ji,j2) =8(ki —ji, k2 —j2)
Ak je funkcia U(ny,na2, k1, k2) separovatel'na, tak ju mézeme vyjadrit’ ako sucin
Uni,ny, ki, kz) = Ulny, k) - Ulna, k) (2.7)

potom [36] mdzeme vzt'ah (2.6) rozdelit’ osobitne na transformaciu po stipcoch a na transformaciu po
riadkoch. Dalej

Nr—1
X(ni,k2) = NL 2 x(n1,n2)- Una, k) ,

ny=0
(2.8)
n =0, 1,...,N1 -1 ’
k=01, No—1,
1 Ni-1
Xk, k2) = N HIZ::O X(ni,k2) - Uni, k), 2.9)

ki=0,1,.,Ni—1,
kr=0,1,..,No—1.

Rovnako to plati aj pre spitnu transformaciu a separovanie jej transformaéného jadra
V(n1,nz,k1,k2).
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Ak x je dvojrozmernd diskrétna funkcia v tvare matice, potom pre dvojrozmernt diskrétnu orto-
gonalnu transforméciu plati

X:

L 1 wri? (2.10)
N1'N2U1XU2’

x=U;"X-U;, (2.11)

kde U, a U, su transforma¢né matice pre stipce a riadky a U}’ a U3’ su ich transponované konjugo-
r T - I3 .
vané tvary, U, je transponovand matica U,.

Tuto definiciu moézZeme prepisat’ do tvaru jednorozmernej diskrétnej ortogonalnej transformacie.
Nech X je vektor, zloZzeny z prvkov matice x a transforma¢na matica U je uréena maticami U; a U,
Kroneckerovym produktom

U=U,®U, . (2.12)

Potom pre dvojrozmernt diskrétnu ortogonalnu transformaciu matice x plati:

X = #U.g, (2.13)

A

x=U"T. (2.14)

V dalsom su len v kratkosti spomenuté najpouzivanejsie diskrétne ortogonalne transformacie v
jednorozmernej podobe. Vsetky (aZ na Hartleyho transforméciu) z nich maji v dvojrozmernej podobe
separovatelné transformacné jadro, preto ich dvojrozmerny vypocet je mozné robit’ v dvoch krokoch:
v prvom kroku jednorozmerné transformacie stipcovych vektorov obrazovej matice a v druhom kroku
ako jednorozmerné transformacie riadkovych vektorov vysledku prvej transformacie.

Nasledujtce dve transformacie su idealne diskrétne ortogonalne transformacie z hl'adiska schop-
nosti dekorelovat’ Statistické zavislosti vo vnutri nimi spracovavanych jednorozmernych alebo via-
crozmernych signalovych blokov. Prva z nich vyuziva pre tvorbu svojej diskrétnej ortogondlnej bazy
Statisticky popis spracovavanych blokov signalovych vzoriek. Druhd vychddza z deterministického
opisu, to znamena priamo z jedného spracovavaného bloku a jeho ¢iselného vyjadrenia.

2.3 HOTELLINGOVA TRANSFORMACIA

Je to transformacia diskrétneho signalu na postupnost’ dekorelovanych sekvenénych koeficientov
[39]. Casto sa v literatire nazyva ako Karhunenova - Loéveho transformécia, o je jej tvar pre spojité
signaly [19], alebo diskrétna Karhunenova - Loeveho transformdcia, ¢o je vlastne navrat zo spojitej
KLT k Hotellingovej transformacii [39], [36].

® Veta 2.1 Ak A je redlna symetricka matica, existuje taka linedrna transformacia s transfor-
macnou maticou U, Ze plati

U-AUT=D, (2.15)

kde D je diagondlna matica obsahujiica na hlavnej diagondle viastné cisla matice A a U7 je transpo-
novand transformacna matica U [39].
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Usporiadajme prvky dvojrozmerného pola x(n1,7,) s rozmerom N, x Nado vektora X; s dizkou
L =Nx N3, ato takto [132]:

i,‘ = (X[(O, 0),X,‘(0, 1), ...,X,‘(O,Nz - 1),X,‘(1,0), ...,X[(Nl - 1,N2 — 1)) .
Autokovarian¢na matica nahodného vektora x je vo vSeobecnosti definovana ako

C.=E{x-m,) - xX-m,)"}, (2.16)
kde
m, = E{x} 2.17)

je vektor strednej hodnoty, £ znamena stredn(i hodnotu.

Predchadzajuce vztahy mozeme aproximovat’ pomocou odhadov vypocitanych zo vzoriek obra-
zov, resp. im zodpovedajucich vektorov

ii_ (2.18)

(2.19)
kde P je pocet vektorov X;.

Nech u; su vlastné vektory a A; st im zodpovedajuce vlastné Cisla matice C,, i =1,2,...,L. Uspo-
riadajme vlastné Cisla A; podl'a velkosti A1 > A, > ... > A;. Z vlastnych vektorov matice C, zostrojme
LxL transformaéni maticu U tak, Ze prvok matice u; je j-ty prvok i-teho vlastného vektora. Novy
transformovany vektor X potom dostaneme ako

X=U-(x-m,). (2.20)
Kovarianéna matica vektora X je
Cy=E{(X-my) (X-my'}, 221
kde my sa rovna nulovému vektoru 0, pretoze plati
my = E{X} = E{U-X-m,)} =U-E{x}-U-m,=0. (2.22)

Substitaciou (2.20) a (2.22) do (2.21) ziskame vyjadrenie kovarian¢nej matice Cy pomocou
kovarian¢nej matice C,

Cx=E{(X-my) - (X-my)}=E{UX-m,)  (X—m,) .U}
=U.E{(x-m,) - (x—m,)".}.UT=U-C,-U” . (2.23)

Podl'a vety 2.1 plati, ze kovarianCna matica Cx je diagonalna matica, ktora na hlavnej diagonale
obsahuje vlastné Cisla matice C, a ostatné jej prvky st nulové. To znamena, Ze prvky vektora X st
dekorelované. Vlastné ¢islo A; sa rovna variancii i-teho prvku vektora X. Pretoze C, je realna syme-
trickd matica, je mozné najst’ jej ortonormalne vlastné vektory. Plati U™' =U”[39] a vektor X sa da re-
konstruovat’ z vektora X pomocou vztahu (2.20) [36]

x=UT-X+m,. (2.24)
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Ak obmedzime aproximaciu na K vlastnych vektorov matice C,, potom matica U bude
koreSpondovat’ s tymito vektormi a vektory X budii mat’ K zloziek. Nech

Xx =UL - X +m, (2.25)

reprezentuje vektor, ktory je aproximovany transformac¢nou maticou Ugvytvorenou z prvych K
vlastnych vektorov matice C,.
Potom stredna kvadraticka odchylka xx od X je

NiN> K

NN,
emsE = z} KJ—Z} N=2 A (2.26)
= J=

J=K+1

Z (2.26) vyplyva, Ze nulova stredné kvadraticka odchylka je v pripade, Ze K = L. To znamena, ze
aproximacia prebieha pomocou vsetkych vlastnych vektorov kovarian¢nej matice. Pretoze vlastné
¢isla matice C, monotonne klesaju, chyba je minimalizovana. Z toho vyplyva, Ze Hotellingova trans-
formacia je optimalnou z hl'adiska minimalnej strednej kvadratickej odchylky [19], [20], [36], [39].

Dalej uvadzané diskrétne ortogondlne transformécie st priblizenim ku Hotellingovej (diskrétnej
Karhunenovej - Loéveho) transformadcii, a preto aj ich produkt je principidlne rovnaky ako produkt
Hotellingovej transformécie. Transformaciam s produktom typu SVD [20] transformacie nie je veno-
vand pozornost’.

Hotellingova diskrétna ortogonalna transformacia ma jednu vyznamnu vlastnost’ - jej diskrétna
ortogonalna baza sa vytvara adaptivne podla Statistickych, ¢i numerickych vlastnosti jej predkla-
danych vektorov alebo matic. Vo vicsine pripadov sa vSak tieto vlastnosti len blizia k vlastnostiam,
ktoré spdsobuju tvorbu takej mnoziny bazovych funkcii, aby k prislusnej transformac¢nej matici mohol
byt vypracovany rychly algoritmus vypoctu frekvencného alebo sekvencného spektra. V praxi je preto
tato transformdcia pouzivana len pre kodovanie malych davok, ktorych koédovanie pomalou cestou
(nasobenim matic), je len o malo pomalSie, nez pri pouziti rychlych algoritmov (napr. do velkosti
N=4142)]).

2.3.1 SVD transformacia

SVD transformacia je dvojrozmerna unitarna transformacia, ktora spésobuje dekompoziciu obra-
zovej matice (rozklad na vlastné ¢isla). Je definovana [20],[70]

X=U,x-U;j, (2.27)
x=U;"-X-U, . (2.28)
Diagonalizacia riadkovej transformacie je

( | )

U,-[x"-x]-Uj =

0 N>—M
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U, [x"x]-U; =Dy, , (2.29)
kde D je diagonalna matica obsahujica na hlavnej diagonale vlastné ¢isla matice [x7-x].

Podobne
[ | )

U, -[x-x]-Uj =

U [xx"]U] =Dy, . (2.30)
Substitaciou (2.28) do (2.29) a (2.30) dostaneme
X=D}, . (2.31)

kde D;, je diagonalna matica, ktora obsahuje na hlavnej diagonale druhé odmocniny prvkov matice D.

in | )

0 M
Jar |
pD:=|
|
0 | 0 Ni-M
|
M No—M

Z predchadzajuceho vidno, ze konstrukcia SVD transformécie sice pripomina konstrukciu Hotel-
lingovej transformacie, ale vysledkom transformaéného procesu st len vlastné &isla matice [x7-x]
alebo [x-x”]. To znamen4, Ze uz v priamej aproximdacii matice rozmeru N1x N, je tato aproximovana
len poctom M ¢isel, Co je vysledok odlisny od ostatnych transformacnych produktov.

Dalej uvadzané diskrétne ortogonalne transformacie st priblizenim ku Hotellingovej (diskrétnej
Karhunenovej - Loéveho) transformadcii, a preto aj ich produkt je principialne rovnaky ako produkt
Hotellingovej transformacie. Transformaciam s produktom typu SVD transformacie d’alej nie je veno-
vana pozornost’.

Obidve uvedené diskrétne ortogonalne transformdacie maju jednu spolo¢nu vlastnost’ - ich
diskrétne ortogonalne bazy sa vytvaraji adaptivne podla Statistickych, ¢i numerickych vlastnosti im
predkladanych vektorov alebo matic. Vo vicSine pripadov sa vsak tieto vlastnosti len blizia k vlast-
nostiam, ktoré sposobuju tvorbu takej mnoziny bazovych funkcii, aby k prislusnej transformacnej
matici mohol byt vypracovany rychly algoritmus vypoctu frekvenéného alebo sekvencného spektra. V
praxi su preto tieto pouzivané len pre kddovanie malych blokov, ktorych kédovanie pomalou cestou
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(n&sobenim matic), je len o malo pomalSie, ako pri pouziti rychlych algoritmov (napr. do velkosti
N =4[42]).

2.4 GONIOMETRICKE TRANSFORMACIE

2.4.1 Diskrétna Fourierova transformacia (DFT)

DFT c¢iselnej postupnosti x(r) sa definuje vztahom [133], [36], [134], [64]

1 N-1 ‘
Xe(h) = 35 % xln) - W™

(2.32)
k=0,1,.,N-1,

kde W =exp (—j . %) je systém komplexnych bazovych funkcii (j = -1 ).

Inverzna DFT potom je
N-1
x(n) =2 Xp(k)- W,
k=0
(2.33)
n=0,1,. ., N-1.

Na obr. 2.1 a,b je znazorneny systém bazovych funkcii DFT pre ddvku N = 8.

2.4.2 Diskrétna Hartleyho transformacia (DHYT)

DHYT sa definuje vztahom [21]

N-1
Xpy(k) = % 2}) x(n) - cas (%{) ,
(2.34)
k=0,1,..,N-1,

kde cas (o) = cos (a) + sin ().

Na obr. 2.1 d je zndzorneny systém bazovych funkcii DHYT pre davku N = 8.
Inverzna DHYT je dana vztahom

x(n) =]§ Xiay(K) - cas (%‘) ,

(2.35)
n=01,.,N—1.

DHYT sa da 'ahko ziskat z DFT a naopak, a to [21], [20], [36], [39]

Xur(K) = Re{DFT[x(n)]} — Im{ DFT[x(n)1} , (2.36)
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Re{DFTx(n)]} = % - {DHYT[x(N - n)] + DHYT[x(n)]} ,
In{DFTLx(n)]} = 3 - {DHYTI(N - m)] - DHYTI()]}

Poznamka

Treba si uvedomit’, Ze na rozdiel od vSetkych v praci uvadzanych diskrétnych ortogonalnych transformacii dvojrozmerna
DHYT nema separovatelné jadro. Transformacia so separovatelnym dvojrozmernym Hartleyho transforma¢nym jadrom sa v
literatire nazyva diskrétna cas-cas transformacia.

2.4.3 Diskrétna kosinusova transformacia (DCT)

Podobne, ako predchadzajice transformacie, ju zavedieme podl'a [21].

K= 245 x(n)-cos| G,

2N
(2.37)
k=0,1,..,N-1.
Inverzna transformécia je definovana
N 2n+ Dk
x(n) =2 ciXen(k) - cos [%} ,
=0
(2.38)

n=0,1,...N-1,

kdeckzL prek=0acr=1prek=1,2,...N—-1.

7

Na obr. 2.1 ¢ je znazorneny systém bazovych funkcii DCT pre davku N = 8. Pre tiplnost’ su uve-
dené aj ostatné bazy DCT a na obr. 2.2 a,b aj bazové funkcie DCT I a DCT 1V, ktoré sa v aplikaciach
vyskytuju najcastejsie [135]:

Uci(n, k) = \/E|:Ckcn - coS (knTn)} , (2.39)
kkn=0,1,..,N,
n(k+d)m (2.40)
Ucu(n,k) = 2 { ¢, - cos ~ ,
n+ilk+i)n (2.41)
Ucav(n, k) = ﬁ cos ( 2)]E/ 2) ,

k,n=0,1,.,N-1,
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Obr. 2.1 Bazové funkcie diskrétnych ortogonalnych transformacii: DFT (a,b), DCT 1I (¢),DHYT (d)

2.4.4 Diskrétna sinusova transformacia (DST)

DST postupnosti x(n) sa definuje vztahom [96]

Xpsr(k) = —2— Nil x(n) - sin[(n"'l)(ﬂ} ’

N+1 5 (N+1)

(2.42)
k=0,1,..,N—1.
Inverzna transformacia je potom definovana
S . + D) (k+1
x(n) =2 Xpsr(k) - Sln[(n(N)(T)n} s

k=0

(2.43)

n=0,1,.,N-1.
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Obr. 2.2 Bazové funkcie diskrétnych ortogonalnych transformacii: DCT I (a), DCT IV (b),DST (c)

2.5 TRANSFORMACIE S PRAVOUHLYMI FUNKCIAMI

2.5.1 Walshove - Hadamardove transformacie (WHT, WPT, WST)

Podla [133] definujeme Walshovu - Hadamardovu transformaciu v Hadamardovom poradi
bazovych funkcii pomocou Walshovych funkcii v Hadamardovom usporiadani alebo podl'a Hadamar-
dovej matice [20], [39], [36]. Takto: pre N=2", kde r=1,2,3, ... systém bazovych funkcii Walsho-
vej-Hadamardovej diskrétnej ortogonalnej transformacie je opisany funkciou

i ViWj
Un(n,k) = (=D,

(2.44)
k=0,1,..,N—1,

n=0,1,..,.N-1
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r=1
pre k=2 w,2" tj. (K)pin = (W W,2.Wwi1Wo),

m=0

]
=2 V2™ tj. (M)pin = (Vi1 Vr2.V1V0),

.
m
kde wu, v, € {0,1}, st m-té bity v binarnej reprezentacii £, n.

(Pre jednoduchost’ ozna¢me tieto binarno-dekadické operacie v; = b;(n) aw; = b;(k) [21].) Bude
to d’alej vyhodné, pretoze takto oznaCena operadcia bude zavisla priamo od parametra v zatvorke.
Potom WHT postupnosti {x(n)}je

N-1
Xo(k) = 2 x(n) - Un(n, k)
n=0
(2.45)
k=0,1,..,N-1.
Spétna transformacia je
N-1
=2, Xwu(k) - Un(n, k
X(l’l) IE) WH( ) H(l’l, )5 (246)

n=0,1,.,N-1.

Baza Walshovych funkcii v Hadamardovom poradi (alebo tiez neusporiadané Hadamardove
transformac¢né jadro) ma bazu pre davku N = 8 znazornenu na obr. 2.3 a.
Tato baza sa da vytvorit’ jednoducho rekurentne. Pre N=2 plati

2.47
U(zl):(l 1}5 (2.47)
1 -1
pre iné N potom plati rekurentny vzt'ah
- - 2.48
U(2’)=(U(2,_1) ve) ] (2:48)
U@ U@ h

napr.

(1 1 1 1)

1 -1 1 -1
U4) = ,
11 -1-1
1 -1 -1 1

¢o je totozné so zapisom Kroneckerovho produktu
UR2H)=02)®uR"). (2.49)

Dalej je uvedena Walshova - Hadamardova transformacia v Paleyho poradi Walshovych funkecii,
¢o je v praxi Walshova-Hadamardova transformacia v Hadamardovom poradi bazovych funkcii, po
vykonani ktorej sa vysledok preusporiada tzv. dvojkovou inverziou (alebo tiez ¢asto nazyvanou ako
inverzia bitov). Aj ked’ tento postup sa moze zdat’ prevrateny, lebo prirodzenejsie je zaviest Walshovu
transforméciu v Paleyho poradi bazovych funkcii, pre vypocet je tento postup tiez vhodny. Imple-
mentacia rychleho algoritmu WHT je velmi jednoducha. Klasicky postup ziskavania Walshovej
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transformacie pomocou rychleho algoritmu diskrétnej Fourierovej transformécie ma rovnaky pocet
operacii ako algoritmus WHT a podobnu Struktiaru.
Walshova baza v Paleyho poradi funkcii je definovana takto:

r—1
Up(n, k) =] T (—=1)200br-) |
=0

(2.50)
k=0,1,..,N—1,

n=0,1,.,N-1.

Baza Hadamardovho jadra usporiadaného podl'a Paleyho je na obr. 2.3 b.

V literature sa Casto stretdvame s roznymi ndzvami pre Walshove- Hadamardove transformaécie,
a to prave vd’aka odlisnej konstrukcii transformacného algoritmu a ¢asovému rozdielu v ich defino-
vani (Hadamardova transformacia - 1893, Walshova transformacia - 1923). Za Hadamardovu trans-
formaciu sa totiz Casto poklada aj Walshova transformacia s vyslednym zoradenim sekvencii do
Paleyho poradia. Pratt [20] a iné literarne pramene pod nazvom Hadamardova transformacia uvadzaju
eSte jeden typ usporiadania Hadamardovych funkcii, a potom takuto transformaciu nazyvaja trans-
forméaciou s usporiadanym Hadamardovym transformacnym jadrom a transformécie s usporiadanim
vysledku podl'a Hadamarda ako Hadamardovu transforméciu s neusporiadanym transformacnym ja-
drom. Hadamardova transformdcia s usporiadanym Hadamardovym poradim bazovych funkcii
(nazyvana tiez transformaciou so sekvencénym usporiadanim Walshovych funkcii [20], [21]) ma trans-
formacné jadro definované takto:

i bj(n)p;(k)
Us(n, k) = (1)~ ,
2.51)
k=0,1,..,.N—-1,
n=0,1,...N-1,

kde po(k) = b1 (K), pr(K) = byor (k) + bya (k) p2(K) = bya(k) + by_3(K), .. pr1(K) = b1(K) + bo(K).

Baza usporiadaného Hadamardovho transformac¢ného jadra je ukazand na obr.2.3 c.

Gonzalez [39], [36], [29] rozdeluje Walshove a Hadamardove transformacie striktne podla
vypoctového algoritmu a z toho vyplyvajucej definicie, ale Paleyho poradie pouziva len pri definicii
Walshovej transformacie a nazyva ho Walshovym transformac¢nym jadrom. Pri Hadamardovej trans-
formacii tito moznost’ neuvazuje. Z citovanej zahrani¢nej literatiry hovoria o Paleyho poradi Ahmed
a Rao [22], Besslich [21] a Beauchamp [23], [26]. Niektor¢é literarne pramene dokonca uvadzaju tieto
transformécie pod ndzvom Hadamardova transformicia a poradie badzovych funkcii sa da vycitat
casto len z definicie [19]. V naSej literatire je vytvorené kompletné nazvoslovie poradi bazovych
funkecii tychto transformacii v [18], [136]. Ako sa ukazuje, v praxi je vel'mi dolezité, ktoré poradie
bazovych funkcii sa pouZije pre vypocet transformacie, preto je potrebné spravne zvolit' aj nazov
prislusnej bazy. Pretoze vysledok nezavisi od pouzitého algoritmu, zavisi od neho len jeho poradie, v
tejto ucebnici su pouzité pre tieto transformdacie nazvy podla prislusnych usporiadani bdzovych funk-
cii podla [18], [21], [136]. VSetky spolocne sa nazyvaju ako Walshove-Hadamardove transformécie a
vzdy je k tomu pridané, ¢i v Hadamardovom, v Paleyho alebo v sekvenénom usporiadani bazovych
funkecii. Takto st jednoznacne zavedené aj ich skratky - WHT, WPT a WST.
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2.5.2 Haarova transformacia ( HT )

Haarove bazové funkcie mézeme definovat’ [21], [136] tymito vztahmi:

UHAR(n, %) —1pren=0,1,.,N-1,

P
(ﬁ) prem%ﬁn<(m+%)2ﬁp
m) _ p
UHAR(”’Zerﬁ) - —(ﬁ) pre (m+%)2—1)f£n<(m+1)2ﬂp ’
0 inak

pre p=0,1,...am=0,1,...,27 - 1. (2.52)

Systém bazovych funkcii HT je pre davku N = 8 znazorneny na obr.2.3 d.

WHT WPT WST HT

rHHHE — — —

4 AR e ]
[
s 0 AC OO0 - AOF 0 0 _l
[ I R L
6 I I o I O o _l
[

LML LML UL 1

01234567 01234567 01234567 01234567

(a) (b) (c) (d)

Obr. 2.3 Bazové funkcie pre dizku N=8: WHT (a), WPT (b), WST (c), HT (d)
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2.6 SIKMA (SLANTOVA) TRANSFORMACIA ( ST, SPT, SHT)

Tato transformdcia sa v naSej literatire ¢asto nazyva poslovenc¢enym anglickym nazvom. Je defi-
novana [20] rekurentnou transforma¢nou maticou

(1 0 0 10 0 |
an by —ay by
1 0 1 ¥ 0 1 ¥, Sg 0
Sy=—" ) 2.53
AC T S R g 0 0 Sy (2.53)
by an by an
0 Iv_, 0 Iy,
kde Ig je jednotkovd matica rozmeru K xK,
N je dlzka transformovaného vektora,
Sg je transformacnd matica Sikmej transformacie pre rozmer vektora % ,
konstanty ay a by st uréené rekurentnymi vztahmi:
ay = 1 5
( ( ) N
by = Kl +4la N ) ,
ay = 2bNa.E~' .
alebo
)
axN = s
4N? -1
1
b= ( N2—1 ) 2
w=aNve1) (2.54)
matica

g oL ( Lol )
S I (2.55)
Takto definovana transforma¢na matica Sy je ortonormalna.

Sikma transformécia je jednoducho vypoéitatelna z Walshovej-Hadamardovej transformacie
[21], preto aj jej vysledok moze byt usporiadany podla toho, z vysledku akej zo skupiny Wal-
shovych-Hadamardovych transformacii bol ziskany. Preto budt d’alej podl'a toho aj oznacované ako
SPT, SHT a SST (prva ziskana prepocitanim koeficientov WPT, druhd WHT a tretia WST) a ST (v
poradi bazovych funkcii definovanych podla transformac¢nej matice Sy z definicie (2.53)). Systém
bazovych funkcii pre davku N = 8 je znadzorneny na obr. 2.4.
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Obr. 2.4 Bazové funkcie pre N=8: SPT (a), SST (b) ST (c)

2.7 DISKRETNE POLYNOMICKE TRANSFORMACIE

2.7.1 Binomicka Hermitova transformacia (BHT, MHT)

Binomické Hermitove transformdcie su diskrétnym doplnkom spojitych ortogonalnych Hermi-
2
tovych transformécii. Pre analdgova Hermitovu triedu derivaciou Gaussidnu e” 2 dostaneme [96]

1) = %{e‘ﬁ} —H)-e 7, (2.56)

Hea(®)+tH () +tH.1(t)=0,

HoH)=1, Hi(t) =—t, (2.57)

J o o -J HoOH,() - ¢ 5 dt = {27 115, . 058
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Pre Fourierovu transformaciu plati [50]

Fles|=\an -e%, (2.59)
d'X iy 2.60
o (o) Xe) . (2.60)

Pre Hermitovu transforméciu je takyto par

[9)

HD) e 5 < J2n (o) e 7. (2.61)

2
2
V diskrétnom tvare mézme pisat’ Binomické sekvencie

N (2.62)

So(n) = ( n
0 inak

j , 0<n<N

Pre dizku N plati priblizenie [102] DeMoivreovou - Laplaceovou vetou

(-
N —
(N)_, 2¥ (2.63)

Diskrétnu binomicktl Hermitovu triedu mézme potom generovat’ nasledujicou diferen¢nou rovnicou
[96]

fk(n)=V’( N;kj, k=0,1,...N, (2.64)

kde
Vfn) =fn) - fin—1).

N LS v k o) N
filn) = ( . ) ;0 (-2) [ ) j]'f,o = ( " ij(”)ﬁ (2.65)

kde n® je dopredny faktorial opisany vztahom (2.7-11)

Potom

20 = nn-1)..(n-v+1) , v>1
1 v=0 " (2.66)

Ked’ plati
Hmn)=H,k),0<k,n<N, (2.67)

potom

filn) _ Sh)

W o

Dalsie z triedy binomickych Hermitovych funkcii st generované [96]

fk+1(}’l) = —fk+1(}’l - 1) +fk(l’l) —fk(l’l— 1) , 0< }’l,kSN (269)
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so zaciato¢nou hodnotou
fi(-1)=0pre 0 <n, k<N

fo(n)Z(Nj-
n

V priestore Z transformacie z tejto rekurzie dostavame

a zaciato¢nou sekvenciou

_ o
Fi(2) = ﬁ Xj1(2) = % - Xo(2),

i N
Fo(z)=Z{(]Z)}=§O(]ZjZ"=(1+Z1) - (2.70)

Ide o Cislicovy filter na obr. 2.5.

kde

N N

1ezY [ 3 1i7' > — - —~ >

f0 (n) f1 (n) fN (n)

Obr. 2.5 Struktdra binomickej banky filtrov

Tento filter je generatorom binomickej Hermitovej triedy funkcii [96].
Hermitove a binomické Hermitove polynomy su ortogonalne na intervale (0, N) s reSpektom na
-1
vahovacie sekvencie ( N j a ( N j .
n n
Plati

é Hk(n)Hm(n)[;V ]:ﬁf"(”)f"'(”k 2 S

n=0 ( N j ( N j (271)
n n
Hermitovu a Binomicku transforma¢ni maticu vytvorime:
H= [H nk] s
F=[Ful, (2.72)

kde
an :Hk(n) aFnk :Fk(n) .

Matica H je realna a symetrick4, riadky a stipce F st ortogonalne:

H=H"
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F2 =2y

Binomicky Hermitov filter ma linearnu fazu. Z (2.70) m6Zme napisat’

Fi(=2) = Fyu(2) . (2.73)
Potom
=D"fi(n) =fy-1(n) , k=0,1,..,N. (2.74)
Teda
2Nz ") = (=)' Fi2) (2.75)
a
SelN=n)= (=D () . (2.76)

Predchadzajuce uvahy vedu k vytvoreniu modifikovanej Hermitovej transformacie (MHT), ktora

n k

Un, k) = ————— Hx(N) 2.77)
alebo 2
U=D-H-D,
kde

L -diag[...(];]] } (2.78)
23

Potom transformaécia je ortonormélna (U - UT =T).

D=

MHT spektrum je mozné vypocitat’ v troch krokoch [96]:

2

1. Vynasobit’ signal x(n) oknovou funkciou w(n) = ( N j a ziskat’ postupnost’ y(n).
n

2. Na vstup Binomickej siete podl'a obr. 2.5 dat’ ¢asovo obrateny signal y(—n) . Vystup z k - teho
stupiia pre » =0 je medzikoeficient

X, =§ X(n,k)yy(n) ,0<k<N.
n=0

3. Vynasobit’ X, oknovou funkciou w(k)

Xy = wa(k)X}
()
k
wa(k) = — .
75

Tento algoritmus ma pre diZku spracovavanej davky N podet realnych nasobeni 2N. (DCTII ma
redlnych nasobeni napr. Nlog,N—-N+2 [96] ).
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2.7.2 Diskrétna Legendrova transformacia (DLT)

Diskrétne Legendrove polynomy na konecnom intervale boli prvykrat skonstruované v roku
1969 [115] pomocou polynomickych filtrov s konec¢nou pamétou. Postup konstrukcie je nasledujuci
[96]:

Nech L,(n) je polyném stupna k z intervalu (0, N—1), a to

Li(n)=1+ O n+ ockzn(z) +...+ (ka}’l(k) (2.79)
pre

k=0,1,2,..,N—1.

o, musi byt’ také, aby bola splnena podmienka ortogonality

N=1
2 Li(n) - Lo(n) = ¢y . (2.80)
n=0
[115] uvadza vysledok
s k k+s 1
o, =( Y (s j( s anw » Oss<k (2.81)
0 , s>k
a s tym spojent normu
2o " (2.82)

Qk+DHWN-1®
Ortonormalizované jadro diskrétnej Legendreovej transformadcie je potom definované funkciou

Li(n)

Un, k)Ur(n) = .

(n, U Ck (2.83)

Kedze vicsina spétnych transformacii z triedy DLT nema rychly algoritmus, nie je vel'mi vhodna

na kodovanie i napriek tomu, ze bazové funkcie DLT maju ¢asto podobny tvar ako bazové funkcie

DCT. V literattre sa preto vyskytuje zriedka, a to vacSinou pri sumariza¢nych ¢lankoch alebo v teore-
tickych monografiach.
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Obr. 2.6 Bazové funkcie MHT a DLT pre N=8

Na obr. 2.7 (a) a 2.7 (b) su zndzornené sekvencné spektra vzorkovaného kosinusového signalu
(a) a pravouhlého impulzu (b) ziskané ré6znymi ortgondlnymi transformaciami. Niektoré funkcie 2D
baz diskrétnych ortogonalnych transforméacii su zndzornené na obr. 2.8.



Diskrétne ortogondlne transformacie 35
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Obr. 2.7 a
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Obr.2.7b
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0 I DCT 16x16 0o I WST 16x16
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Obr. 2.8 Dvojrozmerné bazové funkcie DCT, SST, WST a HT rozmeru 16 x 16

Obr.29a,b
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g h

Obr. 2.9 Magnitudy spektier vyrezu Lena po blokoch 128 x 128: Re{2D DFT} (a), Im{2D DFT} (b), 2D DFT?2 (c),
2D DHYT?2 (d), 2D DCTII (e), 2D SST (b), 2D WST (c). 2D HT (d)
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c d

Obr. 2.10 Obrazy aproximované diskrétnymi ortogonalnymi bazami po blokoch 8 x 8: vyrez obrazu Lena
2D DCTII 50% (b), 2D HT 50% (b), 2D DCTII 10% (c), 2D HT 10% (d)

Obr.2.11a,b
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c d

Obr. 2.11 Obrazy aproximované diskrétnymi ortogonalnymi bazami po blokoch 128 x 128: vyrez obrazu Lena
2D DCTII 50% (b), 2D HT 50% (b), 2D DCTII 10% (c), 2D HT 10% (d)

2.8 HYBRIDNE DISKRETNE ORTOGONALNE TRANSFORMACIE

K tomu, Ze ucebnica obsahuje zavedenie novych zmieSanych diskrétnych ortogonalnych trans-
formacii, viedol predpoklad nedokonalej dekorelacie Statistickych zavislosti beznymi diskrétnymi or-
togonalnymi transformaciami pri ich pouziti pre oba rozmery dvojrozmernych signalov (alebo pre
vSetky tri pri trojrozmernom spracovani). Musime si totiz uvedomit’, ze pri snahe o dekorelaciu sa
zavadza chyba uz tym, Ze sa zjednodusuje Statistika na rovnaka v oboch transformovanych smeroch
(pri spracovani obrazu) a vyberom neoptimalnej transformacie sa chyba este zvacsuje. Plati [19], [20]:
ak x je dvojrozmerny signal, kde vzorky st usporiadané do matice rozmeru N; x N>, potom jeho
dvojrozmerna diskrétna ortogonalna transformacia je uréena vztahom

X=U, -x-UJ. (2.84)
Ak uvazujeme signal s autokovariancnou funkciou v tvare autokovarian¢nej matice
C=C,®C,, (2.85)

kde C; je autokovarianénd matica, ziskana z riadkov matice x a Co z jej stipcov, ® je znak pre
Hadamardov sucin (Kroneckerov produkt).

Potom konstrukciu Hotellingovej (diskrétnej Karhunenovej - Loéveho) transformacie pre dvoj-
rozmerny diskrétny signdl mozZeme modifikovat’ takto: podla [19], [20],[70] plati

U-C-UT=D, (2.86)

kde D je diagonalna matica obsahujuca vlastné ¢isla matice C na hlavnej diagonale a U je Hotellingo-
va transforma¢na matica. U, D a C st matice s rozmerom (N1N2) x (N1N2).

Vyjadrime C podl'a vztahu (2.85)
U-(C;®C,)-U"=D (2.87)

a vyjadrime
U=U,®U,, (2.88)
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Ui ®Uy) - (Cy 'Cz)'(U{@)UzT) :(Ul -Cy U1T) ®(U2'C2'U2T)

=D, ®D,=D. (2.89)

V praxi je bezné hl'adat’ diskrétnu ortogonalnu transformaciu, ktora je najblizsia ku Hotellingo-
vej. Vyber sa obmedzuje na bezné diskrétne ortogonalne transformacie, priCom sa uvazuje, ze riad-
kova a stpcova statistika si zhodné, tj., e C, =C, alebo jedna je submaticou druhej. Potom
U, = U, alebo sa odlisuju len velkostou, ale st tvorené z bazy rovnakého typu. Potom dvojrozmerna
baza dana maticou U je bazou beznych diskrétnych ortogonalnych transformacii. Porusenim tychto
konvencii sa nam otvara moznost' tvorby novych dvojdimenzionalnych diskrétnych ortogonalnych
baz a kratsej alebo rychlejSej aproximacie obrazu postupnost'ou vahovanych koeficientov novej dvoj-
rozmernej bazy. Predpokladame, Ze obraz bud’ vyjadrime kratSou postupnost'ou sekvenénych zloziek
(a dokdzeme teda jeho informacny obsah aproximovat’ menSim poctom spektralnych koeficientov),
alebo aproximaciu s rovnakym poctom sekvencii a s rovnakou presnostou ziskame mensim poctom
matematickych operacii, neZ pri pouZiti rovnakych transformacii pre riadky a stipce. Tento postup
nazvime hybridnymi alebo zmieSanymi diskrétnymi ortogonalnymi transformaciami [67].

2.8.1 Statisticka analyza transformovaného obrazu

Ak je obrazové pole x(n,,n,) sucastou dvojrozmerného stochastického procesu so strednou hod-
notou a kovarian¢nou funkciou, potom ortonormalna transformaécia je tieZ stochastickym procesom a
modzeme potom [19], [20],[70] :

Nz*llel
Xk, k) =20 2 x(n1,m2) - Ulny,na, ki ka)
ny=0n,=0
(2.90)
ki=0,1,..,Ni—1,
k»=0,1,..,No—1,
E{X(k1,k2)} =XZ Efx(ni,n2)} - Ulnina,ki ko) 51)

kde E{x(n1,n,)} reprezentuje stredntt hodnotu x(n1, 7).

Kovarian¢na funkcia transformovaného obrazu je potom

Cx(ki, ko, k1o, ko) =2 2020 Co(nir, nia, o1, n2) Ulur, vi, kit kar) - U (ui, va, kio, k), (2.92)

nin2n21n22

kde Ci(n11,n12,n21,n22) je kovarianéna funkcia x(u,v). Nakoniec pre rozptyl funkcie X(ki,k2)
dostavame
ox(ki,kz) = Cxlki, ko, 1, k2) . (2.93)

Predchadzajuce uvahy pouzime pre Hotellingovu transforméciu. Zo vztahu (2.92) dostaneme

Cx(ki, ko, k1o, ko) =222 Ur(ni2,na0, k1o, ko) 2220 Ce(nin, o, nat,nn) - Ui, non, ks kar). (2.94)

niz2n niin2y

Z konstrukcie Hotellingovej transforméacie vyplyva
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Cxlkii, ka1, ko, kan) =20, U*(n12, n2, kia, ko) Dk, kar) - Uni, na, kin, ko), (2.95)

nia2na

kde c¢isla D(k1, k) su vlastné Cisla kovarian¢nej funkcie obrazu (pre kovarianéntl funkciu vyjadrena v
tvare Stvorrozmernej matice tiez vlastné Cisla kovarian¢nej matice obrazu).

Z ortogonality Hotellingovej transformacie vyplyva, Ze dekorelované Hotellingove sekvencné
koeficienty koreSponduju s vlastnymi ¢islami obrazovej matice.

Z predchadzajuceho vyplyva, ze pri blokovom spracovani signalov opisanych rovnakym Statis-
tickym rozdelenim, sa ich energetické spektra rozlozia v priestore v zavislosti od vlastnych ¢isel ko-
varian¢nej matice signalu. To znamen4, ze prislusné sekvencné zlozky budu v pripade Gplne rovnake;j
Statistiky signalu v absolutnej hodnote vahované vlastné ¢isla autokovariancnej matice rovnaké v ab-
solutnej hodnote vo vSetkych blokoch a pre rovnaké sekvencie. Tento pripad sa vSak ocakavat neda,
ale tato ivaha vedie k S$tadiu nie goniometrickych diskrétnych ortogonalnych baz, ale prave tych,
ktorych bazové funkcie obsahuji len plus a minus jednotky a k snahe vyjadrit’ pomocou nich sek-
vencie zlozené zo sekvencnych zloziek viacerych susediacich blokov, ktoré lezia na rovnakom mieste.
Tieto tivahy sa tykaju najmid Walshovych a Hadamardovych transformacii, pripadne Haarovej trans-
formécie. Tento postup pripomina diskrétnu ortogonalnu transformaciu vektora vigsich dizok, ale pre
dalsie kroky v transformacnom algoritme vyuZije bazu inej ortogonalnej transformacie.

2.8.2 Konstrukcia zmieSanych (n + 1) - dimenzionalnych diskrétnych
ortogonalnych transformacii a ich algoritmov

V tejto kapitole je uvedeny postup konStrukcie zmieSanej dvojrozmernej a trojrozmernej
diskrétnej ortogonalnej transformacie a jej bazy funkcii, ktory bol navrhnuty na priklade diskrétnej
kosinusovej transformacie [67].

PretozZe je zname, ze problém dvojrozmernej diskrétnej ortogonalnej transformacie bloku velkosti
Ni x N> je mozné riesit’ ako problém jednorozmernej diskrétnej ortogonalnej transformécie vektora
dizky L = N1 N3, je aj nasledujiici postup odvodeny ako jednorozmerna diskrétna ortogonalna trans-
formécia vektora dizky BN, N, = BL, kde B je poet spracovavanych blokov.

® Veta 2.8.2.1: Nech X je vektor dizky BL, kde B a L sii definované v iivode tejto kapitoly a vyho-
vuju podmienkam: L=2"a B =2°, kde r as su kladné celé cisla. Utvorme bazu jednorozmernych
diskrétnych funkcii U.(n, k) nasledovnym predpisom:

=1

2 b,[int(%) }b,[int(%) ]

U-(n, k) = U(n[mod(L)], k[mod(L)]) - (=1) = , (2.96)

kde oznacenie k[mod(L)] znamend zvySok po deleni cCisla k Cislom L a int(%) je celociselna Cast’

¢isla v zatvorke, k,n=0,1,...,BL—1 a U(n,k) je funkcia niektorej diskrétnej ortonormalnej bazy
funkcii. Potom diskrétna baza funkcii U.(n, k) je ortogonalna.
Dokaz vyplyva z vlastnosti Kroneckerovho produktu, pripadne [67],[113].

2.8.2.1 DCT - WHT zmieSana diskrétna ortogonalna transformacia

Ako priklad pre konstrukciu novej diskrétnej ortogondlnej DCT-WHT bazy vezmime bazu
diskrétnej kosinusovej transformacie. Potom ju mézeme definovat’ vztahom [67],[113]

BL-1 S bind(2) (&
XCWH(k)=2—ck[ZOL"“” 2 x(n)-cos{%k[mod(L)](n[mod(L)] +%) }-.(—1)?’ Ok O,

k=0,1,..,BL
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(2.97)
a pre inverznu transformaciu:
BL-1 - 1 i biini( ) tyini £
x(n) = lg) Ck[mod(L)]XCWH(k) - COS {Zk[mod(L)] (n[mod(L)] + 5) }(—1) =0 . (298)

Takto je mozné vytvorit mnozstvo diskrétnych ortogonalnych transformacii. Sta¢i v definiciach
baz tychto transformacii urobit’ substitucie

k — k[mod(L)] an — n[mod(L)] . (2.99)

Poznamka

Hore uvedeny algoritmus tvorby zmieSanych ortogonalnych baz, ktory je definovany vz tahom (2.96), je mozZné rozsirit’
na mnoZinu v§etkych diskrétnych ortogonalnych baz nasledovnym sposobom.

Nech U.(n,k) je ortogonalna diskrétna baza dizky L a U(n,k) je diskrétna ortogonalna béza
dlzky B. Potom zmieSant diskrétnu ortogonalnu bazu Up.(n, k) dlzky BL dostaneme:

Uﬂ(mk)zzh{mﬁmdaoLmﬁmdagn-L@&n{ﬁ)Jn{ﬁ)},

L L (2.100)

k,n=0,1,...,BL .

V maticovom tvare: ak U, {n[mod(L)], k[mod(L)]} je prvok matice U, a U, B{int(%) , int(%) }je prvok

matice Up, potom transformacnu maticu Up; zlozena z prvkov Ugi(n, k) dostaneme ako Kroneckerov
produkt matic U, a Ug, tzn. (podobne ako pre Hotellingovu transforméaciu):

Up.=U,®Uj. (2.101)

D4 sa ukazat’, Ze diskrétna baza Up;(n, k) je tiez ortogonalna (dokaz vychadza z vlastnosti Kro-
neckerovho produktu).

Poznamka

Trojdimenzionalnu zmie$anu diskrétnu ortogonalnu transformaciu dostaneme podobne. Sta¢i vyjadf prislusni dvojroz-
mernd bazu transformacie, ktorou sii spracovavané bloky, ako jednorozmernu (si¢inom poda 2.101) a vysledok tenzorovo
vynasobit’ s transforma¢nou maticou, ktorti chceme pouzt’ v tretom rozmere. Z vlastnosti tenzorového suc¢inu matic vyplyva,
ze takto vytvorené transformacné matice, st ortogonalne.

Oprévnenost pristupu k medziblokovym transformécidm sa da ukazat’ pri transforma¢nom kodo-
vani jednodimenzionalnych signalov [37], [38] alebo transforma¢nom kédovani obrazu. V [66], [67],
[114] st ukazané vysledky z kédovania obrazu medziblokovou transformaciou v jednej dimenzii s
roznymi DOT a v [103] st ukazané vysledky z pouzitia dvojdimenzionalnej medziblokovej trans-
formacie, a to pri pouziti 2D DCT II ® 2D DCT 1I a je tam ukéazany aj princip vyberu sekvencnych
zloziek pre medziblokovu transforméciu.

2.8.3 Zmiesané bazy na principe Sikmej transformacie

V tejto Casti ukazeme navod na konstrukciu zmieSanych baz na principe algoritmu Sikmej trans-
formacie a na konStrukciu suboptimalnych transformécii kombinidciou Hadamardovej maticovej
konstrukcie a Jacobiho algoritmu.
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Pri rekurzivnej konstrukcii bazy rozmeru N Sikmej transformacie sa da vidie t (pozri kapitolu 2.8,
[21] a transformacnu maticu S4):

1. algoritmus [21] je sucinom rotacnej matice a Hadamardovej maticovej konstrukcie z bazy sik-
mej transformdcie z rozmeru N/2;

2. ortonormalizovand bdza Sikmej transformdcie d [Zky 4 je totoznd z ortonormalizovanou bézou
diskrétnej Legendreovej transformdcie d [zky 4.

Z ohladom na uvedené vlastnosti bazy Sikmej transforméacie mozeme rekurzivny algoritmus
modifikovat’ nasledovne:

- pre dizku 4 definovat’ transformaciu niektorou z triedy blokovych diskrétnych ortogonéalnych trans-
formacii (napr. DCT II),

- pre vidsie dizky ako 4 poéitat’ bazu rekurzivnym algoritmom $ikmej transformacie s predefinovanou
maticou Sy.

Takto je mozne vytvorit mnozstvo zmieSanych transformacnych baz s rychlymi algoritmami,
ktoré mozu mat’ lepSie aproximacné vlastnosti nezZ ma Sikma4 transformadcia a pritom ich algoritmus ma
¢iastocne zachovanu vyhodnt rychlost’ algoritmu Sikmej transformacie. Niektoré modelové vysledky z
pouzitia takto vytvorenych transformécii st uvedené v tabulke 2.9 v nasledujucej kapitole.

Poznamka
Vyssie uvedeny postup mozeme aplikova aj pre nahradu Sy, vicsieho rozmeru inou ortogonalnou bazou.
Vlastnosti rekurzivneho algoritmu §ikmej transformacie vedd aj k inej tvahe: optimalizovat

vypocet koeficientov ay a by pre niektory z korelacnych modelov spracovavanych (kédovanych)
signalov. Napriklad vytvorme nov transformacnu maticu podl'a predpisu

Nlly=2e=| 0 Y(®r) 0

1
0 9 (Nnm N11N/2j
0 o0 1 Nllysy —Nllys J° (2.102)

k=2,3,....,

kde Y(®;) je matica rovinnej rotacie [112], pre ktoru plati

I 0 0 I o0 o)
0 Y®) 0 |PR-| 0 Y(®,) 0 | ~®D
0 0 I 0 0 I (2.103)

t.J., koeficienty matice rovinnej rotacie vypocitame napr. Jacobiho metédou [112], a to tak, ze vynulu-
jeme tie koeficienty matice ¥R, pre ktoré plati

® 291y, max {96}
CO=_———_ —=max c s
. Btgg— Oty . (2.104)
matica
11 11
ol )n 1)
201 -1 G (2.105)
T
Nllys Nllyg j (NIIN/Z N1l )
®R = Ry -
(NllN/Z _N11N/2 N NllN/z —NllN/z ’ (2106)

kde Ry je autokorela¢na matica modelu procesu signalu rozmeru N x N, pre ktory tvorime novu trans-
formaciu s oh'adom na maximalizaciu zisku transformac¢ného kédovania.
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Z postupu je jasné, Ze pre tito transformaciu existuje rychly algoritmus taky isty ako pre Sikmui
transforméciu, pretoze s optimalizované len koeficienty matice rovinnej rotacie.

Poznamka
Zviacsenim poctu matic rovinnej rotacie mozeme vytvort’ este optimalnejSiu bazu pre prislusny proces. ZniZzujeme tym vsak
rychlost’ vypocétového algoritmu, pretoze kazda matica rovinnej rotacie znamena 4 neceloCiselné nasobenia. Takto tvorené
transformacie budeme oznacovat’ po¢tom nulovanych koeficientov v autokorelaénej matici v k-tom kroku. (napr. N12 zna-
mend, Ze pre dizku 4 bol vynulovany 1 koeficient a pre dizku 8 dalsie 2). Pre dekddovanie (inverzné transformovanie) si
treba pamétat’ pocty nulovanych koeficientov v kazbom kroku rekurzivneho algoritmu a Statisticky popis pre prislusna
vel'kost’ davky. Je vyhodné, ked’ je proces modelovany niektorym zo znamych modelov. Potom sta¢i uchova’ nazov procesu
a jeho koeficienty (napriklad prediktory).

Pre AR(1) model s prediktorom 0,95 vytvorena baza rozmeru 8 je z hl'adiska transformacného
zisku porovnana (pre AR(1) vstup s réznymi prediktormi) s inymi ortogonalnymi transformaciami v
tabulke v predchadzajicej kapitole.

Podobny princip vytvarania optimalneho transformacného algoritmu je uvedeny v [47], [109]. V
tejto metdde sa postupne vynulovava tzv. referencny vektor. Pri uvedenej metdde vSak rychlost’ algo-
ritmu je velmi nizka a pri uvadznej presnosti ma napr. pre dizku 8 az 48 nasobeni, pricom bezné
rychle algoritmy maja pre tito dizku 2 (ReDFT, DHYT) - 20 (DCT IV) nasobeni. Pre danu aplikaciu
(nuklearna fyzika) vSak zrejme rychlost’ algoritmu nehra az taka velka tilohu ako pri kédovani obrazu.

2.9 Prekryvajuce ortogonalne transformacie (LOT)

Blokové transformadcie, Specidlne DCT pri vel'mi vysokych kompresnych pomeroch degraduji
signdl aj tak, ze sposobuju blokovy efekt. Je sposobeny nezavislym koédovanim subblokov signalu.
Dochadza k nespojitosti procesu a naslednej pozorovatel'nej degradacii na hraniciach blokov. Asi
prvykrat prinasa [94] techniku tzv. "lapped" ortogonalnych transformacii. Autori pouzili pre vypocet
transformacie v bloku aj vzorky z dvoch susednych blokov. Tym odstranili nespojitost’ vypoctu medzi
susednymi blokmi. Tto koncepciu pouziva [88], [89] tak, ze za zdklad pre LOT vyuziva bdzu DCT a
[91] aj iné bazy tzv. blokovych transformacii.

LOT nasli svoje pouzitie aj v kodovandi statiského [93] aj pohyblivého [90] obrazu.

Ako priklad postupu tvorby LOT uvadzam nasledujucu konstrukciu bazy a celkovej jej pripravy
tak, aby z nej bolo relativne jednoduchym spésobom mozné vytvorit' rychly algoritmus vypoctu.
Konstrukcia tejto LOT vychadza z predpokladu, Ze vypocet transformacie bloku x; dizky N, je
pouzitych N,/2 vzoriek bloku x, ; a N;/2 vzoriek bloku x;,; . Postup transformovania je zrejmy z
nasledujucej matice:

ro— ~N r N ~
X0 Uz X0
Xl UO X
. Uo . , (2.107)
: Y%l |
X1 U YL1
. Py (. Y . 7

kdeL=N1XN2 aM:2N1.

Chceme, aby transformacia bola ortogonalna. Preto transforma¢na matica v (2.107) rozmeru
LN 1xLN; musi byt ortogonalna. Tzn., ze riadky matice Uy rozmeru N x M maji byt ortogonalne.
Potom plati Uy - UOT =1y,
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(2.108)
a bazové funkcie prekryvajice susedné bloky maju byt tiez ortogonalne. Tzn., Ze musi platit’ [88]

U,*Iy-Ul=0, (2.109)

S1M=(0 Tac j :
0 0 (2.110)

Tento postup koresponduje [96] s viacpasmovou (multirate) filtraciou na obr. 2.12.

kde *I, je M x M matica

M=2N

h,(n) =u (N-1-n)

x(n)

\ h.(n) =u, (N-1-n)

N-1

22

hN- 1(n) U, 1(N1 -1-n)

()
hy (1)
N
2—1 0 N-1 Npl+—
\ J
Y
M=2N,
()

Obr. 2.12 LOT ako viacpasmova filtraéna banka: blokova schéma (a), impulzova odpovel’ (b)

2.9.1 Optimalizacia LOT

Nech x je M dimenzionalny vektor, U je matica LOT rozmeru Nx M a X je N - dimenzionalny
vektor transformacnych koeficientov. Vychadzajuc z tedrie dekorelacie pomocou optimalne;j trans-
formacie dostaneme nasledujuci postup [88], [89], [96].

Pre koeficienty autokorelacnej matice plati
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Ry=U, R, -U{. (2.111)
Ak predpokladdme ako zaklad LOT niektort z triedy ortonormalnych transformécii, mézeme jej trans-
formacént maticu rozmeru N x N prepisat’ do tvaru

UT_;,( K/-K]  KI-K] j
2 \Jy-(KI=KD) -Jy-(KI-KI) )’ (2.112)
kde K. a K, st [91], [96] matice %XN zlozené z parnych (e) a neparnych (o) bazovych funkcii orto-
normalnej transformacie dizky N a Jy je obratena jednotkova matica.
(000001
00 10
Joo 0 0
=1 0 (2.113)
0 . 00
1000O0O
LOT potom konstruujeme v dvoch krokoch [91].
1.
y=Ux. (2.114)
Plati
R,=U-R,-U". (2.115)

To znamena, ze sme transformovali pomocou niektorej z triedy blokovych ortonormalnych
transformacii.

2. X=Z-y (2.116)

a plati
Ry=Z-R,-Z"=7Z-(U-R,-U")-Z7 . (2.117)

Potom
Up=Z-U, (2.118)
Up-Ui=2-U-UT-Z"=Z-Z" =1y, (2.119)
Up* Iy -US=Z- U1y, -UT-Z7 = 0. (2.120)

Schéma je zrejma z obrazku 2.13.

X y X
- 3 U Z I
(2N) N G N

Obr. 2.13 Schéma LOT

Z dovodu optimalizacie Z plati, Ze riadky matice Z st vlastné vektory korelacnej matice R, [88].
Pre DCT plati, ze K sa da prepisat’ na maticu [88], [89], [96]

KI=| 2.121)
e Ju 'He .

N
2
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=

kde H, je matica rozmeru g X5

Potom pre matice U, a U; rozmeru N X(N + g) plati

Ur_l_( 2H, oM, j
2 Uy (KI-KD) -Jy-(KI-KI) ) (2.122)

UT_I KZ_KO KZ_K({
72 ((2Jy-H, 2Jy-H, (2.123)

Poznamka

Tato konstrukcia zaciatocnej a koncovej transformacnej matice bola odvodena z DCT transformacie [88], [89]. Preto aj plati
len pre bazy, ktorych funkcie s parnym poradim sekvencie su symetrické voci stredu. Pre iné ortogonalne bazy toto nemusi
platit. Je vyhodné konStruovat’ maticu U, z transformacnej matice v sekven¢nom usporiadani bazovych funkcii (tzn., Ze
kazda bazova funkcia pretina Easovi os o jedenkrat viac ako predchadzajica). V pripade, e takato baza spita podmienku sy-

metrie parnych sekvencii oproti stredu, da sa z nej konstruova’ LOT presne podl'a Malvarovho algoritmu. Takéto vlastnosti z
publikovanych LOT maju DCT II [88], [91], [93], [90], MHT, DLT, DST [91], ale aj WST, SST a DCT I, z ktorych st v
tejto knihe Malvarovym algoritmom konstruované ich prekryvajuce transformacné matice.

Dalej ukazana konstrukcia prekryvajicej transformaénej matice je zovieobecnenim Malvarovho
algoritmu pre vSetky blokové ortogonalne transformacie bez ohl'adu na splnenie podmienky symetrie
bazovych funkcii s parnou sekvenciou. Potom plati cely Malvarov algoritmus tak, Zze matica K, je
konstruovana z 'ubovolne vybratych N/2 bazovych funkcii a matica K, zo zvy$nych N/2 bazovych
funkcii pdvodnej ortogonalnej bazy. Zaciatocna a koncova transformacna submatica je tvorena takto

N2Y71T N2Y1T
ngl.( e 2 : 2.124
2 Uy (KI-K]) —Jy- (K{-K]) (2.124)
;1 [ KI-KJ K/-K7
UKZE-L J2dx - MPUT — 2 gy MUt (2.125)

kde MU je transforma&na matica rovnakého typu transformacie ako matica, z ktorej su ziskané matice

K. a K,, ale polovi¢ného rozmeru, teda % X g .

Konstrukciou podla zovSobecnené¢ho postupu sa da napriklad vytvorit LOT pre transformacie:
HT a DHYT, ktoré nespliaju podmienky pre konitrukciu Malvarovym algoritmom. Vysledky pre
AR(1) ardzne p z novovytvorenych LOT (DCT I, SST, WST, HT a DHYT 2) st uvedené v tabul’ke 2
v zavere kapitoly spolu s vysledkami zo znamych LOT (DCT II, MHT, DST a DLT) a vysledkami z
pouzitia blokovych transformacii v neprekryvajucom tvare. VSetky vysledky st ziskané suboptima-
lizaciou podrla Casti 2.9.2.

2.9.2 Rychly algoritmus LOT

Néjdenie rychlych algoritmov pre transformacné matice Uy, U, a U, je trivialne, ak existuji
rychle algoritmy pre transformacnt maticu U, z ktorej boli odvodené. Pre nazornost’ st vSak v matico-
vom zapise uvedené na konci tejto kapitoly spolu.

Dolezité je vSak pre nas najdenie dostatocne rychleho algoritmu pre
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1. vypocet vlastnych vektorov matice R,

2. pre vypocet transformacie Z - U.

Ako navod je d’alej uvedena Jacobiho metoda [112] vypoctu vlastnych Cisel a vlastnych vektorov
pre symetrické matice. Uvidime, Ze jej algoritmus vypoctu vlastnych Cisel nas v naSom pripade moze
priviest’ k matici Z v dostatocnej presnosti pri existencii rychleho transforma¢ného algoritmu. Tento
algoritmus priamo vychadza z postupu vypoctu vlastnych cisel Jacobiho [112], [87], [100], [101]
pripadne Givesovou [112] metodou a je naramne podobny tzv. "motylikovému diagramu" pri inych
transformaciach.

2.9.2.1 Jacobiho metoda

Jacobiho metoda vychadza z toho, Ze k symetrickej matici existuje taka ortogonalna matica, ze
plati
Z"-R,-Z=D, (2.126)

kde D je diagondlna matica, ktord ma na diagonale vlastné ¢isla matice R, . Jacobiho metdda je za-
loZzena na najdeni postupnosti ortogonalnych matic {G;}, pre ktoru plati

lim G1G2...Gk=Z . (2.127)
9. w . k—)OO
Zaved’'me oznacenie
T.=G;-G,,..-R,- G, -G,..Gy, (2.128)

kde
Prvky matice T, oznaéme Pz; a prvky matice To =R, . ne ¥g;.

D4 sa odvodit’ [112]:

Nech ®V¢,, je nenulovy prvok matice T;;. Chceme zostrojit maticu Gytak, aby platilo
®¢,, =0 . Urobime to tak, ze prvky matice G, zo vztahov

Wg,, =0g, =cos@; ,Pg;=1, preizpai#q, (2.129)
Wg,,=—Wg,, =sin@, Ps; =0, inak,
kde uhol © zvolime tak, aby platilo ¥z,, — 0.
Ortogonalna matica G, definovana rovnicami (2.129) sa nazyva maticou rovinnej rotdcie, pre-
toze linearna transformacia definovana maticou G, predstavuje otoCenie p-tej a g-tej suradnicovej osi
o uhol O;. Z (2.128) vyplyva

Ti:=G/ T -Gy (2.130)
a pouzitim rovnic (2.129) dostaneme

W, = EDt,cos Op— ¥Vt sin @ ,
Bt = D,sin @+ FVk cos 0y,

prej#p,.j#*q, (2.131)

B, = EDtc08 Op— FD1,sin O

Bty = V,sin O+ “ Ve cos Oy

prei;tp,i;tq, (2132)
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®¢,, = 6Dt cos2@p+ ®Dt,,sin° @) —2- €Dt sinO4cos O,
®¢,, = FVt,sin’ O+ ¥ 1,,c0520; +2- €Dt 5inO4cos O,
(k)tpq = (")tqp = ((k’”tqp — (k’”tqq)sin2®k+ (kfl)tpqcos 20, , (2.133)
0y, = &y,
prei#p,j#q. (2.134)

Pre vyrieSenie problému vynulovania nenulového nediagonalneho prvku nam staci potom urcit’ uhol
®y. Z rovnice (2.133) vyplyva
Dt (2.135)

L1 k-1 ?
E[( )tpp_( )tqq]

tg (2®k) =

takze uhol ®; s pozadovanou vlastnostou vzdy existuje. V praxi sa vSak nezvykne pocitat’ uhol O,
ale koeficienty rovnic (2.133), teda sin®; a cos®;, lebo uhol ®; sa v tychto rovniciach vyskytuje
len prostrednictvom tychto funkcii a pri programovej alebo hardvérovej realizacii algoritmu je lepSie
nahradit’ vypocet goniometrickych funkcii vypoctovo menej narocnou funkciou. D4 sa odvodit’ [112],
[87]

pre a=—®Dg, (2.136)
a = Yron, _ =y ] (2.137)
plati cos Oy = (%l“'j 2» (2.138)
kde y=(a2 4 )’ . (2.140)

Postup sa da teda opisat’ takto: v kazdom kroku Jacobiho metody
1. zvolime nenulovy nediagonalny prvok;
2. vypocitame sin ®; a cos ®; z rovnic (2.138 a 2.139),
3. zrovnic (2.131-2.133) vypocitame tie prvky matice Ty, ktoré sa liSia od prvkov matice Ty, .
Je samozrejmé, ze nediagondlny prvok, ktory sme vynulovali, sa moze stat’ v niektorej z nasle-
dujtcich faz iteracie nenulovym.
Ako veli¢inu vyjadrujucu presnost’ iteracie zavedieme vystupnu diagondlnu kvalitu definovan

vzt'ahom [87]
Ws=[gl |0 _Jf‘j ®7.)?
o2 Cli) | s (2.141)

IT|= /&[T - T7] (2.142)

kde

N-=1
tr[T] ZZ ti .
i=0

Pre nas najdolezitejsim produktom tejto metddy bude transformacna matica, ktora ma bazu orto-
gonalnych funkcii vlastné vektory matice R, alebo aspoinl jej k-te priblizenie (podl'a pozadovaného
stupnia dekorelacie). PrepiSme rovnicu (2.128)

T.=U/-R.-U.. (2.143)
U;=G:-G,-..Gy,
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kde (2.144)
teda U, =Ui - Gs (2.145)

a pomocou rovnic (2.129) mdZeme potom po&itat’ prvky transformacnej matice Uj_y = {*Du;;} reku-
rentne
By, = D008 Qp— Dy sin @y

By = FDyysin O+ Dy cos O

Wy =Dy, prej£paj+#q. (2.146)

2.9.2.2 Aproximacia transformaé¢nej matice Z LOT

S odvolanim sa na cast’ 2.9.1, 2.9.2.2 a [91], mézeme s dostatonou presnostou aproximovat’
maticu Z z rovnice (2.118) vd’aka tvaru a diagonalnym prvkom matice R, takto

Z, 0
7= ~ ,
( 0 Z j (2.147)

kde matice i,» a 0 su matice s rozmerom N/ 2 X |.
Podrla [91] st dostato¢ne presné pre rozmer N < 1€, ak sa vypocitaju takto

~T
Z1 = GN/Z—I . Gz . G1 . (2148)
~T
Z, =G:-Gy-..Gyp 1, (2.149)

I 0 0
Gi=| 0 YO 0
0 0 Ly

cos O sin@kj
—sin®; cos®; )

Y(O,) = (

Ostava uz len ngjst uhly ®; pre dostatocnu dekoreldciu matice R,. Pre rozne diskrétne orto-
gonalne transformacie su v [88], [89] (DCT) [91] (DCT, DST, DLT, MHT) uvedené aj optimalne uhly
®; pre AR(1) model a p=0,95, nie je vSak uvedené akou metdodou su ziskané. Jacobiho metdda
vypoctu vlastnych Cisiel vedie k podobnej aproximacii transformacnej matice Z (pozri (2.142)), ale
dava vacsiu moznost’ pri narokoch na stupent dekoreldcie korelatnej matice R, a vedie k jednoz-
na¢nému vypoctu rotaénych uhlov pre koeficienty motylikového algoritmu. Dava mozZnost’ adaptabil-
ity systému na pozadovant velkost’ energetickej kompakcie signalu (Grc). Pre Jacobiho metodu a
rozne jej modifikacie [100], [101] v sucasnosti existuje mnoho algoritmov s rychlou iterdciou a st
esSte stale zaujmovou oblastou tvorcov rychlych algoritmov.

Ak sme teda vyriesili rychlost’ transformacného algoritmu prislichajiceho transformacnej matici
Z, mdzeme prepisat’ transformaény postup pri transformacii maticou U, takouto postupnost’ou matic

[91]
(1100 ) (0oo0)
T T _
Ug:l(KeKo 0 oj. L1001 1)z 0| 2.150)
200 0 KIKZ) oo 1 1 ||1-1 0 7
00 I-1/)l0 o0
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V tabulke 2.9.1 st uvedené uhly pre motyle transformacnej matice Z vypocitané Jacobiho
metddou pre autokorelacntt maticu AR(1) modelu s prediktorom 0,95 pre r6zne LOT. Vypocet bol ro-
beny s jednoduchou presnost'ou. Pre rozmerovo vacsie matice je vSak potrebna pre vypocet uhlov ro-
tanej matice aspon dvojnasobna presnost’ [112].

Samozrejme, mozné su aj iné optimalizacie LOT. Niektoré z nich su uvedené v [89]. Nevedu sice
k tplne ortogonalnym maticiam, ale napr. pre kompresiu s vel'mi velkym kompresnym pomerom nimi
spdsobena chyba je oproti chybe degradovanim zanedbatel'na. Tieto metddy vedl k vypoctu vlastnych
vektorov trojuholnikovych matic, pre ktoré tiez existuje mnozstvo rychlych algoritmov, napr. [100],
[101], [87].

V sucasnosti existuje niekol’ko modifikacii LOT s vacsimi prekryvmi, ktoré su tvorené
viacpasmovou filtraciou. Spomeinime asponn modulované LOT (MLT) [89] a ich najpouzivanejSie
zovseobecnenie ELT (extended LOT) [89], [93] a hierarchické LOT (HLT) [89]. Tieto sa pouzivaju
hlavne pri spracovani recovych signalov vo velkych davkach (nad 128), kedy je vyhodou hlavne
rychlost’ algoritmu a velky transformaény zisk. Specidlne HLT su vyhodné pri pouziti waveletovych
transformacii, pretoze pouzivaju filtre, ktoré lepSie vyjadruju subpasmovy charakter waveletovych
transformacii. Pre kodovanie obrazu je vyhodné pouzitie ELT miesto LOT napr. pri paketovych pre-
nosoch (napr. v ATM sietach), pretoze pri strate alebo chybovosti paketov svojim subpasmovym
charakterom st schopné zachovat’ viac informacie potrebnej pre rekonstrukciu chybajiacich blokov
obrazu [93].

Tabul’ka 2.9.1
Uhly rotacnych submatic Y pre vypocet transformacnej matice Z LOT vypocitané Jacobiho metodou vypoctu
vlastnych ¢isel symetrickych matic

DOT 7, Z,
@1/ T @2/ T @3/ T @1/ T @2/ T @3/ T
DCT I 0,000035 0,000094 0,00197 0,1215 0,1483 0,06918
DST -0,1192 -0,1468 -0,1041 0,01627 0,05170 0,03733
DCTI1 -0,2222 -0,2203 -0,04175 0,08693 0,07750 0,00326
DLT 0,08296 0,07726 0,00479 0,1199 0,1745 0,1553
MHT -0,06067 -0,1205 -0,1525 -0,0349 0,03235 0,04667
DHYT 2 -0,06185 -0,09200 -0,01587 0,1351 -0,02174 -0,05342
NI12 -0,01476 -0,04628 0,00183 0,1142 0,1460 0,07266
SST -0,000001 -0,05330 0,00467 0,1121 0,06686 0,03326
HT 0,2237 0,000054 0,00447 0,111 -0,2439 -0,00067
WST -0,1206 -0,05697 -0,00757 0,12102 0,1827 0,1314
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Tabulka 2.9.2
Zisk transformacného kodéra pre rozne DOT a LOT. MaticaZ LOT je vypocitana s rotacnymi uhlami pod’a
tabul’ky 2.9.1 tejto kapitoly

VSTUP 1D DOT N=8
p DCT II DST DLT MHT DHYT DCTI
0,95 6,6310 4,8773 6,3719 4,4120 6,0635 6,1174
0,85 3,0385 2,6423 2,9354 2,4439 2,6094 2,8685
0,75 2,0357 1,9379 1,9714 1,8491 1,8500 1,9973
0,65 1,5967 1,5742 1,5526 1,5338 1,5086 1,5894
VSTUP 1D DOT N=8
p ST HT ST(HT) ST(DST) ST(MHT)
0,95 6,3143 6,2265 6,5963 5,5408 5,4016
0,85 2,9151 2,5887 2,6887 2,5472 2,5472
0,75 1,9604 1,7994 1,8433 1,8433 1,8433
0,65 1,5463 1,4564 1,4777 1,5091 1,5091
VSTUP 1D DOT N=8
r ST(DCT) N(DCT)02 N11 N12 N22
0,95 6,3445 6,4548 6,3905 6,4542 6,4553
0,85 2,9287 2,9805 2,9486 2,9807 2,9844
0,75 1,9697 2,0026 1,9817 2,0028 2,0049
0,65 1,5532 1,5747 1,5608 1,5750 1,5762
VSTUP LOT 8x16
p DCT II DCTI SST DHYT 2 HT N12
0,95 8,3098 6,9845 6,7960 6,6762 6,3282 8,0073
0,85 3,2619 3,1794 3,0808 2,8673 2,5674 3,1575
0,75 2,1540 2,1083 2,0477 1,9950 1,7648 2,0938
0,65 1,6676 1,6380 1,5974 1,5935 1,4241 1,6279
VSTUP LOT 8x16
p DST DLT MHT
0,95 8,3081 8,1806 8,2762
0,85 3,2638 3,2365 3,2626
0,75 2,1538 2,1439 2,1561
0,65 1,6664 1,6620 1,6688
Pozniamka

Transformacie ST(+++) a N++ st definované v kap. 2.8
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2.10 INTERPOLACIA OBRAZU DISKRETNYMI ORTOGONALNYMI
TRANSFORMACIAMI

2.10.1 Diskrétna Fourierova transformacia

2.10.1.1 Jednorozmerna interpolicia doplnenim spektra nulami

Pri 1D DFT je vlastnost’ interpolacie signalu dostato¢ne znama a opisana v zakladnych uc¢ebni-
ciach o spracovani signalov, napr. [50]. Postup je zrejmy z (2.151) [opraveny vztah zo 110].

RS i
X(k)—ﬁnzox(n) e'w
k=0,1,..,N—1
Y() = X(1),

pre

_ N _

1=0,1,5 -1,

_N );4N )

Y(BN 2+Z 2+Z ,

pre

_ N _

I=1,2,..5 -1,

Y(k)=0,
pre
_N N _N_
/= 2 +1, 2 +2,..., BN > 1
a
N) _ y( _N) :lx(ﬁ) (2.151)
Potom () =Aav-5)=34(3).
BN-

)M)Binnwﬁ

2.10.1.2 Interpolacia prestriedanim nulami a filtraciou

Princip zrkadlenia spektra signalu prestriedaného nulami a néasledna dolnopriepustna filtracia je
ukazana na obr. 2.14. Pri podvzorkovani vyssich radov je tato schéma len vyjadrenim viacnasobného
opakovania tohoto postupu.
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x(n) X(k)
DFT
_—
o n o k
X(n) X(k)
DFT
_—
o n o k
H(k) @)
21
1 4
_ k
/\ /\
x(n) X(k) l
IDFT
— |l |
92 | | I l l I L]
n k

Obr. 2.14 Interpolaéna vlastnost’ DFT pri podvzorkovani 1D signalu

V dvojrozmernom pripade modzeme sledovat’ viac sposobov prestriedania nulami, najcastejSie
vSak podla [72], kedy hovorime o interpolacii n-tého radu. Pre nas najpotrebnej$im je sledovanie
spravania sa transformacie pri interpolaciach (podvzorkovani) 1. a 2. radu. Na obr. 2.15 je znazorneny
postup interpolacie pri prestriedani 1. radu nulami. Ide podobne ako pri 1D pripade o dolnopriepustni
filtraciu a s tym spojené interpolovanie chybajticich signdlovych vzoriek.

Pri interpolaciach prestriedanim nulami je dolezité:

1. Zistit' spravanie sa transformdcie pri prestriedani nulami z hladiska vlastnosti zrkadlenia
spektra.

2. Najst’ spravnu prenosovu funkciu filtra.

3. Zvolit’ optimalnu velkost interpolovaného bloku.

V nasledujucich castiach st ukazané vlastnosti v praci pouzitych blokovych diskrétnych orto-
gonalnych transformacii pri obraze prestriedanom nulami 1. radu na priklade obrazu velkosti 8 x 8.
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x
2D
IDFT
2
x

H
.1/2 .o Dl

Obr. 2.15 Interpolacia podvzorkovaného obrazu pomocou 2D DFT

2.10.2 Diskrétna cas-cas transformacia

2.10.2.1 Interpolacia 1D DHYT doplnenim spektra nulami

Postup interpolacie je podobny ako pri DFT. Ind je len interpolac¢na funkcia, ktord je totozna s
bazou DHYT. Potom (2.151) ma zmenu len v zaciatoénom a kone¢nom kroku [opraveny vztah

20110].
1 :,% x(n) - [cos (M) +sin (M) ] ,

W=y 2 N N
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k=0,1,..,N-1,
BN-1
_n ) 2nml . 2mml
y(m)=B E) Y(l) [cos( BN)+s1n( BN)}’

m=0,1,..,BN—1. (2.152)

2.10.2.2 Interpolacia prestriedanim nulami DCCT v povodnom usporiadani
bazovych funkcii DHYT - bazy

2D interpolaciu prestriedanim nulami ukazeme v celej kapitole pre obr. 2.15

10 O 10 O 50 0 50 0
0 10 O 10 O 50 0 50
10 O 10 O 50 O 50 0
0 10 O 10 O 50 0 50
100 O 100 0 200 O 200 O
0 100 O 100 0O 200 O 200
100 O 100 O 200 O 200 O
0 100 O 100 O 200 O 200

Obr. 2.15 Segment obrazu, kde troveii jasu je vyjadrend ¢islami
Zaokruhlené spektrum po 2D DCCT

45  -15 -1 -7 0 -3 -1 6
26 5 0 1 -5 1 0 -2
-1 0 0 -1 -1 0 0 -1
-11 1 -1 1 10 -2 -1 -2
0 -3 -1 6 45 15 -1 -7
-5 1 0 2 =26 5 0 1
-1 0 0 -1 -1 0 0 -1
10 -2 -1 -2 -1 1 -1 1

Spektrum sa da opisat’ rovnicou
A B
YN:(B Aj’ (2.153)

kde Y, je matica rozmeru N x N a A a B sl matice rozmeru N/2 x N/2.

Zvol'me nasledujucu prenosovu funkciu filtra, ktora vyjadruje doplnenie spektra nulami pre obraz
s polovi¢nou plochou. Prenosova funkcia filtra pre obraz 8x8 typ 1 je

1 1 1 05 05 05 1 1
1 1 1 05 05 05 1 1
1 1 05 0 0 0 05 1
05 05 0 0 0 0 0 0,5
05 05 0 0 0 0 0 0,5
05 05 0 0 0 0 0 0,5
1 1 05 0 0 0 05 1
1 1 1 05 05 05 1 1
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Prenosovu funkciu typu 1 pre obraz N; x N, opiSeme rovnicou

( )
1 1 0’5'1(%‘)(%—1) 1 1
1 1
. 0,5 02 1) 0,5 :
R IR I C T C CO L CE ML CIVCEN M
: 0,5 0(1)(%271) 0,5 :
L ospgy -

kde Hy,xv, je matica s rozmerom N; X N, a 1(&)(1\’7271) je matica s rozmerom (N, / 4)x[(N, / 2)-1] ob-

sahujica samé jednotky. RekonStruovanym obrazom nazveme obraz, ktory vznikne po vykonani
nasledujucej operacie
yNIXNZZ2'(UN1)T'(HN1XN2°YN1XN2)'UNz > (2155)

kde

je Hadamardov sucin [95], pre ktory plati

Yy=Hi;-Y;

Rekonstruovany obraz z obr. 2.15 po (2.155) potom je

10 29 10 43 50 92 50 78
11 10 -3 10 25 50 39 50
10 -3 10 11 S0 39 50 25
43 10 29 10 78 50 92 50
100 68 100 103 200 173 200 138
135 100 99 100 191 200 226 200
100 99 100 135 200 226 200 191
103 100 68 100 138 200 173 200

Obr. 2.15 po rekonstrukcii pomocou 2D DFT je

10 28 10 42 50 91 50 77
10 10 -4 10 24 50 38 50
10 -4 10 10 50 38 50 24
42 10 28 10 77 50 91 50
100 67 100 102 200 172 200 137
134 100 98 100 190 200 225 200
100 98 100 134 200 225 200 190
102 100 67 100 137 200 172 200
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2.10.2.3 Interpolacia prestriedanim nulami pomocou DCCT 2

Zaokrahlené spektrum obrazu z obr. 2.15 je

45 -15 6 -1 -1 -7 -3 0
265 -2 0 0 1 1 -5

10 -2 1 -1 -1 -2 1 -11
-1 0 -1 0 0 -1 0 -1
-1 0 -1 0 0 -1 0 -1
-11 1 -2 -1 -1 1 -2 10
-5 1 1 0 0 -2 5 -26
0 -3 -7 -1 -1 6 -15 45

Spektrum mdzeme opisat’ vztahom

S
Yy= .
IJve B-JIng I -A-JIyp

(2.156)

Prenosovou funkciou filtra typ 2 nazveme maticu

1 1 1 1 1 05 05 05

1 1 1 1 1 05 05 05

1 1 1 1 1 05 05 05

1 1 1 05 05 0 0 0

1 1 1 05 05 0 0 0

05 05 05 0 0 0 0 0

05 05 05 0 0 0 0 0

05 05 05 0 0 0 0 0.
Prenosovu funkciu typu 2 definujeme pre obraz N x N rovnicou

(o1 1z 0.5 1y, )
(2.157)
Hy=| ‘o) 03 05 g
0,5 0,5
0,5 1’%4 0@71)(2) 0%;1
Rekonstruovany obr. 2.15 po vykonani operacie (2.155) s prenosovou funkciou (2.157) pomocou
DCCT 2 je

10 29 10 43 50 92 50 78

11 10 -3 10 25 50 39 50

0 -3 10 11 50 39 50 25

43 10 29 10 78 50 92 50

100 68 100 103 200 173 200 138

135 100 99 100 191 200 226 200

100 99 100 135 200 226 200 191

103 100 68 100 138 200 173 200
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2.10.3 Diskrétna sinusova transformacia

2.10.3.1 Interpolacia 1D DST doplnenim spektra nulami

Podla [opraveny vztah zo 110] plati tento postup pre interpolaciu pomocou DST (v literatire
DST 1):

AN o [ n }
X(k)—an:E)x(n) sin| (n+ 1)(k+ 1)N+1 ,
k=0,1,..,N—1,
Y() =Xx{),
pre [=0,1,...N-1,
Yin=0,
pre
[I=N,N+1,..,BN-1. (2.158)
Potom

()—BBle [ D(+1 “}
y(m) = 2> () -sin| (m+ 1)(I+ )BN+1 )

Da sa dokazat’, Ze tdto konStrukcia neinterpoluje.

2.10.3.2 Interpolacia prestriedanim nulami pomocou DST
Pre 1D interpolaciu plati (2.158) pre postupnost’ x(m) z x(n) vytvorenu z

x(n) = {x(0),x(1),...,x(N—= 1)},

vytvorime
x(m) = {x(0),'0,20,...,210,x(1), 0, ..., 2710, x(2), ....... 1,
tzn.
_ x(n) pre m=Bn
=0T inak
potom
Ly i [ D+ 1)—Z }
X(l)_ﬁ\f Z x(m)-sin| (n+ 1)(k+ )BN+1 ,

[=0,1,..,BN—-1 (2.159)
Dalej plati postup (2.158).
Interpolécia 2D je zlozitejSia. Pre interpolaciu 1. rddu (neseparovatelné podvzorkovanie [95])

navrhujeme pouzit’ postup s prestriedanim nulami a filtraciu podla nasledujuceho prikladu. Nad’alej
budeme pouzivat’ obr. 2.15 z kapitoly 2.10.2. Zaokruhlené¢ 2D DST spektrum je
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71 -28
-48 12
21 -10
3 -1
10 -4
-14 5
2 -5
11 2

10

-16
21

Spektrum ma rozlozenie spektralnych zloziek podla (2.156).
Prenosovou funkciou filtra typu 3 nazveme maticu, ktora napr. pre obraz 8 x 8 vyzera takto

H; =

(1

— = e e e e

O = o = e e

O O = = = = =
S OO = = e =

S OO OO ===
S OO OO OO ==

S OO O OO o -
S OO O O O O

12
-28

0)

11

-14

10

21

-48

71

(2.160)

Alebo po zohl'adneni neseparovatelnej symetrickosti spektra (okolo obratenej diagonaly) mozeme
uvazovat aj nasledujiicu funkciu filtra, ¢o je vyhodné hlavne pri pravouhlych transformaciach. Naz-
veme ju prenosovou funkciou typu 4.

Rekonstruovany obraz po filtracii 3.typom prenosovej funkcie podl'a rovnice (2.155):

10 O
24 10
10 -1
20 10
100 124
88 100
100 23

82 100

(

1
1
1
1
1
1
1
0,5

10
6
10
-1

100

66

100

77

I 1
I 1
1 1
I 1
1 1
1 0,5
0,5 0
0 0

32
10
26
10
119
100
132
100

—_—

0,5
0
0
0

50
24
50
49
200
190
200
165

1

1

1
0,5

S O O O

59
50
59
50
217
200
193
200

0

1

—

0
5

S O O O O

50
59
50
32
200
200
200
227

1 0,5)

S O O O o O

5

30
50
48
50

177
200
202
200

0

S O O O o O

(2.161)
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Rekonstruovany obraz po filtracii 4.typom prenosovej funkcie podl'a rovnice (2.155):

10
13
10
35
100
101
100
76

11 10
10 9
-4 10
10 16
95 100
100 89
115 100
100 90

17
10
9
10
107
100
103
100

50
53
50
61
200
207
200
180

45
50
36
50
200
200
189
200

50
67
50
61
200
203
200
215

36
50
34
50
162
200
213
200.

2.10.4 Interpolacia modifikovanou diskrétnou Hermitovou transformaciou

Pripad 1D je rovnaky ako pri pouziti DST, len interpolacna funkcia je baza MHT. Pre obr. 2.15 je

spektrum po 2D MHT

70
-50
33
4
13
12
0
15

-29 33
13 -25
-15 17
1 -4
-6 7

5 -11
-4 5

0 -4

-11
13

13
-11

17
-25
33

-15
13
-29

Spektrum ma rozlozenie spektralnych zloziek podla (2.156).

Prenosova funkcia filtra typ 3 - rekonstruovany obraz

10
30
10
22
100
106
100
84

Typ filtra 4 - rekonstruovany obraz

10
13
10
40
100
109
100
75

-3 10
10 2
-4 10
10 4
119 100
100 58
109 100
100 84

14 10
10 6
-8 10
10 22
&8 100
100 84
114 100
100 86

37
10
36
10
132
100
149
100

19
10
10
10
106
100
118
100

50
22
50
37
200
179
200
149

50
53
50
63
200
205
200
167

52
50
54
50
219
200
196
200

50
50
27
50
193
200
192
200

50
71
50
51
200
202
200
234

50
65
50
82
200
206
200
216

15
0
-12
13
4
33
-50
70

31
50
29
50
164
200
200
200

40
50
27
50
145
200
218
200
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2.10.5 Interpolacia IDCT Il (DCT IlI)
DCT II nema vlastnost’ interpolacie doplnenim nulami ako DST, ale mé tato vlastnost’, ak je

pouzitd ako doprednd transformdcia inverznad transformécia c¢asovej postupnosti (vektora, matice)
(potom ide o transformaciu DCT III); potom pre

X(k) = %ck N2; X(n) - cos [(2k+ l)n%\[] ,

(2.162)
k=0,1,.,N-1
plati postup (2.158) a vysledny interpolovany signal je
e
= Y()-cos| (2[+1 ,
vm) =2 (D) -cos| QI+ Dms s
(2.163)

m=0,1,..,BN—-1.

Pre signdl prestriedany nulami plati postup rovnaky ako pre DST, len s bdzovymi funkciami
IDCT II. Takto modifikujeme postup DST-2D-interpolécie prestriedanim nulami na rovnaky, len s ba-
zovymi funkciami IDCT II. Pre obr. 2.15 potom 2D IDCT II - spektrum je

55 42 19 O 8 -7 -3 11
-64 37 21 2 -10 6 4 5
26 -19 10 4 4 8 9 -14
2 0 -2 1 -1 3 -8 11
11 -8 3 -1 1 -2 0 2
-14 9 -8 4 -4 10 -19 26
-5 -4 6 -10 2 21 37  -64
nm -3 -7 8 0 19 42 55

Po fitracii filtrom tretieho typu dostaneme rekonstruovany obr. 2.15

10 13 10 32 50 44 50 31
8 10 -8 10 42 50 69 50
10 23 10 16 50 45 50 41
-6 10 -1 10 61 50 43 50
100 141 100 112 200 206 200 171
74 100 64 100 198 200 207 200
100 132 100 131 200 186 200 199
&80 100 72 100 169 200 230 200

Po filtracii filtrom 4.typu rekonStruovany obr. 2.15 je

10 7 10 7 50 33 50 34
14 10 14 10 67 50 74 50
10 1 10 5 50 30 S0 31
20 10 10 10 62 S50 63 50
100 115 100 111 200 200 200 161
& 100 79 100 204 200 203 200
100 126 100 110 200 190 200 213
76 100 82 100 179 200 216 200
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2.10.6 2D interpolacia 1.radu - zaver

Z predchadzajucich ¢asti a d’alSich pokusov s 2D DOT mézeme zostavit’ nasledujicu tabul'ku

Tabul’ka 2.10.1
Interpola¢né vlastnosti DOT pri transformacii signdlu prestriedaného nulami (podvzorkovanie 1.radu)

2D DOT DCTII} DCCT DFT |DCCT2] DST MHT | DLT HT ST WST N [|IDCT I} IDLT
ZRKADLENIE] bez 1 1 2 2 2 bez bez bez 2 bez 2 2
TYP FILTRA - 1 1 2 3,4 34 - - - 3,4 - 3,4 3,4

2.10.7 2D interpolacia 2. radu (pripadne parneho B, B, radu)

2.10.7.1 2D interpolacia 2. radu doplnenim spektra nulami

Pri obraze ide o separovatel'né podvzorkovanie, preto aj proces interpolacie méze byt vykonany
separovane: doplnenie spektra nulami ako v 1D pripade osobitne pre spektrum riadkové a osobitne pre
spektrum transformovanych a doplnenych riadkov v spektre po ich stipcovej transformacii.
Dvojrozmerny prepis tejto operacie vedie k zapisu:

1. 2D DFT a DCCT

Youx24 =

(

2. 2D DST, MHT, WST, IDCT II, IDLT

Potom

X(0,0)  X(0,1)  X(0,2)2
X(1,00  X(1,1)  X(1,2)2
X(2,002 X2,1)2 X(2,2)/4
0 0 0
0 0 0
0 0 0
X(2,002 X2,1)2 X(2,2)/4
X(3,0)  XG3,1) X(3,2)2
Y 5,NxBoN, = [ Ky
0,-1)vixvs

S O OO O o oo
S O OO O o oo
[=elelaole e =)

0N] X(Bz—l)Nz

05—V x(B2-1)N,

X(0,2)/2
X(1,2)/2
X(2,2)/4

0

0

0
X(2,2)/4
X(3,2)/2

y:B1B2 : (UB]NI)T : YBINIXBZNZ : UBzNz .

2.10.7.2 Prestriedanim obrazu nulami

).

X(0,3) )

X(1,3)
X(2,3)/2

0
0
0

X(2,3)/2
X(3,3)

Obraz prestriedany nulami 2. radu vyzera takto (priklad z obr. 2.15 z tejto kapitoly)

(2.164)

(2.165)

(2.166)
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10 O 10 O 50 O 50 0
0 0 0 0 0 0 0 0
10 O 10 O 50 O 50 0
0 0 0 0 0 0 0 0
100 O 100 0 200 O 200 O
0 0 0 0 0 0 0 0
100 O 100 O 200 O 200 O
0 0 0 0 0 0 0 0

Obr. 2.16 Obraz s jasovymi uroviiami vyjadrenymi ¢islami, prestriedany nulami - 2. rad

Spektrum pre transformacie z tabulky 2.10.1, ktoré maju vlastnost’ zrkadlenia spektra prestrie-
daného nulami, je pre obraz Xy .y, takéto

1. 2D DFT a DCCT

A Ny Ny A Ny Ny
YW{ 45 M) } o16n

2. 2D DST, MHT, WST, IDCT Il a IDLT

Y vy, = [ E ] . (2.169)
) A )

Interpolacny filter ma tvar:

1. 2D DFT a DCCT

e oS tew 05 I )
&) (&)
0,5-1(1)(&) 0,25 0,25 0,5-1(1)(1\'7]71)
Hyxv, =
O )ov
0,5- 1(1)(¥) 0,25 0(%)(¥_1) 0,25 0,5- 1(1)(%_1)
ECE MR C R R GO R C
(2.169)
2. 2D DST, MHT, WST, IDCT II, IDLT
1 N1\ (N, 0 Ny (N,
HN]xNz _[ (7)(7) (7)(7) } ) (2‘170)
o O)(e) O
otom
Vv, =4 (Un) " - (Hyoows © Yoew) - U, 2.171)

Pre obr. 2.16 zo zaciatku Casti je interpolacia 2. radu takato
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2D DST
10 10 10 25 50 61 50 25
6 5 6 25 53 66 53 26
10 10 10 25 50 61 50 25
46 55 46 62 104 127 104 53
100 121 100 124 200 243 200 102
124 151 124 153 247 300 247 126
100 121 100 124 200 243 200 102
49 60 49 62 100 122 100 51

2D IDCT 11

10 10 10 25 50 61 S0 25
8 7 8 26 55 69 55 26
10 10 10 25 50 61 50 25
46 55 46 66 106 127 106 56
100 121 100 130 200 237 200 107
124 151 124 160 244 290 244 132
100 121 100 130 200 237 200 107
50 60 50 66 102 122 102 55

Interpolacie vyssich radov st potom dalej len jednoduchou kombinaciou alebo kaskadovanim
jedno a dvojrozmernych interpolacii 1. a 2. rddu. Je vSak potrebné pri ich kombinécii alebo kaskédo-
vani sledovat’ najmé okraje obrazu, pretoze tie ¢asto (hlavne pri kaskddovani) nemaju pri zmene osi
obdiznikovy, ale trojuholnikovy tvar. Preto je ¢asto vyhodné pri vyssich radoch interpolacii tieto ok-
raje riesSit’ niektorou z jednoduchs$ich interpolacnych metdd (strednd hodnota, median, bilinearna
transformacia). Problém je zrejmy z obr. 2.17, kde je 2D interpolacia 2. radu rieSena ako kaskadova
interpolacia 1. radu.

X z X z X z X x X x X
696969
X z X z X z X x@x@x@x >
zyzyzyz Qv +v0 0
X Z X Z X zZ X XGXGX@X {Z}
ey vy Q%0 0 ¥0
1.krok - y=? 2.krok - z=?
X z X z X z X
zZ Yy z y z y z
X 2 X Z X z X
zZ Yy z y z y z
X 2 X Z X 2z X
{y} zZ Yy z y z y z

Obr. 2.17 2D interpolacia 2.radu kaskadovanim 2D interpolacie 1.radu

Posledny problém, ktory je potrebné riesit’ pri interpolaciach diskrétnymi ortogonalnymi trans-
formaciami je velkost’ bloku, ktory interpolujeme. Z pokusov na obraze sa zdd byt vyhodnejsie v
pripade pouzivania jednotnej velkosti bloku pouzitie mensich blokov pre interpolaciu, ¢o vSak zavisi
od "aktivity" obrazu. Problém je nielen v dostato¢ne presnej interpolacii chybajicich bodov obrazu,
ale hlavne zvysSena chybovost’ interpolacie a jej "rozvlnenie" na okrajoch interpolovaného bloku.
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RieSenim asi bude predspracovanie interpolovaného obrazu prahovanim, kde by boli uréené
plochy s relativne homogénnou Strukturou, ktora vedie ku kratSej reprezentacii v spektralnej oblasti,
¢o je pri transformacnych metddach zakladnd podmienka tispe$nosti interpolacie aj aproximacie ob-
medzenym poctom bazovych funkcii.

Interpolaciu budeme riesit’ prekryvajucimi sa blokmi. Napr. interpolovat’ transformacne po blo-
koch 2N x 2N a vysledok interpolacie zapisovat’ len zo strednych N x N vyslednych bodov. Takto sa
do vysledku (az na okraje obrazu) dostavaju body, ktoré st zrejme interpolované s va¢Sou presnostou
(obr. 2.18), (tabulka 2.10.2, tabulka 2.10.3).

Obr.2.18a,b,c,d, e, f
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Obr. 2.18 g, h, i, j, k, I, m
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i
TE T T
e

Obr. 2.18 Obraz OKO 64x64 obrazovych bodov: original (a),interpolovany 2D DFT alebo DCCT + filter 1 (b),
2D IDCT II alebo 2D DCT III + filter 4 (c), 2D DST I + filter 4 (d), 2D MHT + filter 4 (e), 2D DLT
+ filter 4 (f), 2D DFT alebo DCCT + filter 4 s prekryvom DOT 24x24/8x8 (g) 2D DCT + filter 4 s
prekryvom DOT 24x24/8x8 (h), 2D DST + filter 4 s prekryvom DOT 24x24/8x8 (i), podvzorkovany
2.radu a interpolovany 2D bez prekryvu: DFT alebo DCCT (j),IDCT II alebo DCT 1II (k), DST I (1),

MHT (m), DLT (n), podvzorkovany 2.radu a interpolovany 2D s prekryvom 24x24/8x8: DFT alebo
DCCT (o), IDCT II alebo DCT III (p) a DST I (q)
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Tabulka 2.10.2
Zavislosti strednej kvadratickej odchylky interpolovaného obrazu podvzorkovaného 1.radu od originalu od
roznych typov obrazu, DOT, roznych velkosti blokov a rdznych prekryvov, kde Citatd’ je velkost’ transformo-
vaného bloku a menovatel je velkost' stredu rekonStruovaného bloku, ktory sa uchovava ako vysledok

interpolécie
LENA 256 x 256
2D DOT prekryv
8x8/8x8 MSE 8x8/4x4 MSE 16x16/8x8 MSE 24x24/8x8 MSE
DFT, DCCT 42,941 17,747 18,075 17,441
IDCT 47,208 26,301 18,741 16,936
DST 55,433 38,339 20,617 17,963
MHT 68,362 47,587
DLT 82,017 43,223
WST 42,628 37,280
BABOON 256 x 256
2D DOT prekryv
8x8/8x8 MSE 8x8/4x4 MSE 16x16/8x8 MSE 24x24/8x8 MSE
DFT, DCCT 247,821 202,619 204,868 202,776
IDCT 275,515 237,194 241,009 243,550
DST 280,309 247,539 242,214 243,710
MHT 295,410 255,249
DLT 317,301 257,566
WST 277,076 267,789

Tabulka 2.10.3

Zavislosti strednej kvadratickej odchylky interpolovaného obrazupodvzorkovaného 2.radu od
originalu od réznych typov DOT, roznych velkosti blokov a rdznych prekryvov, kde Citatd’
je velkosti transformovaného bloku a menovatel’ je velkost’ stredu rekonstruovaného bloku,
ktory sa uchovava ako vysledok interpolacie

LENA 256 x 256
2D DOT prekryv
8x8/8x8 MSE 8x8/4x4 MSE 24x24/8x8 MSE
DFT, DCCT 166,953 52,546 46,473
IDCT 1074,254 259,975 64,453
DST 1444,731 574,661 107,157
MHT 1960,868 886,458
DLT 1502,382 547,572
WST 168,396 169,453
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2.11 WAVELETOVA TRANSFORMACIA

Waveletova transformdacia (WT) [95], [96] resp. waveletova tedria tvori mohutny aparat na re-
prezenticiu a analyzu signalov podobne ako Fourierova transformécia a transformicie z nej odvo-
dené. Ked'ze pri WT je diskrétny a spojity tvar tesne previazany, zatneme v spojitom tvare a plynule
prejdeme do tvaru diskrétneho.

e I R AU

Haar CDF(2,2) © Daubechies 4 Antonini 9/7 Daubechies 10 Daubechies 20

Obr. 2.19 Priklady roznych druhov zakladnych waveletov

Pri WT st bazov é funkcie (wave lety) v, ,(f) tvorené zmenou mierky a posunom prototypovej

funkcie, tzv. zakladného waveletu y(¢) (obr 2.19). Na reprezentdciu spojitych signdlov staci len Cast’
moznych posunov a zmien mierky y(?). NajbeznejSie volime [96]

Vonal£) =272 92"t =n ) mneZ. (2.173)

Kazdu funkciu f{) € L*(R) mdzeme pomocou V,,,(f) vyjadrit mnozinou waveletovych koeficientov
dn(n) diskrétnej v Case

fn) = % Z A (MY (1) dy(n) = [ A0, (2.174)

pri¢om pozadujeme vzajomne ortogonalne, normalizované \J ,, ,(¢), bez jednosmernej zlozky:

[ IWnao)Pde=1 [ Waalt)dt=0, (2.175)

[ Vona W o (Dt = 8(m—mY3(n—n")  mmm' .0’ ez, (2.176)

kde 8(n) su diskrétne jednotkové (resp. Kroneckerove) impulzy. Vzt'ahom (2.174) su definované orto-
normalne waveletové rady (WR), pri¢om mnozina{\y . .(f);m,n € Z} tvori ortonormalnu bazu L*(R)
.V doésledku spdsobu tvorby bazovych funkcii (vztah 2.173) existuje v priestore L*(R) postupnost’
uzavretych hierarchickych podpriestorov V,,, ktoré f(r)charakterizujii s réznou uroviiou rozliSenia
(resp. aproximuju s roznou presnostou), t.j. tvoria analyzu s viacurovitovym rozlisenim (MRA)

G...cVcVicVcVicVic..cV,.=L*R) 2.177)
horsia «— aproximacia — lepsia

Pre ortonormalne waveletové rady ma MRA nasledovné vlastnosti [96]:
1. Kompletnost

UZ Vm :LZ(R) m Vm = {0} )

meZ
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2. Invariancia vzhladom na posun v case a zmenu mierky
flH) e Vi = f271) € Vo Vm e Z,
i eVo= fit—n) eV VneZ,

3. Existencia bazy Existuje funkcia mierky ¢(f) € Vo takd, ze mnozina {¢(¢—n)} je orto-
normalnou bazou podpriestoru V,. Pouzitim bodu 2 dostaneme, Ze mnozina
{d)m,,,(t) = 2’?¢(2’"1t—n)} je ortonormalnou bazou V,, ,

4. Existencia bazy ortogonalneho doplnku Nech W, je ortogonalny doplnok V,, do V-1 , t,].
nechplati: V,., =V, ®W, pricom W, LV, .Potom existuje zdkladny wavelet y(¢) € Wy
taky, ze mnozina {y(# —n)} je ortonormalnou bdzou W,, resp. mnozina waveletov {y,,.(?)}
je badzou W,,.

reprezentacia signalu

ese 7 WU see Wz Wl: WO ees Wm eee perR

\ NN\ _,
{0}>eee =V > oo %Vﬁ@%\/ls@%\*/ﬁ@% see >V oP— X]—> see > [°(R)
g

reprezentacia signalu vstup diskrétneho signalu  projekcia spojitého signélu
pri DWT pri vypocte DWT pri vypocte WR

Obr. 2.20 Hierarchia aproximaénych V,, a diferenénych W, podpriestorov pri WR

Podpriestory V,,, ktorych bazy tvoria funkcie mierky, maji sumacny charakter (obsahuji aprox-
imaciu nasho signalu), zatial ¢o podpriestory W,,, ktorych bazy tvoria wavelety, maju charakter difer-
enény (obsahuju detail signdlu na rdznych tUrovniach rozliSenia).Delenie priestoru L?(R) na
podpriestory vyplyvajuce z vlastnosti je znazornené na obr.2.20. Koeficienty waveletovych radov
d,,(n) podla (2.11-2) predstavuji ortogonalne projekcie funkcie f{f) € L*(R) do podpriestorov W,,.
Projekciou f{¢) do V,, dostaneme:

00

en(m) = [ OG0yt 5= Y en()bmald) , (2.178)

n=—owo

kde ¢,,(n) je mnozina projekénych koeficientov (koeficienty mierky) a s(¢) € V,, predstavuje aprox-
imaciu f{f). V dosledku vlastnosti MRA, mo6zu byt bazové funkcie podpriestorov V,, a W, vyja-
drené ako linearna kombinacia bazovych funkcii podpriestoru V,_;, t.j. platia tzv. relacie zmeny
rozlisenia [96]:

o) = J2 :iiwhm(nm(zz—n) w() = 2 :iiwgmm(n)wr—n), (2.179)

kde hua(n) a guwa(n) nazyvame koeficienty pre zmenu rozliSenia. Analogicky, medzi
projekénymi koeficientami na susednych Grovniach rozlisenia platia vztahy:

ot (1) = kZZ Fora(k = 2m)Cm (k) A1 () = kZZ Goralle = 21)em(R) (2.180)
en() = 2 a1t = 2K)Cmar(B) + 2 @it — 26)d s () (2.181)
keZ keZ
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Vztahy (2.180) a (2.181) ndm umoziuju efektivny vypocet waveletovych radov a ich Specialne-
ho pripadu - diskrétnej waveletovej transformécie (DWT). Namiesto vypoctu WR v spojitej oblasti
(2.176) staci raz vykonat’ projekciu spojitého signalu f{¢) do V,, ( 2.178) a d’alej vo vypocte wavele-
tovych koeficientov pokracovat’ v diskrétnej oblasti rekurentnym opakovanim vztahu (2.180). Vol'bou
zaciatocného projekéného priestoru V, mozme aproximovat vypocet WR v spojitom tvare s
Pubovol'nou presnostou.

Pri vypocte DWT interpretujeme vstupny diskrétny signal x(n),n € Z priamo ako projekéné
koeficienty co(n) a vztahom (2.181) pokracujeme vo vypocte waveletovych koeficientov az po zelanu
uroven rozliSenia U. Po skonceni vypoctu je signal reprezentovany mnozinami waveletovych koefi-
cientov {d,(n),d»(n), ...,du(n)} a koeficientami mierky {cy(n)}. Pre signal x(n) koneénej dizky L, je
pocet Urovni rozliSenia obmedzeny na Unax < log, L.

uroven 3 uroven 2 uroven 1 ‘poc":iatoéné baza
T Ve Va Vi ] Vo

Obr. 2.21 Struktira bazy DWT (Daubechies 4) s velkostou bazovych vektorov 16

Z pohl'adu signalu je baza DWT diskrétna a obsahuje L bazovych vektorov. Pri vstupe x(n) do
MRA je jeho baza tvorena posunmi jednotkového impulzu. Pri rozklade signalu do d’al’Sich podpries-
torov tvoria bazové vektory Coraz lepSie aproximacie waveletov a funkcii mierky. Situdcia je znazor-
nena na obr. 2.21.

Pri konecnej dizke signalu treba zabezpe¢it' korektnii manipuléciu so vzorkami na jeho okrajoch.
V pripade DWT sa uzivaju najmai tieto rieSenia: periodické rozsirenie signdlu, symetrické rozsirenie
signalu (ak ma baza symetrické funkcie resp. vektory) a konStrukcia waveletov na intervale (vtedy
DWT obsahuje Specidlne okrajové wavelety, t.j. bdza nie je formovana len zmenami mierky a posun-
mi zakladného waveletu) [170].
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Vlastnosti, ako aj samotnd existencia WT st podmienené vlastnostami koeficientov pre zmenu
rozliSenia A,,,(n) a gu0(n). Ked ich interpretujeme ako impulzové charakteristiky filtrov, mozeme
WR a DWT vypocitat’ bankami filtrov. Pritom vSetky poziadavky na wavelety, funkcie mierky a
vztahy medzi nimi mézme vyjadrit’ ako poZiadavky na filtre pripadne na Struktiuru banky filtrov.

2.11.1 Vypocet DWT bankami filtrov

Operacie vykonavané pri vypote WR a DWT vztahmi (2.180) a (2.181) s v oblasti ¢isli-
cového spracovania signalu zname ako operacie, ktoré vykonava 2-pasmova banka filtrov (FB) pri
rozkladani signalu (analyze) na subpasma resp. pri ich spdtnom skladani (syntéze). Ak pre impulzové
charakteristiky filtrov pre syntézu plati 2(n) = hyra(n), g(n) = gmra(n) a filtre pre analyzu su ich Caso-
vou reverziou, t.j. plati h(n) = huu(—n),8(n) = gma(—n), potom mézme vypocet DWT schématicky
prekreslit’ do tvaru na obr.2.22. Tento tvar predstavuje kaskddu 2-pasmovych FB. Signal rozkladaja
vzdy na dva signaly s rozdielnym charakterom, dolnopriepustnym a hornopriepustnym. Signal s dol-
nopriepustnym (DP) charakterom je rozkladany rekurzivne d’alej, t.j. jedna sa o rekurzivnu FB.

cy(n)
dy(n)

)
d,(n)

Obr. 2.22 Schéma vypoc¢tu DWT pomocou rekurzivnej 2-pasmove;j banky filtrov

Aby FB umoznila vypoéet DWT, musia filtre spihat’ poziadavky tzv. ortogondlneho riesenia banky
filtrov. Nech /(n) je impulzova odpoved’ dolnopriepustného filtra (DP) s kone¢nou impulzovou od-
povedou parnej dlzky N spliajica nasledovné podmienky:

> ho(n) =42, zk:ho(n)ho(n—2k)=8(k), (2.182)

potom impulzové odpovede filtrov vo FB m6zme vyjadrit’ pomocou /¢(#)
h(n) = ho(=n) , h(n) = ho(n) ,
g(n)=(=1)"ho(N=1-n), g(n)=(=D"ho(N=1+n) . (2.183)

Pomocou konceptu rekurzivnych bank filtrov mézme podpriestory, do ktorych DWT signal roz-
klada, charakterizovat z frekvencného hladiska. Kazdy podpriestor obsahuje len Cast’ spektra
povodného signalu (subpasmo), priCom Sirka subpasiem klesa nie linearne ale logaritmicky.

Priklady ortogonalnych rieseni FB, odpovedajicich waveletov a funkcii mierky su na obr. 2.26.
Pri aplikacii DWT na 2D signdl sa pouziva rekurzivny rozklad podla obr. 2.27 (porovnaj s tvarom
spektra 2D HT na obr. 2.6). Charakter aproximacie obrazu pre vybrané DWT je na obr. 2.29.
Vysledky ktoré vybrané DWT pri aproximadcii dosahuju, vyznievaju v prospech DWT s dlhymi impul-
zovymi charakteriastikami filtrov a hladkymi bazovymi funkciami.
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2.11.2 Biortogonalne DWT

V doterajSom texte sme hovorili o DWT ako o ortogonalnej (resp. ortonormalnej) transformacii.
Koncept odpovedajucich ortogonalnych bank filtrov v§ak neumoziuje pri pouziti filtrov s linedrnou
fazovou charakteristikou (tvoriacich symetrické bazové funkcie) dosiahnut uplnt rekonstrukciu
signalu. Tt umoznuje dosiahnut’ az vSeobecné , biortogondalne riesenie banky filtrov. Pri navrhu fil-
trov potom méame k dispozicii viac stupiiov vol'nosti (napr. mézeme pouZit filtre s roznou dizkou im-
pulzovej odpovede). Nech #h(n), h(n) su impulzové charakteristiky DP filtrov pre ktoré plati
podmienka biortogonality [170]:

Shn) =3 hn)= 2 > h(n)h(n - 2k) = 8(k) , (2.184)

potom impulzové odpovede HP filtrov vo FB m6zme vyjadrit’ :
gm)=(-1"hQ2I+1-n) gn)=(=1)"hQI+1-n), leZ. (2.185)

V pripade Z(n) = h(—n) dostdvame predoslé ortogondlne rieSenie. Biortogonalne filtre moézme pouzit’
v reldcidch zmeny rozliSenia v tvare:

0(t) = V2 X h(m)d(n—21) 0(0) = 2 T h(m)d2t—n) ,

T =2 ZEmd(n-20) y(0) =2 X gmp@t-n), (2.186)
kde nové funkcie () a J(7) su dudlna funkcia mierky resp. dudlny wavelet. Ich posuny a zmeny
mierky tvoria bazy podpriestorov V,, resp. W,,, podobne ako ¢(¢) a y(¢) tvoria bazy podpriestorov V,

a W,,. V priestore L?(R) potom existuju dve hierarchie podpriestorov:

.chchclVclViclV,c...

.chheclhcVicVicVac.. (2.187)

pricom
Ve L W, Ve L W, (2.188)
Vm—l = Vm + Wm 5 I~/m—l = IN/m + I7Vm . (2189)

Pri analyze signal pomocou filtrov s impulzovymi charakteristikami Z(n) a g(n) rozlozime do
podpriestorov V,, resp. W,,. Ziskané koeficienty reprezentuju signal zarovei aj v priestoroch V,, resp.
W, t.J. signal pri syntéze zrekonStruujeme pomocou 4(n) a g(n). Situacia je zndzornena na obr. 2.23.

le W, V= VO Wy V=V,

J

—>
V=V,
a)ortogonalny rozklad b)biortogonalny rozklad

Obr. 2.23 Spdsob rozkladu signalu do ortogonalnych a biortogonalnych podpriestorov
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2.11.3 Lifting schéma

Biortogonalne DWT mézeme efektivne vypocitat’ metédou nazvanou lifting schéma[171][172].
Pomocou jednoducho invertovatel'nych krokov umoznuje tvorit’ zlozité biortogondlne systémy. Prin-
cipalna schéma je na obr. 2.24.

, (r ] (r r) r-1
parne e pame

| ® Predikcia
X(n
)g R R-l @ @ Aktualizacia
‘ ) . Rozdelenie
neparne d(” d(' " dm dm d<' D am neparne na pz;rnia
neparne zlozky
‘<7 Dopredny smer ‘ Spétny smer %‘

Obr. 2.24 Operacie vykonavané pri vypocte DWT realizovanej lifting schémou

Na zaciatku je signal rozdeleny na parne a neparne zlozky (tzv. leniva transformdcia).

Ziskané mnoziny st potom navzajom predikované a aktualizované, kym nie si povazované za "de-
korelovane". Ciel'om predikcie je €o najlepSie predpovedat’ neparne zlozky a vynulovat’ ich, t.j. ziskat’
¢o najmensie hodnoty v HP casti po doprednej transformacii. Aktualizciou sa snazime zachovat’ v
DP casti (parne zlozky) ¢o najviac vlastnosti pdvodného obrazu. To sa stdva dblezitym najma pri
opakovani vypoctu v DP Casti, t.j. aby bola predikcia v d’al$ich trovniach rozkladu aj nad’alej u¢inna.

Lifting schéma umoznuje vyhodne realizovat' klasické DWT, pricom svojou Struktirou
umoziuje jednoduché rozsirenie konceptu DWT. Jej vlastnosti a spésob pouzitia mézme potom
zhrntt' v nasledovnych bodoch:

1. urychlenie implementacie DWT (v 1D pripade az dvojndsobne)

2. moznost’ vykonat’ vypocty bez pouzitia pridavnej paméte (t.j. in-place)

3. jednoduchy navrh vlastnych DWT so zaru€enou invertovatel'nostou

4. konstrukcia nelinearnych DWT [173]

5. pouzitie DWT pre nerovnomerne navzorkované signaly

6. konstrukcia DWT na intervaloch, krivkach, povrchoch

Vlastnosti vyslednej transformécie su urcené vlastnostami prediktorov a spdosobom ich aplikacie.
Teoreticky mdzeme pouzit’ l'ubovolné prediktory. Prieckova Struktira ndm zarucuje biortogonalitu a
tym aj uplnt rekonstrukciu. Koncept prediktorov predstavuje silny vztah medzi transformacnym a
prediktivnym kodovanim. Lifting schéma takto principialne umoziuje dvojaky pristup k dekorelacii
dat: a) pouzit’ transformacny pristup b) vyuzit’ priamo predikény princip a snazit’ sa data dekorelovat’
priamo navrhom sustavy prediktorov pouzitych v lifting schéme.

V kontexte kompresie obrazu sa stdvaju dolezitymi okrem zefektivnenia klasickej DWT pre-
dovsetkym moznosti pouzitia nelinedrnych (pripadne adaptivnych) DWT a DWT na intervaloch (t.j.
na ohrani¢enych signaloch ako napr. obraz). Pri bezstratovej kompresii obrazu sa s vyhodou pouziva
lifting schéma v celociselnych DWT, v ktorych prediktory zaokruhl'uju predikované hodnoty
(nelinearna operacia) [174].

2.11.4 Waveletova paketova transformacia (WPaT)

Waveletova paketova transformacia [1], [175] rozsiruje koncept DWT o rozklad diferen¢nych
priestorov. V. MRA potom vznikd Uplna hierarchickd stromova Struktara podla obr. 2.25. Repre-
zentacia signalu v celej hierarchii je redundantna, sta¢i pouzit’ iba niektoré podpriestory. Vyber
najvhodnejsej stromovej Struktiry na reprezentdciu daného signdlu podla daného kritéria je ekviva-
lentny s hladanim najlepSej bazy. Mo6ze byt realizovany adaptivne, alebo pevne pre dani triedu
signalov. Najbeznejsie kritéria pri pouziti na kompresiu obrazu si: minimalizacia entropie signalu,
minimalizacia poctu bitov reprezentacie signalu a skreslenia pri danej mnozine kvantizatorov.
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Obr. 2.25 Hierarchicka $truktiira podpriestorov pri waveletovej paketovej transformacii

Pri pouziti biortogonalnych waveletov existuju analogicky k (2.185) dve hierarchie podpriesto-
rov, priCom hierarchia podpriestorov pri analyze ma identicka Struktaru ako hierarchia podpriestorov
pri syntéze. Princip delenia subpasiem pri WPaT moéze byt rozSireny aj do oblasti ¢asu (nazyvany aj
casovo-frekvencna segmentdcia) [176]. Priklad rozlozenia subpasiem pri waveletovej paketovej

transformacii a jej rozSirenie o delenie koeficientov v Case su na obr. 2.28.
V praxi sa WPaT z ispechom vyuZziva v FBI §tandarde na kompresiu otlackov prstov.
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d) CDF 9/7 pouzity v FBI $tandarde na kompresiu otlatkov prstov a v algoritme SPIHT
h(n) = (0,03782, -0,02384, -0,11062, 0,37740, 0,85269, 0,37740, -0,11062, -0,02384, 0,03782 )
h(n) = (-0,064538, -0,040689, 0,418092, 0,788485, 0,418092, -0,040689, -0,064538 )

Obr. 2.26 Porovnanie ortogonalnych (a,b) a biortogonalnych (c,d) waveletov(pozn. D4 - Daubechies 4 ,
CDF - Cohen-Daubechies-Fauveau )
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Obr. 2.27 Spdsob vypoétu 2D DWT rozkladom na subpasma v banke filtrov (v kazdom transformaénom kroku sa signal

rozdeli na Cast’ s dolnopriepustnym L (Low) a hornopriepustnym H (high) charakterom, priCom v krokoch sa
striedaji smery x a y)
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a) frekvencné¢ delenie b) frekvencné¢ aj ¢asové delenie

Obr. 2.28 Priklady rozlozenia subpasiem pri waveletovej paketovej transformacii a jej rozsirenie o delenie koeficientov
v Case

a) Haar , MSE: 454.3 b)Daubechies 4, MSE: 391.24

c¢) CDF 5/3, MSE: 368.5 d) CDF 5/3 s vymenenymi filtrami
pre analyzu a syntézu, MSE: 546.5
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e) Daubechies 20, MSE: 322.4 f) CDF 9/7, MSE: 324.3

Obr. 2.29 Aproximacia obrazu vybranymi waveletovymi transformaciami pri vynulovani 98,5 % waveletovych koeficientov
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