2.4.1 Vplyv korenov na vlastnosti frekvenénych charakteristik

Prenosovii funkciu diskrétnej sustavy moZeme napisat v tvare
korenovych sucinitelov, ako je zrejmé z rov.(2.28). Vlastnosti sustav
jednoznacne urcuju koeficienty prenosovej funkcie (2.24), resp. jej korene.
Skusme analyzovat vplyv jednotlivych typov korenovych sucinitelov na
priebeh frekvencnych charakteristik sustav.

Uvazujme realny koren ako nulovy bod prenosovej funkcie.
Prenosova funkcia ma potom tvar:

H(z) = (1 - zokz™!) (2.58)
a jej frekvencné charakteristiky dostaneme , ak z= e
H(Q) = (1 — zoke ) = 1 - zoi- cosQ + j zorsSin Q (2.59)

Magnitudova frekvencna charakteristika prenosovej funkcie ma tvar:

M(Q) = (1 - ok cos Q) + (Zok - Sin Q)2 (2.60)
a fazova frekvencna charakteristika

Zok - Sin Q)
1 — zoi -cosQ

¢(Q) =arctan (2.61)

Komplexny vyraz (2.59) mozeme znazornit v komplexnej z rovine
pomocou kruznice so stredom v bode z =1 (obr.2.13). Polomer kruznice je
urceny velkostou korena zg,r a korenovy sucinitel zobrazujeme pomocou
vektora, ktory ma jeden koncovy bod v bode z=0 a druhy lezi na tejto
kruznici a premiestnuje sa po nej v zavislosti od zmeny hodnoty Q2. V dvoch
bodoch je vektor prave na realnej osi a to pre Q=0 a pre Q =n . Kym v
prvom pripade dostavame minimum

Mun(QQ) = 1 — zok (2.62)
v pripade Q = n dostavame maximum

Muax(Q) = 1 + zox (2.63)

Samozrejme, ze uvedena uvaha plati, ak nulovy bod je kladny, t.j.
Zor > 0. V pripade, Ze nulovy bod je zaporny t.j. zor <O, rov.(2.58) bude mat
tvar

H(z) = (1+zokz)

a jej frekvencné charakteristiky

M(Q) = /(1 +zorcos Q)2 + (zorsin Q)2



ZowSin Q
¢(2) = arctan 1 + zokcos Q

Z uvedenych rovnic je zrejmé, Ze nastava zmena smeru pohybu
koncového vektora po kuznici v obr.2.13 a extrémy si vzajomne vymenia
miesta.

Priebeh magnitadovej frekvencnej charakteristiky prenosovej funkcie
v rozsahu (O, m) pre niektoré hodnoty realnych nulovych bodov je na
obr.2.14.
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Obr.2.13 Zobrazenie vektora H(Q2) v z rovine
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Obr.2.14 Priebeh M(QY) pre niektoré hodnoty zoi



Ako ukazuje obr.2.14, ak realny koren je nulovym bodom prenosovej
funkcie a je kladny, t.j.zox)O, potom priebeh magnitudovej frekvencnej
charakteristiky je charakteristicky pre hornopriepustny systém, kym pre
zaporny nulovy bod, t.j. zo(0 vedie k systému s dolnopriepustnym
charakterom. Z vektorového zobrazenia moZeme ziskat predstavu aj o fazovej
frekvencnej charakteristike prenosovej sustavy (rov.(2.61)). Tato ma dva
extrémy a to pri kmitoctoch, kedy sa vektor stava doty¢nicou ku kruznici.
Na obr.2.15 su nakreslené priebehy fazovych charakteristik pre tie isté
hodnoty nulovych bodov,ako v obr.2.14.

Kym pri magnitudovej frekvencnej charakteristike zmena velkosti
korena ovplyvnuje hodnotu extrémov, ale ich poloha sa nemeni, pri fazovej
frekvencnej charakteristike velkost korena ovplyvnuje velkost aj polohu
extrému. Spolotnym znakom oboch charakteristik je monotonnost ich
priebehov medzi extrémami.
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Obr.2.15 Priebeh ¢(Q) fdzovej charakteristiky pre rozne zoj

V pripade, Ze realny koren je po6lom prenosovej funkcie, tato ma tvar:

(2.64)

magnitadova frekvencna charakteristika ma priebeh reciproc¢ny k priebehu z
obr.2.14, maximum sa meni na minimum a naopak. Ak si to uvedomime,
potom kladny realny pol bude reprezentovat dolnopriepustnu sustavu a
zaporny pol zase hornopriepustnu sustavu.

Pozrime sa teraz na sustavu s prenosovou funkciou H(z) ako na
sustavu, ktora generuje impulzovu charakteristiku h(rn). V pripade, ze H(z)
je dana vztahom (2.58), impulzova charakteristika je konecna a ma tvar:



h(n) = {1,-zo} (2.65)

V pripade, Ze H(z) je v tvare (2.64), postupnym delenim dostavame

1:1-zwz!=1+zwz! +2522+ 2523 +..
takze impulzova charakteristika je dana:

h(n) = { 19 ZXk’ Z_;2(k’ zik, Z;L(k’ ---} (2.66)
z coho nam hned vyplyva, ze ak ma byt sustava stabilna, musi byt zu(1,
Cize pol musi lezat vovnutri jednotkovej kruznice.

V pripade, Ze zu =1, impulzova charakteristika h(n) je konsStantna a
rovna 1, hovorime, Ze sustava je na hranici stability.
Dvojica komplexne zdruzenych korenov.

Ak ma prenosova funkcia H(z) komplexne zdruzené nulové body,
potom ma tvar:

H(z) = (1-zokz )1 -Zokz ') = 1 — 2Re(zok) - 2z ! + |zok|® - 22 (2.67)
ak zok = |zok|€Vo a 2-Re(zok) = 2|zok|cos yor, potom mozeme napisat:

H(z) = 1 - 2|zok| -cosyor-z ! +|zok|? - 22 (2.68)
Pre vztah (2.68) vyjadrime Stvorec magnitudovej frekvencnej charakteristiky:

M2(Q) = 1 + 4|zok|*cos®Por + |zok|* +2|zok| (2 cos2Q — 1) -

—4|zok] ~cos‘P0k(1 + |Z()k|2) .cosQ (2.69)

Derivovanim vztahu (2.69) podla QO dostaneme vyraz

4|20k|cos‘1’0k(1 + |Zok|2) sinQ — 8| zok|%2cos QsinQ (2.70)

z ktorého mozeme urcit extrém. Je zrejmé, Ze jedno trivialne rieSenie je, ak
sinQ2=0, t.j. pre Q=0 a aj pre Q=mx,2m.

DalSie rieSenia dostavame z vyrazu(2.70) za predpokladu, ze ho
polozime rovny nule. Potom dostavame

cos Q. = %cos‘POk(IZOkI + ﬁ) (2.71)

Prvé riesenie predstavuje dva extrémy. ktoré su na okrajoch pasma
pomerovej kruhovej frekvencie 2, druhé rieSenie urcuje treti extrém, ktory je
vSak obmedzeny podmienkou

cosQ. <1 (2.72.a)



resp.

1( . )
= |zok| +—— ] -cosWor <1 2.72.b
D) | Okl |ZOk| S T 0K ( )

Riesenim rov.(2.72.b) dostaneme:

| Zow| < ﬁ + tan oy (2.73)

Vztah (2.73) urcuje hranicné hodnoty velkosti komplexného korena.

Na zaklade toho mozeme zostrojit krivku, ktora pre kazdy uhol
urci intervaly:
a)Jv ktorom sa vyskytuje treti extrém (dostavame zvlnenu magnitadova
frekven¢énu charakteristiku)

b)v ktorom sa treti extrém nevyskytuje (magnitidova charakteristika ma
monotonny priebeh) .

Ako je zrejmé z obr.2.16 (ale aj zo vztahu (2.73)) pre yox =5 ziskame
treti extrém, pricom na velkosti |zox| vObec nezalezi. Pre iné hodnoty yor st
oblasti diferencované.

Charakteristicky priebeh magnitudovej frekvenc¢nej charakteristiky v
pripade, ze koren reprezentuje nulovy bod, je na obr.2.17.b.

V pripade, Ze koren predstavuje pol prenosovej funkcie , priebeh M(Q)
je na obr.2.17.a. V tomto pripade musime dbat, aby koren nelezal mimo
jednotkovej kruznice, lebo systém by bol nestabilny.
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Obr.2.16 Oblasti monotonnej a zvlnenej magnitiudovej
frekvenc¢nejcharakteristiky v z rovine
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Obr. 2.17 Priebehy magnitidovej frekvencnej charakteristiky

VysSetrime teraz vplyv korenov na fazova -charakteristiku.
Predovsetkym vyjadrime si vztah pre fazovi charakteristiku

2| Zoi|cos Vo sinQ — | zor| 2sin 2Q

tan () = (2.74)

1 — 2|zok|lcos Por cosQ + |zok|2cos 2Q

Tento vztah ukazuje na nelinearnost fazovej charakteritiky.

Analyzujme  vlastnosti korenového sucinitela a jeho vplyv na
prislusnu impulzovu charakteristiku. Ak sa jedna o nulové body, potom
impulzova charakteristika h(n) nadobuda hodnoty

h(n) = {1, -2Re{zok}, |zoxl*} (2.75)
velkost |zx| neovplyvni stabilitu systému.

Ak sa jedna o pol sustavy, potom delenim od najvySsich mocnin
dostaneme trivialne vyjadrenie Z{h(n)}. Impulzova charakteristika ma tvar:

h(n) = {1, 2|2l cos ¥ e, | Zxic| *(4 - cos? W e — 1),
| Zsic| 24 cos W1 — 2 082 W xic), ...} (2.76)

a vzhladom na narastajuce mocniny z, podmienka stability vyzaduje, aby
|Zzu| < 1, t.j. poly musia lezat vovnutri jednotkovej kruznice.
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