KAPITOLA 2

OPIS DISKRETNYCH SYSTEMOV VO FREKVENCNEJ OBLASTI

V predchadzajucej kapitole sme ukazali opis diskrétnych systémov
pomocou diferencnej rovnice, pomocou konvolucie vstupného signalu s
impulzovou charakteristikou, ¢o bolo urcené predovsetkym pre modelovanie
v casovej oblasti. Opis tychto systémov vo frekvencnej oblasti je z hladiska
systémovych vlastnosti daleko dolezitejsi, pretoze umoznuje iny pohlad na
ne. V teorii analdogovych systémov dolezitymi nastrojmi su integralne
transformacie , napr. Laplaceova a Fourierova. Tymto transformaciam v
diskrétnej oblasti zodpoveda transformacia Z a diskrétna Fourierova
transformacia (DFT). Ich vyznam ocenime pri analyze diskrétnych signalov,
ale aj systémov, pretoze umoznuju zjednodusenie vypoctov systémovych
charakteristik.

2.1 Transformacia Z
2.1.1 Definicia transformacie Z

Majme postupnost x(n), ktora moze predstavovat diskrétny signal.
Transformacia Z tohoto signalu je definovana

o0

X(z= X x(nz™n (2.1)

n=-—oo

kde z je komplexna premenna.
V pripade kauzalneho signalu x(n), t.j. ak x(n) = 0 pre vsetky n(O
mozeme rov.(2.1) prepisat do tvaru

X(2) = io X(n)z™" 2.2)

Tato definicia predpoklada signal neobmedzenej dizky. Rov.(2.2) je
vlastne suctom radu, preto je samozrejmeé, ze transformacia Z existuje iba
ak existuje oblast konvergencie tohoto radu.

Transformaciu signalu konecnej dizky N mozeme vyjadrit rovnicou

X(z) = Nz: x(n) z " (2.3)

Formalne mozeme definiciu transformacie Z opisanu v uvedenych rovniciach
napisat

X(2) = Zix(n); .

Analyzujme oblast konvergencie vyrazu (2.1). Pre jednoduchost
vyjadrime komplexnu premennu z v polarnych suradniciach



z = R.e&° (2.4)

kde R=|z
¢ =arg{z}

Potom vztah (2.1) mézeme prepisat do tvaru:

Xz = 3 xnRmeino 2.5)

n=-—oo

Zistime oblast konvergencie tejto postupnosti, teda oblast, kde pre
vSetky z plati |X(z)| < « . Vyjadrime |X(2)|

X@)| = 3 |MR" eI = 3 xR 2.6)

n=-—oo

Tento sucet mozeme rozpisat do dvoch sum

X@)| = 3 1) R+ 5|

~ 0 R"

= 3 xR+ 3|5
(2.7)
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Obr.2.1 Oblast konvergencie |X(z)|



Ak X(z) ma konvergovat na oblasti, ktora je vymedzena nerovnostou

l<n<w
musia existovat také hodnoty R, pre ktoré vztah (2.7) ma konecnu hodnotu.

Prvy suctovy clen rov.(2.7) bude konvergovat pre R(rja sucasne
l1<n<owo.(obr.2.1a)

Druhy suctovy clen vo vztahu (2.7) bude mat oblast konvergencie pre
vsetky R)ro a pre vSetky O < n < o« .( obr.2.1b)

X(z) vyjadrena vztahom (2.7) bude konvergovat pre vsetky R, pre
ktoré konverguju sucasne oba cCleny suctu, t.j. X(z) bude konvergovat pre
oblast, ktora je vymedzena polomermi

rn <R<n (2.8)
Priklad 2.1

2.1.2 Definicia inverznej transformacie Z

Ak pozname obraz postupnosti x(n) v rovine z, t.j. X(z), spatnou
transformaciou Z mozeme urcit samotnu postupnost. Pri vSeobecnom
vypocte spatnej transformacie Z vyuzivame Cauchyho integralnu vetu.[11]
Potom definicia inverznej transformacie Z je:

Nech X(z) je funkcia regularna v oblasti |z| > R. Potom existuje jedina
postupnost x(n) a to

x(n) = J%n b X@)z+' dz (2.15)
kde C je oblast integracie a je dana z=r1€® kder;)Ra 0 < ¢ < 27 .

Zo vztahu (2.15) je zrejmé, Ze vyjadrenie postupnosti zo znameho
obrazu v rovine z je pomerne komplikované. Najjednoduchsie je vyuzit
tabulku (Tab.2.1), ktora obsahuje vybrané postupnosti a ich transformaciu
Z, popripade zlozitejsie obrazy rozlozit na ciastkové obrazy, ktoré sa
nachadzaju v tabulkach. Samozrejme, Ze najjednoduchsie rozlozenie je v
tvare suctu, pretoze aj vysledna postupnost je dana suctom ciastkovych
postupnosti. Ak vSak rozlozime obraz na sucin ciastkovych  obrazov,
vysledna postupnost vznika konvolu¢nym sucinom ciastkovych postupnosti.

Tab.2.1 Transformacia Z vybranych postupnosti



2.1.3 Vlastnosti transformacie Z

Z hladiska praktického vyuzZivania transformacie Z, je dolezité poznat
jej zakladné vlastnosti.

Linearita

Ak Z{x1(n)} = X1(2) a Z{x2(n)} = Xo(2)

potom ak

x(n) = a1x1(n) + azxa(n) (2.16a)
plati

X(z) = a1X1(2) + azXa(2) (2.16b)

pre vsetky konstanty a;, as.

Posunutie signalu v casovej oblasti o ik taktov

Ak Z{x(n)} = X(2)
potom pre signal, ktory je posunuty o k taktov plati

Z{x(n-k)} =z X(2) (2.17)
Podobnost

Ak Z{x(n)} = X(z) a oblast konvergencie je r1 < R <rg
potom
Z{a"x(n)} = X(%) (2.18)

a oblast konvergencie je |alr; < R< |alre, kde a je realna, alebo komplexna
konstanta.

Derivacia obrazu postupnosti

Ak Z{x(n)} = X(2)
potom

Z{inx(n)} = —Z.M

Iz (2.19)

Konvoluacia
Ak Zix1(n)} =X1(2) a Z{x2(n)} = Xa(2)
potom pre signal x(n), ktory dostaneme konvoluciou:

x(n) = X1 (1) * X2(n) :é@m(k)-xz(n - k)

plati:
Zix(n)} = X1(2).X2(2)- (2.20)



Korelacia
Ak Z{x1(n)} = X1(2) a Z{x2(n)} = Xa(2)
potom korelacia signalov x;(n) a x2(n) je:

Lo, () = £ x1(n) -Xa(n— k) (2.21a)
a plati:
Z{ lXIXZ(k)} = Lxlxz(z) = XI(Z) 'X2(Zil) (22 1b)

Sucin dvoch postupnosti

Ak Z{x1(n)} = X1(2), Z{x2(n)} = X2(2) a
x(n) = x1(n).x2(n)
potom

Zix(m) = X2) = 5§ x10)- xa(Z)v1dv (2.22)

kde C je oblast integracie, ktora je totozna s oblastou, kde konverguje
postupnost x;(n) a sucasne aj postupnost xs(n).
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