Reed-Millerove kódy:

GHG     Gdekóder

Def.: a=(a0..an)    b=(b0...bn)       a.b=(a0b0,a1b1.....anbn)

Reed-Millerov kod r-teho rádu s dĺžkou slova M=2m má generujúcu maticu 

               G0=(1x2m)=(11...1)

G1=(mx2m)=(možné m-tice binárnych slov usporiadaných lexikologicky)=


G2=





PR.:             m=3        23=8     

 

    RM kód 2.rádu

min. váha kód. slova je 2m=r2t+1      t((2m-r-1)/2=2m-r-1=t  -počet chýb, ktoré je kód schopný opravovat.

TVR1: Každý riadok matice Glmá váhu 2m-l
l=0
G0
2m
l=1
G1
2m-1=2m/2

l=2
G2
2m-2

Gl
2l-všetkých možných l-tíc

na + l-ticu pripadá 2m/2l výskytov ( váha riadku je 2m-l

TVR2: Súčet všetkých l riadkov matice Gl má párnu váhu.

Dôsledok: Každé kódové slovo má párnu váhu.

TVR3: Minimálna váha kód. slova w(2m-r
Ak je počet chýb t((1/2).2m-r-1, tak som schopný jednoznačne dekódovať daný kód.

Ak platí, že w(2m-r ( 2m-r=2t+1
(m(2)(


x=u.G
u=(u0 | u1 u2 ... um | um+1 ... u9m(2) | ...)

x=u0G0+u1G1+u2G2+...+urGr
v=x+e=(uiGi+e     i=1..r

Ak viem opravit bity v ur
v=urGr=(uiGi    i=1..r-1

Pr.:
R(3,0)=(23,1)
G=G0=(1 1 1 1 1 1 1 1)

t=(1/2).23-0-1=3
u=u0=(
( 0



\ 1

spôsob dekódovania je jednoduchým hlasovaním

R(3,1)=(23,1+(3(1))=(8,4)kód
G=(G0(G1)

t=(1/2).23-1-1=1  (  opravuje jednoduché chyby

u=(u0|u1 u2 u3)

x=u.G=



u0G0+u1G1

u3=x0+x1=x2+x3= x4+x5= x6+x7
u2=x0+x2=x1+x3= x4+x6= x5+x7
u1=x0+x4=x1+x5= x2+x6= x3+x7   (  viem zostrojit 2m-r výskytov

v prijatom slove  V urobím súčty Vé+V1, V2+V3, V4+V5,...

ak Vi+Vj=1 -chyba, Vi+Vj=0 -bez chyby
ak chyba nastala v bitoch u1,u2,u3 viem ju odstrániť 

Záver: pri dekódovaní hľadám rovno zdrojové slová, a až tu hľadám chybu.

R(3,2)=(23,1+(3(1)+(3(2))=(8,7)


t=(1/2).23-2-1=0 ( nevie opraviť ani jednoduché chyby

ide o paritný kód

TVR4: R(m,m-1) kód je paritný kód.

R(4,0)=(16,1)    (   G=(1111 1111 1111 1111)

t=(1/2).24-0-1=7
dekóduje prostou väčšinou

R(4,1)=(16,5)

t=(1/2).24-1-1=3
opravuje 3 chyby

x=u.G=(u0|u1u2u3u4).(G0(G1)

u4=x0+x1=x2+x3= x4+x5=x6+x7=x8+x9=x10+x11=x12+x13=...
u3=x0+x2=x1+x3= x4+x6=....

u2=..
u1=..
R(4,2)=(16,11)

t=(1/2).24-2-1=1
opravuje jednoduché chyby

x=u.G=(u0|u1u2u3u4| u5u6u7u8u9u10).(G0(G1(G2)

u10= x4+x5+ x6+x7= x0+x1+ x2+x3=x8+x9+ x10+x11=x12+x13+ x14+x15
u9=...

...

Príklady využitia kódovania pri utajovaní informácií (kryptovaní)

1. Paritný kód:

G=(|n|()
( typu       n.x
(=(1(1(...(1)

u=(u1...un)
x=u.G=(n|(ui)
(n+1,n) kod   2M-L=2

H=((T|1)=(1...1)      (1 je n+1)
\n
|   2n
|s

e=00..0
| w-parna
|0

e=10..0
| w-neparna
|1

PR.:
A (0( Sifr ((()(  Desifr ( ( B
1bit zakodujem n-ticou

R=1/n
((
n=5  (=10-3  -chybovost linky


NO(
BSK
Druhy zachyti NO spravu dobre? ak nastane párny počet chýb (s=0)

p=(1-()5+(5(2)(2(1-()3+(5(4)(4(1-()=0,995

pravdepodobnosť, že správu zachytí zle =1-0,995=0,005

M=5, (=10-1
(  p=0,664
q=0.336  >1/3

vo všeobecnosti 


(=0,02  pre  n(31

(m,l) kod, aby mal 4 triedy rozkladu 2M-L=4=22
M-L=m

2m správ, to je m-bitová správa ( R=m/M=m/(m+L)(m/(m+1)

R-prenosovy pomer

syndrómový kryptosystém - R=m/(m+L)(m/(m+1)

PR.: Predpoklad- používame syndrómový kryptosystém

A
m-bitová správa

(   s=(s1,...sm)
Sifr

   ( BSK (
( (   c=(c1, ... cn)

Z=(z1..zn)
Desif


(

B

Def.: Miera dvojzmyselnosti pri pasívnom odpočúvaní so šumom je číslo (=(1/m).H(s|z)

akoby nebol šum ((=0) ( z=c ( H(s|c)=0 , (=0  NO by prijala dobrú správu

so šumom (( s(z ( H(s|z)=H(s) , (=H(s)/m

navyše pri rovnomernom rozdelení s , (=1

m.(=H(s|z)=H(s,z)-H(z)=  H(s,c,z)-H(c|s,z)-H(z)=


=H(z|c,s)+H(c,s)-H(c|s,z)-H(z)=


=H(z|c,s)+H(s|c)+[H(c)-H(z)]-H(c|s,z)

Zjednodušenie vzťahov:

1. c(s vzťah medzi c,a je jednoznačný ( H(s|c)=0  H(z|c,s)=H(z|c)

2. BSK je bezpamäťový t.j. P(Z=(z1..zn)|C=(c1..cn))=(P(zi|ci)

  p 1(1-((1
p(1-()+((1-p)=p-2p(+( ( H(zi)=h(p-2p(+()
 ci   \( / zi
h(p)=-p.logp-(1-p).log(1-p)
1-p 0(((0
zi/ci=0
H(zi|ci=0)=h(()



H(zi|ci=1)=h(()

H(zi|ci)=P(ci=0)h(()+P(ci=1)h(()=h(()

Dôsledok:
1.  H(z|c)=(H(zi|ci)=n.h(()


2.  H©-H(z)<0, lebo H(c)<H(z)

-H(c|s,z)<0

z 1,2,3 (   m.(=H(s|z)H(z|c,s)+H(s|c)+[H(c)-H(z)]-H(c|s,z)(n.h(()

m.((n.h(()       (m/n).((h(()        R.((h(()

zovšeobecnenie pre šumovú linku: 

R((-P()(h(()          P(=(1/m)(P(S(s’)  -chyba na bit

cieľom je dosiahnuť čo najväčšiu mieru dvojzmyselnosti

McEliece-ov kryptosystem
kód - máme maticu G, kód quanijet - chýb

G=LxM

S=LxL - regulárna matica, počet S=0,29.2L^2
P=MxM - permutačná matica, počet matíc P=

K=S.G.P  -verejné

zdrojové slovo: u=(u1...uL) ,  y=u.K+e  e-ľubov. vektor s váhou nanajvíš  w(e)(t

posiela sa slovo y

ten kto poslal y, nevie získať naspäť u, lebo u.K má nekonečne veľa riešení

K má rozmer (LxL)(LxM)(MxM)=(LxM)

y vie dekódovať len ten, kto vie rozloženie K

prijal som: y=u.S.G.P+e

dekódovanie: 1.
y.P-1=y.PT
y. P-1=u.S.G+e.P-1

2.
w(e.P-1)=w(e)(t


3.
na y.P-1 nasaď dekódovacie techniky


4.
dostanem (u.S).S-1=u

používa sa kód (1024,628) McEliece-ov kód,     t býva aspoň 10

Narušenie tohoto kódu - Van Filburgov útok ( nájsť nejaký rozklad matice K a výmenou bitov nájsť riešenie

Perfektné kódy:
H-kód (2m-1,2m-14-m)

(M,L) kód
martica 2L -stlpcov,   2M-L -riadkov

2M-L.2L=2M
(M(0)+(M(1)=2M-L  opravuje jednu chybu

(M(0)+(M(1)+...+(M(t)=2M-L   opravuje t chýb

2t+1<M
Žiadne iné perfektné binárne kódy neexistujú okrem 1,2,3

1. H-kody

2. opakovaci kod neparnej dĺžky


0(000...02t+1     nepar. počet núl


1(111...12t+1     nepar. počet jednotiek

ak nastane nanajvíš t chýb, viem opraviť majoritným kritériom

L=1  (trieda ma 2L prvkov)     M=2t+1  M-L=2t   (počet tried 22t 

3. Golayov kod (23,12)

opravuje 3 chyby (23(0)+(23(1)+(23(2)+(23(3)=2048=211 

M=23    M-L=11      L=12

a) pristupuje sa k nemu ako k cyklick0mu kodu

D23-1=(D-1)(D11+D10+D6+D5+D4+D2+1)(D11+D9+D7+D6+D5+D+1)


g1
g2
g1,g2
g1 

     x=u.G     x(D)=u(D).g1(D)

deg(u(D))=11        w(x)(7  ( opravuje 3 chyby

dekódovanie: cez syndrómový vektor

h(D)=(D-1).g2(D)

b) zostrojíme G v systematickom tvare

G=[I+ľ|B/(11..1)]

B zostrojime cez kvadraticke zvyšky mod 11

Matica B= 1. riadok 11011100010  ostatnych 11 riadkov je posun prveho doprava. Pridam este jeden stlpec so samymi 1 a poslednou nulou. Pridam taky isty jeden riadok.

GOLAYOV KÓD:
(23,12)  sme rozšírili na (24,12)







s=G.yT=

y- prijate slovo



-ak chybový vektor riadkový vektor:
urobím na dve časti




Technika dekódovania ak nenastali viac ako 3 chyby:




recept ako dekódovať slová, dá to veľa práce aby sa to dalo .....

ako jeden dôkaz skúsime prípad č.1:

ak v prvej polovici nedošlo k žiadnej chybe a lavá má váhu max. 3 ( treba dokázať, že ak by nastale chyba v e2, potom w(s)>3, skúsime napr. 3.

čiže e2=di    a   


1. w(bi)=7 alebo 11
  / vaha kodoveho slova

2. w(s+bi)(7-w(s)(w(s+bi|di)(3

    w(s)(7-3=4>3 (
      ( podla predpokladu

Praktické riešenie:

y=01200010213141506070819010111 -prijate slovo, použity bol golayov kód. Čo bolo vyslane.

di=same nuly len na i-tom mieste je 1

Vyskúšam 1. možnosť: najdem syndrómový vektor G - je o 3

1. s=G.yT=(3+(4+(5+(9+(11     ako zr7chli5 n8sobenie?


= malo by vyjsť (111100100110)T
2. t=sTB^=c0+c1+c2+c3+c6+c9+c10   - spoèítavam riadky


=000111000101
- neberiem lebo je vaha >3

3. sT+bT0 - zistím váhu, ak je >2 idem ďalej, ak < tak tak to mam vyratane,   ale tu (>2

4. t+c0=11010    - chybovy vektor e=(d0|t+c0)    potom  x=y+e

Iný príklad:

y=11109|012
bol prijaty vektor, co bolo vyslane?

1. s=G12.yT=111000000000
w(0)=3
a mame to e=11109012

y=01211109
1. s=G.yT=000110101001
w(s)>3
2. t=sT.B^=11109
podla s

čiže e=01211109
x=y+e

tabulka Golayovych kodov:

	w
	(23,12)
	(24,12)
	

	0
	1
	1
	

	7
	253
	0
	

	8
	506
	759
	

	11
	1288
	0
	

	12
	1288
	2576
	

	15
	506
	0
	

	16
	253
	759
	

	23
	1
	0
	

	24
	0
	1
	

	
	4096
	4096
	poèet stavov





(n,m) -rád
2t+1<n

Základné konštrukcie kódu Golay:

Rozširovanie kódu: (n,k)((n+1,k) presne definovaným spôsobom a to pridaním paritného bitu xn+1=(xi
Zlepšia sa vlastnosti kódu.

H =pôvodná matica       H*-kontrol. matica rozšírenmého kódu




minimálna vzdialenosť pôvod=d

Nová min. bude tiež d, lebo to závisí od toho či bola párna alebo nep.

Zúženie kódu: (n,k) vynecháme jednu kódovú súradnicu

čiže (n-1,k)

alebo (n-1,k-1)
d sa alebo zmeni alebo zostane

nap.:


(=[3 3 3]
((((d*(p

Ak vynechám len také súradnice. kde nie sú jednotky v minimálnom slove, bude váha menšia.

Pr.



    (5,3) kod



00/nedam nic sa nedeje...atd.

x=
000  y=
000|00
a najdete ... kod 


001
001|11
s rovnakou minimalnou vahou


010
010|01


100
100|10


101
101|01


110
110|11


111
111|00


011
011|10

Zväčšenie kódu:

Pridám slovo:    Väčšinou pridaj vektor 1=(11..1) ak tam nebol 

ak x(k (x+1=x(
ak bol pôvodny kód (n,k), nový kód možno chápať

ak  pôvodne zdrojove slovo bolo u a matica G tak nove (u+1).G=uG+1
(u1,u2,...uk,uk+1).[G(1] ( (u1,uk+1)[G(1]=(uk+1=0(x povodne slovo


(uk+1=1(x-=uG+1
čiže (n,k)((n,k+1)

Pr.: 





obsahuje slovo pozostávajúce zo samých 1, čiže rozšírenie nepomôže.
Pr.: 








( rozšírenie o negácie
Zmenšenie kódu:

Odstránime niektoré typy slov (Najčastejšie sa odstraňujú slová nepárnej váhy.)

TVR1.: každý binárny ... kód obsahuje buď len slová párnej váhy, alebo obsahuje rovnako veľa slov párnej a nepárnej váhy.

Dôkaz: nech slovo v má nepárnu váhu. Nie je možné, aby kód mohol obsahovať iba jedno slovo nepárnej váhy. Nech aj w má nepar. a urobme všetky súčty slov nepárnej váhy(dostaneme slova pár. váhy.

vyjde  # pár ( # nepár

ak zoberiem jedno slovo pár a jedno nepár dostanem nepár    #(nepár

Toto má dôsledok:

v=(v1-vi-vm) 
( 0  -..... slova tu majú 0 tak G(()=G^

( 1  -rovnako veľa slov s 0 ako s 1    #0=#1

Pr.:

Generujem maticu systematického generujúceho kódu (7,4) a ten zmenšite.

Matica 





Direktný súčin kódov:

ak k1 (n1,k1),   k2  (n2,k2)
k1(k2=k

matica    n1-riadkov   n2-stlpcov

nový kód má vlastnosť  k(n1,n2|k1,k)

Matica ma (k2 a (n2-k2)) riadkov   a  (k1 a (n1-k1)) stlpcov

k1 - parity dlzky 3

k2 - opakov. dlzky 3

navrhneme dve rozne slova s K 
v,w(K
urobime K(K

v=1010
w=0110
v(w= 
( v, ak wi=1




( 0000, ak wi=0

kódové slovo 

 takže nový kód bude mať d*(d1.d2
[v(G1|w(G2]   (   

potom 
n1 k1    (n1+n2,k1+k2)

urobím [v,v+w]

n2 k2   d*=min(d1,d2)

potom 

  teda d*=min(d1,d2)

Aritmetické kódy:

1. 


2. priamy,

     doplnkový
D(A)=    A , A(0  ;    2n+1-|A| , A<0

     inverzný
I(A)=    A , A(0   ; 2n+1-|A|-1 , A<0
- existuje  nekonečne veľa vyjadrení A 


- (|ai| bola minimalna - najjednoznačnejšie vyjadrenie

- ai.ai+1=0

Veta: Ľubovolné celé číslo má jedinú min. formu, t.j. také vyjadrenie MF(A)=(ai.2i , i(<0,n+1>
Veta: Tsao-Wn,Chang

A=(ai.2i , i(<0,n+1>
3A=(bi.2i , i(<0,n+1>

1. ak ai=bi ( di=0

2. ak ai<bi ( di=1

3. ak ai>bi ( di=-1
potom MF(A)=(di+1.2i , i(<0,n+1>

Pr.: MF(11)
11=
001011
ai

33=
100001
bi


101-01-(0

1-   -negovana 1


MF(11)=101-01-
Pr.: MF(189)
189=
10111101


567=
1000110111



101-0001-01(0


MF(189)= 101-0001-01

Vlastnosti minimálnej formy:

1. MF(-A)= 0(0,    1(1-,     1-(1    v MF(A)

2. v D,I kóde minimálna forma zachová znamienko

       minimálna forma nie je vhodná pre priamy kód

Aritmetická váha čísla A, w(A)=počet nenulových znakov v MF

1. w(A)(0, w(A)=0 len pre A=0
2. w(A)=w(-A)

3. w(A+B)(w(A)+w(B)
4. w(A-B)(w(A-C)+w(C-B)
d(AB)=w(A-B)

Dôkaz že d(A,B) je metrika:
1. d(A,A)=0, d(A,B)=0 len ak A=B

2. d(A,B)=d(B,A)
3. d(A,B)(d(A,C)+d(B,C)

Nedajú sa zobraziť všetky čísla, takže třeba aritmetickú váhu preniesť na modulárnu aritm.

Pr.: m=51
A=35
MF(A)=100101- 

-A=51-35=16=10000

( wm(A)(wm(-A) ( dm(35,0)(dm(0,35)

Pr.: wm(A)=min{w(A),w(m-A)}
wm(35)=min{3,1}=1

A=B=32
a overiť cez wm(A+B)(wm(A)+Wm(B)

m=51
MF(32)=100000
wm(32)=1

w(A+B)=wm,(64)=wm(13)= 3
51-13=38=
0100110



114
1110010




10101-00



wm(51-13)=wm(10101-0)=3



wm(64)=wm(B)=3
3(1+1

Veta: (Re...,Garcia)

Modulárna aritmetická váha wm(A)=min{w(A),wm(m-A)} splňuje ( nerovnosť pri m=2n, 2n-1, 2n+1

Aritmetické kódy:
m=A.B

0(N<B
N(AN
AN1+AN2=A(N1+N2) ( lineárny kód

(AN1+AN2)modA.B=A(N1+N2)modA.B=(N1+N2)modB

wm(A)
wm(A,B)=wm(A-B)
m=2n, 2n(1=A.B

Pr.:  m=26+1=65=5.13   (    A=13
B=5




MF(m-NA) |  0  |  101-0100  |  101001-  |  101-010  |  0101-01

min. vzdialenosť 2. kód. slov ( viem praviť jednoduché chyby

{0,1,2,...64}
s1(0)={0,...}  (13 čísel)

6bitov(6.2+1=13

MF(0)=0
MF(13)=101-01
MF(26)=0101-010

s1(0)={x: dm(x,0)(1}={0,(1,(2,(4,(8,(16,(32}

dm(x,0)=1=wm(x-0)=wm(x)=min{w(x),w(m-x)}

s1(13)={x: dm(x,13)(1}={13,13(1,13(2,13(4,13(8,13(16,13(32}

dm(x,13)=1=wm(13-x)=min{w(13-x),w(65-13+x)}

( |Si(AN)|=1+6.2=13 (( gu2a obsahuje 13 slov)

5 gulí ( 5.13=65  - ide o perfektný kód (vyplní sa celý priestor)

Pr.: m=65=13.5
A=5
B=13
0(N(B-1

N
N.A
N.A2
MF(N.A)
w(NA)
w(m-NA)
wm
0
0
000000
000000
0
0
0

1
5
000101
000101
2
2
2

2
10
001010
001010
2
3
2

3
15
001111
10001-
2
...

...
...
...

...
...
...
...

11
55
110111
101-001-
3
2
2

12
60
111100
10001-00
2
2
2

Veta:
mod p
PE - primitivny element

a({1,2,...p-1}
PE mod p : {a,a2,a3,...ap-1,}={1,2,...p-1}

Pr.:
p=7
2,22=4,23=1 ( 2 nie je PE mod 7

3,32=2,33=6,34=435=5,36=1  ( 3 je PE mod 7

Veta: Nech  A je nepárne prvočíslo (A=p, p(2) a B je definované takto:  Petersen-Weldon

B=  (2(p-1)/2+1)/p  ak 2 je PE mod p;  (2(p-1)/2-1)/p  ak p-2 je PE mod p

potom A=p generuje aritmetický (AN)=kód, ktorý opravuje jednoduché chyby a je perfektný

m=A.B=2(p-1)/2(1

s1(0)={0,(1,(2,(4,... (2(p-1)/2-1}

Pr.:A=13   b=5

2,22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 210, 211, 212
2, 4, 8,  3,  6, 12, 11, 9,  5,  10, 7,   1 
(2 je PE mod 13

B=(2(13-1)/2+1)/13=(26+1)/13=5

s1(0)={0,(1,...(32}
2(13-1)/2-1=26-1=25=32

v ( guli máme práve p prvkov, počet gulí je B
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