XII. Zakladné rozdelenia spojitej nahodnej premenej

1. Rovnomerné rozdelenie

Néhodna premenna X ma rovnomerné rozdelenie na intervale (a,b), a,b € R, a < b, ak jej
hustota pravdepodobnosti ma tvar

1
flx) = { p_a P TE@D) (12.1)
0 pre x ¢ (a,b)

Strucne zapisujeme X ~ R(a,b).
Distribu¢na funkcia:
0 pre z<a
Fx)=P(X <x) = pre a<z<b (12.2)
a
1 pre z>b

Ciselné charakteristiky :

E(X):“"QH’, px)= L= ax) =0, BX) = -1,2. (12.3 — 6)

Charakteristicka funkcia: , _
eztb _ ezta

ox(t) = W a) teR. (12.7)

Na obrazku Obr. 12.1 je graf hustoty a na Obr. 12.2 je distribu¢na funkcia rovnomerného
rozdelenia.

f(x) 4 F(x) 4

1 1
b-a

v

/|

a 0 b X a 0 b X

A 4

Obr. 12.1 Obr. 12.2

Zéklady tedrie pravdepodobnosti a matematickej Statistiky http://fstroj.utc.sk /kam



2. Normalne rozdelenie

Nahodn4 premenni X mé normélne rozdelenie s parametrami p a 02, u € R, o > 0, ak jej

hustota pravdepodobnosti ma tvar

1 _(e=w?
e 222, xcR.
V2o

f(®) =

Strucne zapisujeme X ~ N (p, 0?).
Distribu¢na funkcia:

xT

1 t—p 2
Flz)=P(X < ) = / e~ 5 dt.

Vato

Ciselné charakteristiky :
E(X)=p, D(X)=0% aX)=0, B(X)=0.

Charakteristickd funkcia: ) s
ox(t)=e™" 5 teR.

(12.8)

(12.9)

(12.10 — 13)

(12.14)

Na obrazku Obr. 12.3 je graf hustoty a na Obr. 12.4 je distribu¢na funkcia normalneho rozde-

lenia.
F(x)
)

N(-2;1,6) >
<« N(1;0,9)

9 X o

Obr. 12.3 Obr. 124

Normované normalne rozdelenie

Ak pt = 0 a 0? = 1 m4 ndhodna premenné X tzv. normované normalne rozdelenie. Struc¢ne

zapisujeme X ~ N (0,1). Hustota pravdepodobnosti sa oznacuje ¢(x) a ma tvar

1 12

@(w):m -

ez, xzcR.

(12.15)

Distribuénd funkcia normovaného normalneho rozdelenia sa oznacuje ®(x) a ma tvar

T

d(z) = P(X < @) = \/%_W / e~ T dt.

— 00

(12.16)
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Plati :
1. Zo symetrie p(z) podla x = 0 vyplyva pre kazdé z € R

p(—z) = o(x), (12.17)
O(—x) =1—d(x). (12.18)
2. Ak ndhodn4 premenné X maé rozdelenie N (u,0?), potom ndhodna premenna
X —
Y = 2" 14 rozdelenie N(0,1).
o
3. Ak ndhodn4 premenns X mé rozdelenie N (u,0?), potom
X—p a—up a— [
P(X<a)=P < =¢ , (12.19)
o o o
— X — b— b— —
ma§X<m=P(“ P2 P o “):@( “>—@(“’v. (12.20)
o o o o o

Hodnoty hustoty pravdepodobnosti ¢(z) a distribu¢nej funkcie ®(x) st tabelované.

Pravidlo troch o
Ak X ~ N(u, 0?), tak plati

Pp—30<X < pu+30)=0,9973.
Podobne sa da zistit, ze

Plp—20< X <pu+20)=0,9545
Plu—o< X <p+o)=0,68268

} '
p=30 |u=20] p—0 I o 20| p+3c X

0,68268
0,9545

0,9973

Obr. 12.5
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3. Exponencialne rozdelenie

Néhodné premennéd X mé exponencidlne rozdelenie s parametrami A a A, A > 0, A > 0,

ak jej hustota pravdepodobnosti ma tvar

Ae M@=4) pre x> A

fz) = { 0 e z< A (12.21)
Strucne zapisujeme X ~ Ex(\, A).
Distribu¢na funkcia:
1—e =4 pre z> A
Fz)=P(X <x) = { 0 pre <A (12.22)
Ciselné charakteristiky :
1 1
E(X):A—FX, D(X):ﬁ, a(X)=2, pB(X)=6. (12.23 — 26)
Charakteristicka funkcia:
= —F . 12.2
Na obrazku Obr. 12.6 je graf hustoty a na Obr. 12.7 je distribu¢né funkcia exponencidlneho
rozdelenia.
FACIIN
VS SRR F(x)
]
0 A x> 0 A >
Obr. 12.6 Obr. 12.7
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4. chi-kvadrat rozdelenie (Pearsonovo rozdelenie)

Ak X1, Xo, ..., X, st navzdjom nezévislé ndhodné premenné, z ktorych mé kazda normované
normélne rozdelenie N (0, 1). Potom ndhodné premennd X = X2+ X3 +...+ X2 m4 chi-kvadrat
rozdelenie s n stuptiami volnosti, n € N, ak jej hustota pravdepodobnosti m4 tvar

1 n_y _z
flx) = mmz le72, prezx > 0. (12.28)
Stru¢ne zapisujeme X ~ x2%(n).
Ciselné charakteristiky :
8 12
E(X)=n, D(X)=2n, a(X)=4/—, BX)=_—. (12.29 — 32)

Na obrazku Obr. 12.8 je graf hustoty pravdepodobnosti chi-kvadrat rozdelenia pre n = 2, 6, 10.
5. t-rozdelenie (Studentovo rozdelenie)

Ak ndhodné premenné X; ~ N(0,1) a X5 ~ x?(n) a st navzajom nezavislé, potom ndhodnéa
1

\/Xg/’rl

podobnosti ma tvar

mé t-rozdelenie s n stupniami volnosti, n € A/, ak jej hustota pravde-

premenna X =

n+1
1 I AN
= ——*=+ |14+ — 0. 12.33
f@) = o (105) T e (12.33)
Strucne zapisujeme X ~ t(n).
Ciselné charakteristiky :
E(X)=0,pren>1, D(X)= "2 pren > 2, (12.34 — 35)
4
6
a(X)=0, B(X)=——,pren >4. (12.36 — 37)

n—4

Poznamka 12.1. Pre n > 30 je t-rozdelenie velmi blizke rozdeleniu N (0, 1).

Na obrazku Obr. 12.9 je graf hustoty pravdepodobnosti t-rozdelenia pre n = 1, 10.

£ 4 7 4
) 1o A « F(2,10)
)
—7°(6)
(1)
« F(10,10)
< x°(10)
0 xg 0 X 0 x;
Obr. 12.8 Obr. 12.9 Obr. 12.10
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6. F-rozdelenie (Fisher - Snedecorovo rozdelenie)

Ak ndhodné premenné X; ~ x?(n) a Xo ~ x%(m) a st navzajom nezévislé, potom ndhodna
X1 /n
Xg/m
pravdepodobnosti ma tvar

premenna X = m4 F-rozdelenie s nam stuptiami volnosti, n,m € N, ak jej hustota

fl@)= > -2t Y (m+nz) "7, prezx > 0. (12.38)

~—

Stru¢ne zapisujeme X ~ F(n,m).
Ciselné charakteristiky :

, prem > 4. (12.39 — 40)

EX)= mfni 2 prem > 2, D(X)= ,,3(7,:; (RQ—;ZZ'J”_%)I)

Na obrazku Obr. 12.10 je graf hustoty pravdepodobnosti F-rozdelenia pre m = 2, n = 10 a
m = 10, n = 10.
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7. Weibullovo-rozdelenie

Néhodnéd premennd X ma Weibullovo rozdelenie s parametrami § a ¢, 4 > 0, ¢ > 0, ak jej
hustota pravdepodobnosti ma tvar

flx) = %m’“‘le‘(%)c, prez > 0. (12.41)

Strucne zapisujeme X ~ W (4, c).
Ciselné charakteristiky :

C

E(X)=46T <1+ %) , D(X) =46 [F <1+ 3) —T? <1+ %)] . (12.42 — 43)

Na obrézku Obr. 12.11 je graf hustoty pravdepodobnosti Weibullovho rozdelenia W (1,5; 1).

feot
0,87
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Obr. 12.11

Zéklady tedrie pravdepodobnosti a matematickej Statistiky http://fstroj.utc.sk /kam



Kritické hodnoty

1. Kritické hodnoty rozdelenia N(0,1). Ak ndhodna premennd X ~ N(0,1), tak hod-
nota k,, ktort ndhodna premennd X prekroc¢i s pravdepodobnostou «, sa nazyva kriticka
hodnota rozdelenia N(0,1) na hladine «;, t.j.

P(X > ka) /f (12.44)

kde f(x) je hustota normovaného normalneho rozdelenia.

2. Kritické hodnoty chi-kvadrat rozdelenia. Ak nidhodni premennd X ~ x2(n), tak
hodnota x?2(n), ktortt ndhodn4 premenna X prekro¢i s pravdepodobnostou «, sa nazjva
kriticka hodnota rozdelenia x? na hladine a, t.j.

P(X>x2)= / f(z)dx = a, (12.45)

X2 (n)

kde f(z) je hustota y2-rozdelenia.

3. Kritické hodnoty t-rozdelenia. Ak ndhodné premennd X ~ t,(n), tak hodnota ¢, (n),
ktorti ndhodné premenné X prekroéi s pravdepodobnostou «, sa nazyva kritickd hodnota
t-rozdelenia na hladine «a, t.j.

P(X]|>ty(n)) =a. (12.46)

4. Kritické hodnoty F-rozdelenia. Ak ndhodna premenna X ~ F'(n,m), tak hodnota,
ktorti ndhodné premennéd X prekroéi s pravdepodobnostou «, sa nazyva kritickd hodnota
F-rozdelenia na hladine «, t.j.

P(X > F.( / £z (12.47)
Fy(n,m)
kde f(x) je hustota F-rozdelenia.
Pre kritické hodnoty F-rozdelenia plati vztah

1

F,(n, = T 7
(n m) F(l—a) (m’ n)

(12.48)
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