Krivkové integrály : hladký oblúk

Def: Množina CRn sa nazýva hladký oblúk, ak existuje prostá spojite difer. funkcia >(Rn taká, že ’(t)0 pre  a =C (označenie C=[]). Funkcia >(Rn - parametrizácia oblúka C. Ak >(Rn, tak rovnice x1=1(t),..., xn=n(t); t> - paramerické rovnice C.

Veta: Nech >(Rn je parametrizáciou hladkého oblúka C, g:<>(<> je spojite difer. bijekcia g’(t)t>. Potom aj funkcie :<>(Rn, g je parametrizáciou oblúka C.

Def: Hladký oblúk C=[(], (:<a,b>(Rn, sa nazýva orientovaný, ak je na ňom definovaná relácia usporiadania  s vlastnosťou : c<d-1(c)<-1(d). Body a=), b= nazývame začiatočným respekt. koncovým bodom orientovaného oblúka C.

Def: Oblúk C- nazývame opačne orienovaným k oblúku C=[], ak C- je súhlasne orientovaný s parametrizáciou >(Rn, (t)=(-t).

Po častiach hladká krivka
Def: Množinu KRn nazývame po častiach hladká krivka ak existuje konečný počet hladkých oblúkov KiRn, i=1...r a konečný počet bodov {P0,...,Pr}Rn s vlastnosťami : 1, K=ri=1Ki  2,oblúk Ki má krajné body Pi-1,Pi, i=1...r  3, Ľubovoľ. dva rôzne oblúky majú spoločné nanajvýš krajné body. (KiKj=0, alebo Pl, alebo Pl,Pm)  4, Každý bod Pi je krajným bodom najviac dvoch oblúkov.   Ak Po=Pr nazývame krivku K uzavretou. Systém oblúkov {Ki,...,Kr} sa nazýva rozklad krivky K.

Neorientovaný krivkový integrál a jeho vlasnosti

Def: Nech K=ri=1Ki je po častiach hladká neuzavretá krivka. Nazývame ju orientovanou, ak oblúky Ki sú orientované tak, že body Pi-1 sú ich začiatočnými a Pi koncovými bodmi. Orientáciou krivky K je potom relácia  definovaná nasledovne PQkeď PKi, QKj a i<j, alebo  PQ, ak PKi, QKj.

Def: Nech K=[] je hladký oblúk. Ak pre každú normálnu postupnosť delení {Dm} existuje vlastná limita S(K)=limm(S(Lm), potom číslo S(K) je dĺžka oblúka K.

Veta: Nech K je hladký oblúk s parametrizáciou :<a,b>(Rn. Potom  jeho dĺžka S(K)=ab|’|dt= ab[1’2(t)+...+n’2]dt

Def: Nech K=mi=1Ki je po častiach hladká krivka s rozkladom na hladké oblúku {K1,....,Kn}, ktorých dĺžky sú S(Ki). Potom číslo S(K)=mi=1S(Ki) je dĺžkou krivky K.

Def: Nech K je hladký oblúk s parametrizáciou :<a,b>(Rn, f:K(R je spojitá funkcia (skalárna). Potom integrál ab(f°g)|’|dt sa nazýva neorientovaný krivkový integrál funkcie f po oblúku K a označuje sa Kfds Vlastnosti: linearita: Ak f=c1f1+c2f2, c1,c2R, f1,f2K(R, tak K(c1f1+c2f2)ds=c1Kf1ds+c2Kf2ds. aditivita: Ak K=K1K2, K1K2=P, K1,K2 - hlad. oblúk, tak Kfds=K1fds+ K2fds

Def: Nech K=ri=1Ki je po častiach hladká krivka s rozkladom na hlad. oblúky K1...Kr, f:K(R je spojitá (skalárna) funkcia. Potom číslo kfds=ri=1 Kifds z funkcie f po krivke K.

Orientovaný krivkový integrál
Def: Nech K=[(] je orientovaný hladký oblúk súhlasne s parametrizáciou :<a,b>(Rn, F:M(Rn, MRn, je spojité vektorové pole, K(M. Potom integrál KFdS=ab(F°’(t)dt sa nazýva orientovaný krivkový integrál z vektorovej funkcie F po oblúku K.

Veta: Nech K=[]CRn je hladký oblúk, F: M(Rn je spojité vektorové pole: a. ak F=c1F1+c2F2, c1,c2R, F1,F2:M(Rn spojité vektorové polia, tak KFds=c1KF1ds+c2KF2ds b. ak K=K1K2, pričom K1K2={C} - koncový bod K1 a začiatočný bod K2, tak KFds=K1Fds+K2Fds.

Veta: Nech K=[]CRn je hladký oblúk, F: M(Rn je spojité vektorové pole, nech K(=[(] je oblúk opačne orientovaný k oblúku K. Potom KFds=(KFds.

Def: Nech K=ri=1 je po častiach hladká krivka orientovaná súhlasne s rozkladom na orient. oblúky {K1,...,Kr}, F:M(Rn, KMRn je spojité vektorové pole, potom číslo KFds=ri=1 kiFds sa nazýva orientovaný krivkový integrál z funkcie F po krivke K.

Nezávislosť orientovaného krivkového integrálu od cesty

Def: Vektorové pole F:M(Rn, MRn nazývame konzervatívne, ak pre ľubovoľné krivky K1,K2M s istým začiatočným bodom A a koncovým bodom B platí : k1Fds=K2Fds=(ABFds)

Veta: Nech M je oblasť v Rn. Vektorové pole F:M(Rn je konzervatívne  keď pre ľubovoľnú jednoduchú uzavretú krivku KM platí KFds=0.

Def: Nech M je oblasť v Rn. Vektor. pole F:M(Rn nazývame potenciálne, ak existuje taká (skalárna) funkcia V:M(R, pre ktorú F=gradV. V-potenciál pola F.  n=1 gradV=V’ abF=V(b)-V(a)  

Veta: Nech M je oblasť, KMRn je orientovaná krivka so začiatočným bodom A a koncovým B, F:M(Rn je potenciál vektorové pole s potenciálom V:M(R. Potom KFds=V(B)-V(A)
Def: Nech M je oblasť v Rn. Vektorové pole F:M(Rn je konzervatívne práve vtedy, keď je potenciálové

Veta: Greenova: Nech MR2 je jednoducho súvislá oblasť F:M(R2 je spojite dif. vektor. pole, KM je jednoduchá kladne orientovaná uzavetá krivka. Potom KFds=intKrotF=intK(F2/x-F1/y)dxdy

Veta: Nech MR2 je jednoducho súvislá oblasť, F:M(R2 je spojite dif. vekt. pole. Potom pole F je konzervatívne rot F(x,y)=F/x-F/y=0, (x,y)M.

Plošný integrál

Def: Množina SR3 sa nazýva list, ak  prostá spojite dif. funkcia :B(R3, BR2, s vlast.: 1, B je ohraničená, uzavretá, ktorej hranicou B je jednoduchá uzavretá krivka (v R2). 2, S=(B)=[].(S obor hodnôt B) 3, Vektory /(u=(/(u,/(u,/(u) sú lineárne nezávislé pre  (u,v)B.  Funkcia f sa nazýva parametrizácia a rovnice x=1(u,v),  y=2(uv), z=3(u,v) sa nazývajú parametrické rovnice listu S. Množina S= sa nazýva okraj listu S.

Po častiach hladká plocha

Def: Súvislá množina SR3 sa nazýva po častiach hladká plocha, ak  konečný počet listov {S1...Sk} s týmito vlastnosťami: 1, S=ki=1Si  2, Ak ij, tak SiSj je alebo prázdna, alebo jednobodová množina, alebo hladký oblúk. 3, ak ijk, tak SiSjSk je prázdna, alebo jednobodová množina.

Dotyková rovnica a obsah listu !!!

Obsah listu

Def: a. Nech S=((B) je list. Potom číslo P(S)=B|uv|dudv nazývame obsah listu S. 

b. Nech S=ni=1 Si je po častiach hladká plocha s rozkladom {S1,...,Sn}. Potom číslo P(S)=ni=1 P(Si) je obsahom plochy S. 

Neorientovaný plošný integrál

Def: Nech f:M(R, MR3 je spojitá (skalárna funkcia). a. ak S=(B)M je list, tak číslo B(f°)|uv|dudv sa nazýva neorientovaný plošný integrál z funkcie f po liste S a označuje SfdS.  b. ak SM je po častiach hladká plocha rozkladom na listy {S1,...,Sn}, tak číslo sfdS=ni=1 SifdS sa nazýva neorientovaný plošný integrál z funkcie f po ploche S. Vlastnosti: linearita : Ak f=c1f1+c2f2, c1,c2R, tak SfdS=c1 Sf1dS+c2 Sf2dS Aditivita vzhľadom na plochy: ak S=S1S2, S1S2=(S1(S2 tak SfdS=S1fdS + S2fdS

Orientovaný plošný integrál : Orientovaný list a plocha
Def: Nech S=((B) je list,(n=|uv|-1(uv) je spojitý jednotkový normálový vektor k S. Potom dvojica (S,(n) sa nazýva orienovaný list.

Def: Nech S=ri=1Sr je po častiach hladká plocha s rozkladom na orientované listy {(S1,n1),..,(Sr,nr)}, potom hovoríme, že plocha S je orientovaná, ak každé dva priľahlé listy sú súhlasne orientované, pričom každý list je súhlasne orientovaný so svojim okrajom.

Def: Nech (S,(n)=((B) je orientovaný list s jednotkovým normálovým vektorom(n=|uv|-1 (uv), nech F:M(R3 je spojité vekt. pole, SM. Potom číslo SFdS=BF.(uv)dudv sa nazývam orientovaný plošný integrál cez list S v smere n.

Def: Nech S=ri=1Si je plocha s rozkladom na orientované listy {(S1,n1),..,(Sr,nr)}, nech F:M(R3 je spojité vekt. pole, SM. Potom SFdS=ri=1 SFdS sa nazýva orientovaný plošný integrál cez plochu S.

Veta: (Gaussova-Ostrogradského): Nech F:M(R3 je spojité difer. vekt. pole, SM je po častiach hladká uzavretá plocha, orientovaná normálou von z plochy. Potom SFdS=intSdivFdxdydz. divF=F1/x1+F2/x2+F3/x3
Veta: (Stokesova) Nech F:M(R3 je spojite dif. vekt. pole, SM je po častiach hladká orientovaná plocha, orientovaná súhlasne s jej okrajom S. Potom SFdS=SrotFdS. 

         | (i     (j    (k   |

     rotF=|x y z | 


         |  F1    F2     F3  |

Obyčajné diferenciálne rovnice

Dif. rovnice 1.rádu : x’=f(t), t),  x:)(R - neznáma    x(t)=f(t)dt=F(t)+C  F’=f , x(t)=F(t)+-F(), x(t)=(=F(()+C ( C=(=F(()

Def: Nech f: (a,bc,d)(R je spojitá funkcia. a, Funkcia )( je riešením (DR), ak je spojite dif., ab a platí ’(t)=f(t,(t)), t). b, Množina všetkých riešení (DR) sa nazýva všeobecné riešenie. c, Začiatočná úloha je úloha nájsť riešenie (DR), ktoré spĺňa začiatočnú podmienku (ZP).

Rovnice so separovanými premenými (DR) x’=f(t)g(x), x(t)= 1, g(x)1 x(t)=+F(t)-F(t) 2, f(t)1 x’=g(x), x(c,d) x()=(c,d); gC(c,d) - spojitá na int. (c,d);  dx/dt=g(x), dy/dt=dt  xdy/g(x)=tds  G’0=1/g  G0(x)-G0(x)=t-  G0(x)=t-+G0(()  x(t)=G0-1[t-+G0(()]; G0’>(<)0 rastúca G0 (klesajúca)

Veta: Nech f:(a,b)(R, g:(c,d)( sú spojité, (a,b), (c,d). a, ak g()=0, tak funkcia x(t), t(a,b) je stacionárnym riešením začiatočnej úlohy x’=f(t)g(x), x(. b, ak g(x)0 x(c,d), tak  jedine riešenie začiatočnej úlohy x’=f(t)g(x) x( tvaru x(t)=G0-1[F(t)-F+G0], t(), ()  G0=1/g, F’=f

Veta: Nech p: (a,b)(R je spojité, (a,b), R. Potom  jedine riešenie začiatočnej úlohy x’=p(t)x, x, ktoré má tvar x=exptp(s)ds, tR.

Lineárne homogénne dif. rovnice 1. rádu

Veta: Nech p: (a,)(R je spojitá,a,), >0. Nech x(t)=(exptp(s)ds, t(a,). a, Ak p(t)k>0, t(b,), ab, tak limt(x(t)= b, Ak p(t)k<0, t(b,), ab, tak limt(x(t)=0.

Veta: (O periodičnosti riešenia) Nech p:R(R je spojitá periodická funkcia s periódou T>0, nech 0Tp(t)dt=0. Potom riešenie začiatočnej úlohy x’=p(t)x, x( je periodická s periodou T>0.

Lineárne nehomogénne dif. rovnice 1. radu
Veta: Nech p: (a,b)(R, f: (a,b)(, R, (a,b), f,p sú spojité. u(t,)=exp(tp(s)ds) je prechodová funkcia začiatočnej úlohy x’=p(t)x, x(. Potom ! riešenie x’=p(t)x+f(t), x(, x:(a,b)(R, x(t)=u(t,)+tf(s)u(t,s)ds, t(a,b).

Obyčajné dif. rovnice 2. rádu
Def: Nech f: (a,b)RR(R je spojitá funkcia, (a,b), R. a. riešením rovnice x’’=f(t,x,x’),  je funkcia xC2(a,b) (2spojite dif.), pre ktorú x’’(t)=f(t,x(t),x’(t)) t(a,b)  b, riešením začiatočnej úlohy x’’=f(t,x,x’), x(0, x’(1 je každé riešenie rovnice x’’=f(t,x,x’) spĺňajúce začiat. podmienky x0, x’1.

Veta: (o exist. jednoznačnosti riešenia) Nech f: (a,b)RR(R je spojitá spolu s jej parciál. deriváciami f/x, f/x’ na (a,b)RR (a,b), 0, 1R. Potom  jediné riešenie x: (a,b)(R začiat. úlohy x’’=f(t,x,x’), x(, x’(, kde ab.

Homogénne lineárne dif. rovnice
Veta: Nech a1(.), a2(.): (a,b)(R sú spojité funkcie, (a,b), R. Potom  jediné riešenie x: (a,b)(R začiat. úlohy x’’+a1(t)x’+a2(t)x=0, x(, x’(.
Veta: Nech a1(.), a2(.): (a,b)(R sú spojité funkcie. Potom množina X0 všetkých riešení (HLDR) x’’+a1(t)x’+a2(t)x=0 tvorí rozmerný lineárny priestor a všeobecné riešenie má tvar x(t)=c1x1(t)+c2x2(t), t(a,b), kde B={x1(t),x2(t)} je báza X.

Veta: Nech x’’+a1x’+a2x=0 je daná obyčajná dif. rov. 2. rádu. Potom bázou B priestoru X0 jej riešení je dvojica funkcií. a, {er1t,er2t}, ak r1,r2 - sú rôzne 2 reálne korene charakt. rovnice (CHR) p2(r)=r2+a1r+a2=0  b,{er1t,ter1t} ak r1 je dvojnásobný koreň (CHR) c, {etcost, etsint}, ak ±i, (>0) je dvojica komplexne združených koreňov (CHR).

Nehomogénne lineárne dif. rovnice
Veta: Nech a1(.), a2(.), f(.) sú spojité funkcie na (a,b), xfC2(a,b) je nejaké riešenie (NLDR) x’’+a1(t)x’+a2(t)x=f(t). Potom všeobecné riešenie (NLDR) má tvar x(t)=xh(t)+xf(t)=c1x1(t)+c2x2(t)+xf(t), kde xhC2(a,b) je všeobecné riešenie (LHDR) x’’+a1(t)x’+a2(t)x=0

Asymtotické vlastnosti riešení

Systém diferenciálnych rovníc Všeobecné riešenia

Def: n-tica funkcii (x1,...,xn)T: (a,b)(Rn je riešením (SDR) x’=f(t,x)(t(a,b)), ak funkcie xi: (a,b)(R (i=1,...,n) sú spojite dif. a platia identity x’i(t)=fi(t,x1(t),...,xn(t)) pre t(a,b), i=1,...,n. Množina  všetkých riešení (SDR) sa nazýva všeobecné riešenie.

Def: Začiatočná úloha pre (SDR) je úloha nájsť riešenie x=(x1,...,xn): (a,b)(Rn (SDR) x’=f(t,x)(t(a,b)) spĺňajúce začiatočné podmienky x1(()=1,...,xn(()=n, (a,b), n)TRn.

Veta: (O existencii a jednoznač. riešenia) Nech funkcie fi: (a,b)R(R sú spojité a majú spojité parc. der. fi/(xj: (a,b)Rn(R, i,j=1,...,n. Nech (a,b), iR, i=1,...,n. Potom  jediné riešenie x=(x1,...,xn): (a,b)(Rn začiatočnej úlohy x’1=f1(t,x1,...,xn) x1(t)=1 ... x’n=fn(t,x1,...,xn) xn(t)=n; x1(()=(1 ... xn(()=(n

Lineárne homogénne systémy DR
Veta: Nech aij(.)(R, i,j=1,...,n sú spojité funkcie. Potom množina X0 ( riešení (LHS) x’=A(t)x je n-rozmerným lineárnym priestorom a všeobecné riešenie má tvar x(t)=c1x1(t)+...+cnxn(t), t(a,b), c1,...,cnR, kde B={x1(t),...,xn(t)} je báza priestoru X0.

Def: Nech A je štvorcová matica typu nn, C. Potom det|A-I| sa nazýva charak. determinant rovnice pn()=det|A-I|=0 charakt. rovnica a jej korene 1,...,k, 1kn sú vlastné hodnoty matice A. Nenulové vektory b1,...,bk spĺňajúce systém (A-iI)bi=0 sa nazývajú vlastné vektory matica A.

Veta: Nech matica A=(aij)ni,j=1 má n vzájomne rôznych vlastných hodnôt 1,...,n, ktorým zodpovedajú vlastné vektory b1,...,bn. Potom množina funkcii B={e1tb1,...,entbn} je bázou priestoru X0 všetkých riešení (HSDR) x’=Ax. Všeobecné riešenie má potom tvar x(t)=c1e1tb1+...+cnentbn, tR, c1,...,cnR.

Prípad dvojnásobnej vlastnej hodnoty
Veta: Nech X0 je priestor všetkých riešení (LHSDR) x’=Ax, A=(aij)nn. Nech 1 je dvojnásobná vlastná hodnota, 3,...,n sú jednoduché vlastné hodnoty matice A s odpovedajúcimi vlastnými vektormi b3,...,bn      a, ak bod (A-1I)=n-1, tak báza priestoru X0 má tvar B={e1tb1, e1t(tb1+b2), e3tb3,..., entbn}, kde b1 je vlastný vektor odpovedajúci vlast. hodnote 1 a b2 je zovšeobecnený vlastný vektor definovaný vzťahom (A-1I)b2=b1, b, ak bod (A-1I)=n-2, tak báza priestoru X0 má tvar B={e1tb1, e1t(tb1+b2), e3tb3,..., entbn }, kde b1,b2 sú dva lineárne nezávislé vlastné vektory odpovedajúce vlast. hodnote 1.

Komplexne združené vlastné hodnoty

Veta: Nech matica A má dvojicu jednoduchých komplexne združených vlastných hodnôt 1i, 2=x-i(>0) a n-2 jednoduchých reálnych vlastných hodnôt 3,...,n s príslušnými vlast. vektormi b1,b2,...,bn. Potom báza priestoru X0 všetkých riešení (LHSDR) x’=Ax má tvar B={Re{e1tb1},Im{e1tb1}, e3tb3,..., entbn}.

Lineárne nehomogénne SDR
Veta: všeob. riešenie lin. nehomogén. systému: Nech aij(.),fi(.), i,j=1,...,n sú spojité funkcie na int. (a,b). Nech B={x1(t),...,xn(t)} je báza priestoru X0 všetkých riešení (LHSDR) x’=A(t)x a xf: (a,b) (Rn (nejaké) riešenie (LNSDR) x’=A(t)x+f(t) má tvar x(t)=xh(t)+xf(t)=c1x1(t)+...+cnxn(t)+xf(t), c1,...,cnR, t(a,b). 

Parciálne diferenciálne rovnice

Def: Eliptická okrajová úloha je úloha hľadania riešenia eliptické parc. dif. rovnice - div(k(x,yz)gradu)=f(x,y,z); (x,y,z) spĺňajúceho jednu z okrajových podmienok 1.,2.,3. alebo zmiešanú okrajovú podmienku. 1, Dirichletova : u(s)=g(s), s - hranica oblasti ( 2, Newmannova: u/u(s)=g(s), sNewtonova u(s)+(s)u/u(s)=g(s), u/u=1/(s)[g(s)-u(s)]

Laplaceova rovnica

Nestacionárne rovnice A: parabolické, C: Hypebolické 

Ortogonálne rady a vlasné funkcie
Def: Nech fL2(a,b), {Xn}L2(a,b) je ortogonálny systém funkcii. Potom čísla cn=(abXn2dx)-1 abf(x)Xn(x)dx, nN sa nazývajú Fourierové koeficienty a nekonečný rad n=1cnXn(x) Fourierov rad funkcie f podľa {Xn}. Ortogonálny systém {Xn} je úplny v L2 (a,b), ak Fourierov rad ( fL2(a,b) podľa {Xn} k nej v strede konverguje t.j. limn( ab(f-nk=1ckXk(x))2dx=0.

Sturmova-Liovilleova úloha na vlastné hodnoty vlastné funkcie : 1, d/dx(p(x)dX/dx)+(((x)X(x)=0, x((a,b)     2, (X(a)-(X’(a)=0, ((0, ((0, (+(>0  3, (X(b)+(X’(b)=0, ((0, ((0, (+(>0

Def: Sturm-Liovill úloha je úloha nájsť vlastné hodnoty ((R, pre ktoré má okrajová úloha 1,2,3 nenulóvé riešenia Xx – vlastnej funkcie.  (((x)X((x)=-d/dx(p(x)dX(/dx), X((a)=X((b)=0; (a(b((x)X(2(x)dx=-a(bd/dx(p(x)dX((x)/dx)X((x)dx=a(bp(x)(d/dxX()2dx, p(x)>0; (=[a(bp(x)(d/dxX()2dx]/||X(||2(>0
Veta: (Vlastnosti vlastných hodnôt a vlastných funkcii) Existuje postupnosť vlastných hodnôt {(n} a odpovedajúca postupnosť vlastných funkcii {Xn(x)}. Sturm-Liovill. úlohy 1,2,3 v vlastnosťami : 1, 0((1<(2...<(n(...; limn(((n=(  2,Postupnosť {Xn(x)} je úplny ortogonálny systém a váhou ((x), a. a(b((x)Xi(x)Xj(x)dx=0, ak i(j, a(b((x)Xn2(x)dx>0, (n(N; b. Fourierov rad ľubovoľ. funkcie f(L2((a,b) podľa {Xn} konverguje v strede s váhou ( k funckii f. 
