RIESENIA ULOH

Fyzikalne tlohy a ich postavenie pri Studiu fyziky

Tato zaveréna ¢as’ mojho diela o elektromagnetizme je venovana rieSaloh, ktoré som
Citatelovi-Studentovi predkladal za kazdou kapitolou. Naax’ Uloh je rézna: niektoré su Krai
jednoduché a ich rieSenia st udané iba numerickysiedkami, iné, nakmejSie, vyzaduji hibsi
analyticky rozbor. Niekiko Uloh vyzaduje mimoriadne dobru pripravu a paki@r do vykladovegasti.
Takuto paletu Gloh som zvolil na zaklade skusendstipotencialni rieSitelia-Studenti maji réznu
urovai teoretickej pripravy, a teda aby aj menej erudovaali Sancu UspesSne rigSprislusny
pocet Uloh. Na druhej strane, aby sa ti ambiciézmejSieSeni nenudili.

Najv&:si problém pre rieSita Ulohy je obvykle odpovena otazku: "Ako z&t'?" Niet naiu
jednoznanej odpovede. Uspech sa dostavi aZ po tvrdej amsgsickej praci s tlohami a ziskanim
dostaténej skisenosti. Ako pri skutnom fyzikdlnom vyskume, ani pri rieSeni Ulohy reevidy
od za&iatku jasné, aka je optimalna postuphksokov pre dosiahnutie vysledku. Ak moznoduie
poradi’ — tak potom popri Specialnych zakonoch tykajuaahpriamo zlozitého problému, treba sa
pri jeho rieSeni pokusivyuzit' fundamentéalne fyzikalne zékony, ako s napr. zgkmacthovania
a princip superpozicie. ESte vySSi stuphapania problému predpoklada schognogizivania
metodologickych principov fyziky, ako su: princigdinnosti, symetrie, relativity a ekvivalencie.
Niekedy sa treba tieZz povznierad priehradky, ktoré sme vo fyzike narobili. Fg@ny svet je
zlozity a mnohotvarny &asto sa treba na problém veldiezrie’ aj z inej, nielen "elektromagnetickej",
ale napr. aj z mechanickej,termodynamickej stranky.

Umenie rieSenia Uloh spiva tiez v schopnosti odliSpodstatné stranky problému od menej
podstatnych¢i nepodstatnych. Takato schoptiaea pri rieSeni prejavi schoprios zanedbavatak,
Ze sa vyptty stani matematicky jednoduchSieg¢pm vysledok rieSenia problému zostava pre prax
dostat@ne presny. Dobrym prikladom je zanedbanie grawitho posobenia pri elektromagnetickej
interakcii elementarnycéastic.

U v&Siny predkladanych dloh sa vyZzaduje numericky \dslke Nie je mojim zaujmom tyfa
Studentov bezduchymi numerickymi &@miami, skdr mam umysel poukézsa konkrétne kvantitativne
suvislosti, ktoré mozu Wypre budiceho profesionélneho fyzikd’me powné. Vel dozvedi€ sa
numerickym vypétom napr. to, Ze vo vnutri vodikového atdmu jenatta elektrického pa va&sia
ako 16° V/m a rastie smerom do vnutra k neznamym hodnatérmagneticka indukcia pritom tieZ
dosahuje extrémne vysokych hodn6t cca 12 T, je poenvémi vzruSujlce a Sokujuce zardive
Atom takto predstavuje singularitu hustoty elektagmetickej energie.

V dnesnej dobe pri $@snych moZznostiach vypmvej techniky nepredstavuju numerické
vyposty Gloh nijaké mimoriadne problémy. Mnohé z uvedsmyiloh autor numericky rieSil
v ¢ase, k& mal k dispozicii ako jedin vygtova techniku logaritmické pravitko, k tomu
matematicko-fyzikalne talflay, papier a ceruzku.

RieSena zbierka uloh ma svoje vyhody, ale aj nevyhd@hodou je, Ze zbavuje Studenta
pochybnosti pri hodnoteni svojho rieSenia, nevyhioo Ze zvadza na "odpisovanie". Fyzikalne
Glohy maju predovsetkym preveriibku a rozsah teoretickej pripravy tudenta a jeftmsnos
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samostatne rig3idlohy fyzikalnej praxe. Mali by hypreto rieSené samostatne, bez pomoci nejakych
vzorovych rieSeni, ak naviac uvazime, ze Ulohy m@&t niekd’ko spravnych spbésobov rieSenia
obvykle iba s jednym spravnym vysledkom. Studentpwy rieSeniach mal siahfiuba pri
konfrontéacii vlastného postupu a dosiahnutého mieS&\k si musi nimi pomafigpred dosiahnutim
vlastného vysledku, znamena to, Ze jeho priprabalaedostaténa, alebo nema dosrpezlivosti.

V takom pripade rieSenia su tiez uZité, ale iba ako dodatod Studijnd literatdra (potom vSak
treba siahntiaj po inej dostupnej zbierke Gloh).

Napriek argumentom pre a proti si myslim, Ze riéSélohy mozu bty uzitatnou pomdckou,
ak sa rieSenia budl pouzfva rozumnej miere. Domnievam sa, Ze ich treba zérafdkvoli
ucelenosti predkladaného diela.

2 Elektrostatika nabojov vo vakuu

1. Vysledna sila pésobiaca na nalggjnaobr. R1méze by nulova iba vtedy, ak sily od
nébojovq; ag, s op&ného znamienka. To méze nastedy ak:

a) g; ag, st op&ného znamienka, pritom> d alebox < 0,

b) q; ag, st rovnakého znamienka, gym 0 <x < d.

0 “ .
7 7 7
d X

Obr. R1

Podmienka rovnovahy sil je

S 1 2
ane( x° (x-d)
z ¢oho prex plynie kvadraticka rovnica
(1-p)X¥-Ax+d?=0
kdep = [g.)/[qs|. Korene tejto rovnice su

11\/B= d

X ,=d
2o 1-p awp

a udavaju polohy nabog, v ktorych je tento naboj v rovnovahe. Pritom maastd tieto pripady:
o) ak 0 <p < 1 (bl < pul), potom

X >d a 0<x,<d

Prvy koréi zodpoveda nabojom ofrggho znamienka a druhy nadbojom rovnakého znamienka.
B) akp > 1 (Pl > ful), potom
X <0 a 0<% <d
Prvy koréi zodpoveda nabojom ofr@gho znamienka a druhy nabojom rovnakého znamienka.
y) akp = 1 (B2| = bul), potom pre naboje rovnakého znamienka je rovimv@oloha medzi

nabojmi vo vzdialenostx = d/2. Pre naboje ogaého znamienka rovnovazna poloha neexistuje,
resp. je v to.
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2.f=9,2.10°N.
3. Dostrediva sila sa rovna Coulombovej sile a plati
my’ &
ro 4meyr?
z ¢oho plynie pre rychlashodnotav = 2,25.16 m/s.

4. Vyuzitim Gaussovho zakona dostaneme pre intesigdktrického pta vo vnitri rovnomerne
nabitej gule vyraz

E(r) = 4T[(3‘:R3 prer <R

Elektron méa rovnovaznu polohu v strede gule. Akngehyli z jej stredu do vzdialenostj bude
nai posobi’ centralna sila

F(r) =eE(r) =2

e RP
Pohybova rovnica pre elektrén bude tvaru

d?r eQr
= =—F(r)=-
dt? ) ang,R®

me

Je to diferencialna rovnica pre netimeny harmonpéfiyb s frekvenciou
_w_1 ] eQ
2 2m\ 4ng,m, R
Pre vodik fn. = 9,1.10% kg, Q = 1,6.10%° C) f = 7.13° Hz. Této frekvencia spada dialekej
UV-oblasti (pozri tab. 20) za hranou Lymanovej&éripojem z atdmovej fyziky.
5. E = 6,4.16%2/A%2 [V/m].

6. a) divE = 0, rotE = 0. PretoZze roE = 0, dana funkcia mdze predstavbvaalne
elektrostatické pole.

b) IntegréIJ. E.d po drahe 1 nabr. R6je

(0.9 (L9
I, =K J (ydx+xdy) + Kj(ydx+ xdy= K0+1) = K
(0.9 (0

Integral po drahe 2

(29) (13
I, =K J(ydx+xdy)+ Kj(ydx+ xdy= K0+1)= K
(0.9) (01)

Drahu 3 predstavuje priamkes x, pricom vzdialenog| od zd&iatku stradnic sa da vyjadmako

I =yx?+y?
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Obr. R6

Na drahe 3 ma intenzita elektrickéhd'pvdkos’

E=E2+ E2 = K{ ¥+ ¥ = K

a smeruje poZd priamky, takze integral po drahe 3

P V2
I3=IE.dI:KIId:K
0 0

VSetky tri integraly maji rovnakd hodnoky teda hodnota integréljﬁ E.dl nezavisi od zvolenych

drah.
c¢) Potencialova funkcia je tvaru

V = Kxy + konst.

7. a) Celkovy naboj v diovej vrstveq = Q
b) Prer <R, je E = 0. PreR, <r <R; z Gaussovho zakona pre intenzitu plynie

0" - 7
Prer >R, je
()= oy
¢) Potencial pre > R
V0= e

PreR, <r <R,

v(r)= 4n£0(gl— R) (r _rRz +|n%R1j

a prer <R, je potencial konstantny a z dovodov spojitostinaky ako prr = R,, teda
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Q Inﬁ = konst.

Tango(R-Ry) R,

8. Ak napiSeme dany potencial v tvare

g -1 ¢
dne, T Angyr

vidime, Ze je superpoziciou potencialu bodovéhmjaépa potencialu

ar
vy=_4 € 1
dngy, T

na ktory treba aplikovaPoissonovu rovnicu v sférickych saradniciach (ptayuku 23)

LY ' 2 -ar '
ArV,(r):6V+26V _gae™ __p(n)
ar? r ar  Aneyr &

z ¢oho hustota naboja zodpovedajuca potendigh) je

qaze—ar
4ar

p(r)=
Ak hustotu bodového naboja vyjadrime pomocou Divagd-funkcie
A= Ar)q
potom vysledna hustota naboja je superpozigicd(r), teda

A =po+ ()

Yukawov potencidl je teda budeny bodovym nabojpanzapornym nabojom, ktory je rozlozeny
so sférickou symetriou okolo nabaja hustotoyd(r). Celkovy naboj rozlozenidl(r) je

0

Jp’(r)4nr2dr = —qazje'a’rdr =—q
0 0

Rovnica pre Yukawov potencidl sa da napisévare

AV - a2y =990
&

v ktorom je znama z literatdry.

inpdr:—:gzr'zex;{_i') d'=-e

b) Intenzita elektrického ffa budena elektronovym mrakom
r T
Eo(r)=- 1 - %J.ex 22 g2 =
ATiEr © Ay, ° =H)

_ e 2r -2r e =2r
= {1— (1+ ]ex;{ﬂ + 5 ex;{]
ATEgagr 8 8 2MEp3g 8y

9. a) Celkovy naboj

571



Protén nachadzajuci sa v strede symetrie budi psvokoli elektrické pole s intenzitou

e
2
Anggr

Ep(r)=

takze vysledna intenzita elektrickéhd’awodikového atému je
E(r) = E«(r) + Ex(r)

Zavislog’ intenzity pda od argumentu/a, je graficky znazornena rabr. R9a(Bohrov polomer
ap = 5,29.10" m, naboj protonu a elektrérei= +1,602.10*° C). Z grafu vidime, Ze intenzita
elektrického pba vo vnutri atbmu je obrovska a neda sa portwwaziadnym makroskopickym
pofom v beZznom Zivote.

1.0x10"2
8.0x10""
» Intenzita elektrického pola
6.0x10""
vodikového atému
£ a0x10"
>
w
2.0x10""
0.0 e
E
-2.0x10"" e
T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6
r/a,
Obr. R9a

c) Poda vyrazu (2.88) potencial sféricky symetrickéhdaaenia naboja je dany vyrazom

r o
Ve(r):ijp(rv)erdrv+ijp(rr)rvdrr:_ € 3(1|1+|2j
& ¢ & nEYAy \ I
kde
0 (-2 a or a2 -
|1=jexp{ jr'zdr' = 1—[1++ 2] ex;{—j
° 2 4 8 &
2 _op! 2 _
P =Jex;{ 2 jr'dr' :a°[1+2r) ex;{zj
. 8 4 2]
takze

Potencial od celého vodikového atému je
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M(r) = Vi(r) +V(r)
kde

e
V,(r)=——
(") ATigr

je potencidl jadra (protdnu). Zavistopotencialu od argumentua, je pre uvedené numerické
hodnotye aa, graficky znazornena nebr. R9b

50

40

Potencidl elektrického pola
vodikového atému

30

POTENCIAL / V

r/a,

Obr. R9b

10. a) Dizka dipélud = p/e = 3,85.10' m. b) Intenzita pta na osi dipdlu je 4,1.80//m,
kolmo na os dipélu je —2,05.10V/m. c) Maximéalna sila, ktorou dip6l pésobi na flamy i6n
je 6,55.10'N. d) Elektrick& sila medzi dvoma molekulami vgdys,27.10 N.

Obr. R11

11. a) Zobr. R11vidiet, Ze vysledna sila posobiaca na jeden z nabajge —

f=2f,c0830 - f,= 4‘/§q (a-+39)

TEga’

Ak q> \/éQ, sila p6sobi von z trojuholnika, ak< J§Q, potom sila pdsobi dovnutra.
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b) Energia sustavy
w=_1(q-y30)

" 4mgga
c) Sila pdsobiaca na naboj bude nulova, akg =J§Q. Energia suUstavy je vtedy nulova.

Systém je nestabilny, pretoze akilek zmena polohy jedného z nabojov vedie k vzniégnufovej
sily pdsobiacej na nab@), ¢im sa cely systém zrati. Elektrostaticky systérinyoh nabojov je
vzdy nestabilny (Earnshawova veta).

12. Intenzita bude maximalna vo vzdialenosti 7,1.10° m od stredu kruZnice na jej osi a jej

hodnota jeEmay= 1,73.168 V/im.

13. Pod’aobr. R13je v rovine symetrie ndbojov intenzita elektrickgid’a dana vyrazom
E =2E'cosp = L&Z
21'[";"0(r2 +a2)

a je kolma na rovinu symetrie ndbojov. Tok vekiotanzity elektrického pi je

(egs<(__ Q _Q
w=[eds= jm()m @FJ

|
P N
|
I
, |r N
| S
// f [\\
PN i [P
_Q a : a +Q
Obr. R13

14. Dosku mozno rozloZina prazky poth obr. R14,pricom potencial od jedného prazku
v strede dosky je

dv' = oux n X+ 2x: oux In(1+\f2)
21, X 21,

Potencial od trojuholnikovejastiOAB

B aln(1+xf2) a2

21,

a od celej dosky
v=av'=n(1+2)
Ty
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Obr. R14

15. Z vyjadrenia intenzity elektrického fev sférickych sdradniciach (pozri tdlu 22)

ov 1oV 1 oV
E=-grad/ =-—¢€ ~=——€y~————€
or r od rsing o¢

dostaneme pre zlozky f@vyrazy

_ 0V _2acosd b _ 1 ov 0 __1lov _asind
2

T oar rs r2 ¢__rsinz9%: 77 a9 x

I
0
l

I
-¢ £
L~ /0 N X
| v
E

Nio

Obr. R16

16. Nech osx smeruje kolmo na vrstvu, gam x = 0 v strede vrstvy. Pouzitim Gaussovho
zakona:

—pre¥| <a/2
E=2x v=-+F_
&o 2&,
—pre | >a2
2
Eo X vz
250 |¥ 28 8
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i je jednotkovy vektor v smere asiV rovinex = 0 jeV = 0. Grafické zavislost aV odx su na
obr. R16.

17. Nech osx smeruje kolmo na vrstvu, gam x = 0 v strede vrstvy a nekofr@ rovina
nabita ploSnym nabojorrje vo vzdialenost#/2 na vrstve vpravo. Potom:

—pre)| <a/2
_ 2_
E =220, v =K K
2&, 2&,
g
ol
I
E
I
I
a a
"2 2 o
0 X
/ ‘
v
£ [
|
l
|
Obr. R17
—pre| >a/2
2
E:pa+a-li V:_pa+a-x+pa+aa[1+xj
2e, |X 2, 8, 4, X

i je jednotkovy vektor v smere osi Prex = 0 jeV = 0. PriebehyE aV v zavislosti odx su pre
o=ap2 zobrazené nabr. R17.

18. Intenzita elektrického ffa na osi disku vo vzdialenogtod jeho stredu

:Az[ln RtV R+ Z R ]

E —
20 z R?+ 7
a potencia y :f[Rm i zmm}
€o z

19. Na disku mozno zvali nekonéne tenké kruhové pruzky pbtalobr. R19s plochou
dS=2rJdr, pricomr = 2Rcosd a d = —-2R sind dJ, takze & = -8R J sind cos? dJ. Potencial,
ktory budi naboj na prazku v bode 0 je
1 odS _

dv=—t FS__ R sinsds
aneg r TE,
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a od celého disku V=R [ssingdo =R
TE

V strede disku je potencial [pozri vyraz (2.84), pr 0]

V, T

V. >V takze pomer —stred = _ 51
\% 2

stred —
28,

Potencial na disku teda smerom od stredu disktid gdraju klesa.

r dr
3
0 2R
N
.
Obr. R19
20. Vyuzitim vyrazu (2.88) dostaneme potencial annii elektrického pia pre 0 < <R
v tvare
4R - 13 2
V :M E= Air.
12¢, 4,
Prer >R
A4
v = AR E- AR“2
Adggr 4eqr

Intenzita méa radialny smer zo stredu symetrie.
21. Pouzitim Poissonovej rovnice dostaneme fjeglané nabojové rozlozenie vyraz
A
e tee(2
4 r
22. p= —653; naboj na guli je rovhomerne rozlozeny.
23. Intenzita elektrického ffa
E =-0V=—(ayi + axj —2azk)

kdei, j, k st jednotkové vektory v smeroch siradnicovych BeemetE do smeru vektora je
dany vyrazom
a_a(ez-y)

4 V10

E,=E.
V bodeM je E, = —(19/@) a.
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24. Prer <r;

E=0 v=_1t [qZ_qu
aneg\r, n
prery <r<r,
E=- 1 G, ve 1 [Qz_qu
4T 12 dmigg\r, 1
aprer >r,
_ 1 QZ;%er vt %2~&
4T[€0 r 4T[£0 r

€. je jednotkovy vektor v radialnom smere zo stregluetrie. Ak sa gule navzéjom posund, potencial
vo vzdialenom bode bude superpoziciou potencidllobého naboja \F&ostiq, — g, a potencialu
dip6lu s momentom = g,0x.

Obr. R25

25. Z obr. R25plynie pre potencial vo Vkej vzdialenostir (v rovine kolmej na dvojicu
priamok)

v=_A (Inp=Inry) = Ak
211, 0o I
pricom prer » d
d 2
24| =] +rd
n r? ' (2) rd cosp d d
In==In——=In 5 =|n|1+—cosp | =— coPp
I, nro r r r

Potencial priamkového dipélu je teda

_Adcosp _ p'.r
V= - 2
2MEr 2mEr
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kdep' = Ad je moment priamkového dip6lu. Intenzita elektrickédu’a

E = —gradv = —— [L(rf ) —%}
218,

r r

26. Prer > a je Hadany potencidl rieSenim Poissonovej rovnice, kinéav cylindrickych
suradniciach pri osovej symetrii tvar (pozri tékw 23)

1d(,dv)_ ar). K

ra\ dr & Eof

Po Uprave rovnice a prvej integracii dostaneme

v k,G

=-E=z=——+——=
dr & T

kde C; je prva integrana konstanta. V oblasti< a je intenzita elektrického ffa nulova, a teda
prer=a

dl:—i-{-gzo
dr & T

odkid’ pre integranu konstantu plynie hodnota

G=ak

€o

Potencial dostanem#alSou integraciou vyrazuMidr v tvare

v=-K; +C,Inr+C, :L(aln r=r)+C
€o €o

kde C, = C je druhda integrna konstanta. V oblasti< a je potencial konstantny a rovny jeho
hodnote prr = a, teda

V:L(aln a-a)+C
&o

27. Umiestnime pasik symetricky okolo egpravouhlého suradnicového systémulipaibr. R27
Nekonene Gzky praZok @s dzkovym nabojom d= o(y)dy vytvori v bodeM(y,, Z) elementarnu
intenzitu

d
dE=2dT _ a(y) y2
ol 2megy(yo-y) + %

Priemety intenzity do smerov ogaz su

1 J%cf(y)(yo— y)dy

E, =| dEcosg =
yj % 21e,
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Obr. R27

a) Ak 0 = gy = konst., integraciou poslednych vyrazov dostamem

oo Ir](yo—a)2+ 7

E,=-
aneg (yo"'a)z"'%

y

E,=-20 (arctga+ Yo, arctg?— yoj
21e, A )

b) V tomto pripade integracia vedie na tvary

= T0 gy 21 ) an =% F(_Zj )ﬁ-?ﬂ
E, 26, ex;{ y || COS™~ ¥ E, Oex |2| 2] sin— y,

PoznamkaV pripade b) treba vyuZintegral

]‘o b+ y)ﬁsm ay)dy= T[ex;{ a p- )L/ibz sirﬁaq)+cco(sac)]

., Pt2ay+

28.Eo= (01 + 92 )/(28), B = (h — %2 )/(2&), 01= > = (th + )2, 01" = —0%' = (th — Qp)/2.
29. Hradany potencial je rieSenim Laplaceovej rovnice

o,
ax?  ay?

=0

a v roviney = 0 predstavuje periodicki okidikovi funkciu, ktord mozno rozvitiido Fourierovho
radu
A, 1 . nn
=—= » —sin—x
m Zn: n a

kden = 1, 3, 5, ... st vSetky neparne kladifigla. RieSenie Laplaceovej rovnice mozriada’
v tvare
V(xy) = X(x)-Y(y)
Dosadenim tohto vyrazu do Laplaceovej rovnice gpdprave dostaneme rovnicu
1d’X 1dY _
X dx? Y dy?
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Prvy ¢len tejto rovnice zavisi iba oda druhy iba og. Aby rovnica bola spinena pre vSetkay
treba aby sa jednotlivéeny rovnali konStantam. PoloZzme teda

1dX 1Y _ .
X dx * Y dx Y
kde
K2 =k2 =K?

je predbeznéubovd’na konstanta. RieSenia tychto rovnic su

X = A sinkx + B coskx Y=Ce¥+DeW
takze
V(xy) = XY = (Asinkx + Bcoskx)(C €Y + D ")

kde A, B, C, D su integrané konStanty. RieSenim Laplaceovej rovnice budeupgrpozicia
takychto rieSeni teda

V(xy) = XY= Y (A, sink,x + B, cosk,x)(C, € + D, ")

pre n neparne. Hodnoty konstaat, B, C,, D, treba utit z okrajovych podmienok. Pigl - o
potencial musi klesak nule, yéoho plynie, Ze musi plati

C,=0prey>0 a D,=0prey<0
Tiez B, = 0, pretoze rieSenie v rovine= 0 neobsahujéleny s kosinusmi. Pre konStamy ak,
z vyrazu pre potencial v rovine= 0 plynie

4, nm
=3 k =—
A nm " oa

Hradany potencial je teda tvaru

V(x,y):—4v0 zlex —Eyjsinmx prey=0
T 5n a a

V(x,y)=—°zlexp{+ﬂyjsinﬂx prey<0
T mn a a

Jednotlivé ¢leny potencialu (harmonické zlozky) klesaju expari&me s narastonjy|. n-ta
harmonicka zlozka klesne na 1/e-tinu vo vzdialéngst= a/(nm). Amplitidy harmonickych
zloziek klesaju vEmi rychle, takZe uz prig| = a/mmozno potencial vyjadtipribliznymi vyrazmi

V(x, V)Z%EXF{‘EVJS”&X prey=aln
T a a

V(x,y)=ﬂexp{+£yjsin£x prey<-aln
T a a

30. V bodeA je hodnota intenzity elektrického fmE, = 3,1.16 V/m a v bodeB je E, =
6,2.10 V/m.

31. Energia dipélp; v elektrickompoli E;, dipblup, je W= —p..E,, pricom
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E. = 1 [Sr(pz.r)_pz}

5=
4ne, r° r3

takze W = 1 l: pl p2 _ 3( H r)( pZ r):l

4me, r3 rs

Vyraz pre energiu je symetricky viddom na; ap, — ide o vzdjomnu (interg&hu) energiu.
32. Vo vzdialenostr od priamky je intenzita elektrického [fzo

_ A
21Er

r

kdee, je jednotkovy vektor v smere vzdialenasti
a) Vektoryp, € resp.E, su kolinearne. Vitkog’ sily pdsobiacej na dipél je dana vyrazom

dE Ap
F =p.gradE = p—Le =%
- = pgradg =p ar 2miEr?

a smeruje k priamke alebo od nej padrientacie dip6lu. Moment sily
M=pxE =0

b) Vektoryp aE, st navzajom kolmé. Silg, = 0 a moment sily

M=pxE, =%
P& 2T

€y

kdee, je jednotkovy vektor v azimutalnom smere.

Obr. R33
33. Potencial v bod® naobr. R33je dany superpoziciou potenciélov od jednotliviétbojov,
teda
V = i [1 + i - 2)
dreg\ry ry 1
pricom

r1=\/r2 +d 2 + 2rd cosg :r\/1+p2+2p cog

rzz\/r2+d2—2rd cos¢:r\/1+p2—2pco$>
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kdep =d/r. Vyraz pre potencial mozno teda nagigdvare

q 1 1

= + -2
Amegr \/1+ p? + 2pcosp \/1+ p? -2 pcog

Kedze p « 1, mozno prvé dvaleny v zatvorke rozvintido mocninného MacLaurinovho radu
pod’a mocnirp s vyuzitim rozvoja

1

V1+0

takze dostaneme

:1_%54.:,;52_... kde v naSom pripade J0=p° + 2p cosp

1
J1+ p® £ 2pcosp

Ak sa obmedzime n#deny s mocninami najviag®, potom pre potenciél dostaneme vyraz

V= qo® (3co§¢—1)

amegr

2
=17 peosp +-(3cod ¢ -1 cleny vyssich radov

34. Pod’a obr. R34a vyrazu (2.127) je potencial na osi kruhovej ex&tyy vo vzdialenosti
zdany vyrazom

V=—"—1dQ
4ne,
Qo

kde dQ = 2itsing d¢ je element priestorového uhly, , takze

#o
-_P i - P
V= prrs J;2n5|n¢d¢ =5 (1- cospy)

€o
Kedze cosg, =z W R+ Z mozno vyraz pre potencial napisatvare

v :'0'[1—4 ] z
26\ JR?+Z

z

p

Obr. R34
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Intenzita elektrického ga v bodeP je

Ecpo V. PRz

2 dz 250(R2+ 22)3’2 |7

35. Intenzita elektrického a od nabojového elemensdx (obr. R35 vo vzdialenostr je
dana vyrazom

dE = Adx .
AT o1
a zlozky v smeroch osiay
dE, = —szsina dE, = Adx 5 cosy
ATiE 1 AnEor
dEy
o
.
d
0 X deX'
Obr. R35

Ak vezmeme do Gvahy, %e=d tga, dx = (d/cosa)da ar = d/cosa, moZno posledné vyrazy uvies
na tvar

dE, = - A sinada dE, = A cosa da
4mie,d 4me,d

Integraciou tychto vyrazov ptid a od 0 porv2 dostaneme

EX = - A Ey = A
4me,d 4me,qd

Verkos vektora intenzity elektrického pa

V24
E=E2+E2=
Y 4mgyd

a uhol, ktory zviera vektdE s 0SOW

a, = arct Ey =45
o =arctg", =
|Ex
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36. Pole v dutine mozno povazavaa superpoziciu [fa od naboja rovhomerne rozlozeného
v celom objeme gule s hustotop & pd'a naboja rovnomerne rozlozeného s hustou gu’ovom
objeme s polomeromR'. V dutine bude teda pl#t{obr. R36:

Obr. R36
a) E :Lr-ir’ :L(r -r '):Lro
350 350 350 3‘0

Je dobre v8imnUsi, Ze elektrické pole v dutine je homogénne akfgénép ma smer vektorg,.

b) Pri danonR bude elektrické pole v dutine maximalne, ak buglenaximalne, a teda ak
ro=R —R, t.]. ak sa dutina svojim okrajom bude dotykankajSej giiovej plochy. Objem dutiny
7= 4mR*¥/3. S&in
_4np

9¢,

= (RRa— R4)

bude maximalny pre tak@', ktoré sfiia podmienku

oTE :ﬂ(3RR2—4R3): 0 ateda ak R/R=3/4
OR  9g,

37. Z vyrazu pre nulovy potencial

(3-8

- aneg\ 1,
plynie vz’ah medzi vzdialendamir; ar, nabojov odlubovd’ného bodu na ploche nulového

potencialu (pozrobr. R37

Qura=Qary
Pod’a kosinusovej vety

r2 =r?+d ?+2rd cosg
r? =r?+d ?-2rd cosg
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V=0

Obr. R37

takZe rovnicu pre plochu nulového potencidlu moZapisd v tvare

2 2
r2+d?2-2rd 8112+8222cos¢:0

V polarnych sudradniciach je to rovnica kruZniceofomerom
2Q,Q,
Qf -Q3
a stredom leziacim na polarnej osi vo vzdialenadtbodu 0
A-
Plocha nulového potencialu je tedd’gua plocha s polomeromR a vzdialenotou stredurg
od z&iatku zvolenej suradnej sustavy.

R=d

ro=d

Elektrostatické pole za pritomnosti vodi  ¢ov

38. Intenzita elektrického fa v gi'ovom kondenzatore pdaobr. R38(prea<r <b) je

E(r) -_ 4 a na povrchu vnatornej gule E(a) -_ 1
ATiE 1 2 4Tie,a®
0 0

Rozdiel potencialov guli je

= q (E—}) z ¢oho q:4T[g0Ua7b
dnepla b b-a
takze intenzitu elektrického pa na povrchu vnatornej gule mozno vyja&dako
bU
(a)=
a(b-a)

Intenzita bude maextrém (v tomto pripade minimum) pre takd hodregtpre ktorG plati
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OE(@) _,, 2a-b _
da a?(b-a)?

odkia’ pre polomer vnutornej gule s minimalnou intenzigynie hodnotaa = b/2. Kondenzator
bude maé pritom kapacitu

_4negqab _
b-a

C 41eb

%

Obr. R38

39. Intenzita elektrického fa v koaxialnom kabli je

E(r) = L
2MEr
a na povrchu vnitorného veédis polomerona
E(a)=
@ 21ea

kdeA je naboj na jednotkuizky vodica. Napéatie na kabli mozno vyjatidko

u=—2_1nb z&oho 1= 2neY
2ne, a | b
ni
a
takze -~
E(a)=—
aln—
a

Intenzita bude minimalna pre taky polomer vnitomebdica a, , pre ktory plati

l—In£

(GE(a)) iy % _g
08/ aeq, agln2£
a

z ¢oho pre polomer vnatorného védi plynie hodnota, = ble, kde e je zéklad prirodzenych
logaritmov.
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40. RovinyB aC su na potencialoch

g g
Vg=—a Ve=—Db
&o €o
oproti zemi.
A
IEB Ec TEBA
B c
L e
(&
Eg 1EC JECD
D

Obr. R41

41. Ulohu mozno riegi napriklad s vyuZitim zakona superpozicie. MoZnbraty doskuC
a paitat’ intenzitu elektrického gia od néboja na doslig Pre tento pripad plati (pozbr. R4}

Eza= Eg2a az Gaussovho zékona Eg + Ej -9

€o
takze Eg = 20 Ep = g
3‘&‘0 ‘?"EO

Podobne, ak sa odstrani dogkgpotom intenzity elektrického {fa od nabojov na doskesu

ag' , _20'
3e, Fo= 3¢
0 0

EC =
Pod’aobr. R41su vysledné intenzity

EBA:EB"'ECZS%(ZU"'U') ECD:EE"'EE::S%(U"'ZU')
0 0

. 1 .
Egc = Eg- EC:SE (o-0)
0

Potencialy rovirB aC oproti zemi sl

a a
Vg = Egpa=—(20+0"' Ve = Ecpa=—- (0 +20'
B BA 3£0( ) C CD 3£0( )

a napétie medzi rovinarBiaC
a
Uper =Vy—-V.=—(0-0"
BC ~ VB~ Ve 350( )
42. Plati (pozriobr. R42
Eidi = Eyd, B+ Ez:E
&
z ¢oho
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od, Oa oo, Jc

L &o(dy +dy) ) L)

E, =—— =
2 &o(dy+dy) &o

kde g, a o; su plosné naboje na rovinadhaC, takze

___ oo, ___ o4
Op=——"5— Oc=——"—
d, +d, d, +d,
A
d
B I ! c TE1
ldz lEz
Cc
Obr. R42
43. Naboje na rovinachA aB su
_(1_ ) __X
Ada d q Os d q

44, Pouzitim podobného postupu ako v predchadzajllocbg dostaneme

Obr. R45

45. Pod’a Ulohy 37 dva bodové naboj&1a -Q, budia vo svojom okoli elektrostatické pole
s gu’ovou plochou nulového potencialu. Polomer tejtocphlpa poloha jej stredu je rieSenim
spominanej Ulohy. Elektrostatické pole takejto @henjz vonkajSej strany davej plochy sa
nezmeni, ak sa plocha nahradi’@ou vodivou uzemnenou plochou, qain vnatorny naboj sa
odstrani, pretoze ho nahradi indukovany naboj oaha.

Potencial gliovej uzemnenej plochy a bodového nébojarlpodbr. R45 mozno teda
modelov& dvoma nabojmi — realnym nabojong & "zrkadlovym" nabojomd, ktorého vékos’
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a uloZzenie mozno it pomocou vysledkov Ulohy 37 s uvazenim d@ami naobr. R45 Pre

polomer gliovej plochy plati
a=(l-8)—1
qa--q

a vzdialenos djej stredu od nabojag-

12

q12
o=(1-90)———
G -q2
RieSenim poslednych dvoch rovnic pte d dostaneme
,_a
q :Tq o

a) Potencial v oblasti > a (mimo gule) bude superpoziciou potencialu od mabgja —,
teda vziiadom naobr. R45
V = 1 (ﬂ_i’j
4rigg\1" 1"

I'=r2+ 2-21 cosp |"=1.Z 210%-2 Jcosp

|

kde
takze

q 1 a

ane, \/r2+|2_2'I cosg l\/r2+614_2razcos¢
2

v(r.¢)=

b) Ak je gu’ova plocha izolovana nenabita, potom k potencigju§itanému v bode a) treba
superponovéapotencial bodového nabojaysh umiestneného v stredeligwej plochy.

c) Ak je guova plocha izolovana a nabita nabojag) treba k potencialu z bodu b)
superponoviéapotencial bodového nabajg umiestneného v strede gule.

Vo vnutri gu’ovej plochy je potencial v pripadoch a) nulovy, b)

q q = . q+q
= = = . V=
P konst a v pripade c) anz,a

= konst.

46. Podobne ako v ulohe 45 mozno rdjgrkadlovy" nabojq' (z vonkajSej strany dovej
plochy), ktorého vikos’ je g = —(a/d)q a je umiestneny vo vzdialenosti = a%J od stredu
gurovej plochy. Nabog bude prifahovany ku giovej ploche silou

fo 1 ad _ o ad
4, (d _5)2 4ne, (a2 _52)2

ktord nezéavisi od elektrického stavu gule, €ij.je gu’a uzemnend, izolovana, nabitd alebo
nenabité.

47. Nenabitl kovovl diu mozno poth Ulohy 45 modelovadvoma nabojmg' = —(R/l)q
aq'= —q, pricomg" je umiestneny v strede guleavo vzdialenostd = Rl od stredu gule smerom
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E, = 1 qa _q"= g 3-R
ang| (R-1)? (R-0)° R?| 4ngl(-R)?

a v bodeB (najvzdialenejSi od nabogg

1 q q g'|_ qg 3+R

E, = | =
B 4me _(R+|)2+(R+5)2+R2_ ane, (1 +R)?

o

Po dosadentiselnych hodnét dostanentg, = 2 246,9 VIm,Eg = 349,5 V/Im. Intenzity
v oboch bodoch smeruju wbr. R47dorava.

Obr. R47

48. Pri vypaite ploSnej hustoty ndboja na uzemnenej guli v pritosti bodového nabojg
mozno vychadzazo skut@nosti, ze

a) intenzita elektrického [fa na povrchu diovej plochy ma smer normaly (smeruje do vnutra
gurovej plochy),

Obr. R48

b) ploSna hustota naboja na guli je viazana s hitim pd’a pod'a Coulombovej vety.

Intenzitu elektrického dia na povrchu gule mozno wyfitat’ ako priemet intenzit elektrického
pola od naboja) a zrkadlového nabojag-= —(a/l)q na polomer gule pdd obr. R48 Zaveme
ozn&eniep = a/l, takze zrkadlovy nabaj' = pq a jeho vzdialenasod stredu giovej plochyd =
=pa. Zobr. R48d’alej plynie, Zze
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r =\/I2+a2—2al cosy =I\/l+p2— 2p cog
r =\/a2+52—2a5cos¢ = a\/l+ p?-2pcog = pr
Intenzita pda v bodeP naobr. R48je
E=E'cosa+ E"cosy

kde

—_ 4 P q
E'= 2 E"= 2" 2
ATiE 1 Aneyr’ 4rieg pr

Ak d’alej uvazime, ze
a=p3+¢ atiez y=B

¢o plynie z podobnosti trojuholnikdAP a OPB, mozno dbjs k vyrazu pre intenzitu elektrického
pora na gliovej ploche v tvare

_ q 1-p°
- 3/
4megla (1+ p?— 2pcos¢) 2

Pod’a Coulombovej vety je na povrchu gule zaporny pla$ilyoj s hustotou

- 1- pz
o(p)=-£oE =
0 4mila (1+ p2 _ 2pCOS¢)3/2

Celkovy naboj na guli dostaneme integracmpo celej gliovej ploche. Ako ploSné elementy na
guli zvolime pésiky s ploskamise 2ra’singdg. Celkovy naboj na guli

1
Q:ZHaZJasin¢d¢ :—I—aqz -q
0

Z boduA vidiet ¢ag’ gulovej plochy, ktora je nabr. R48vymedzena uhlong,, pre ktory
plati

a
COS¢0=T=p

takZe naboj na tejtéasti plochy je
o

Q=2 [ osingdg = —qT'(l+ p_ﬂ)
0

49. Intenzity a potencialy elektrického [fzosu

E:7q+q2 v=39%4 prer>r,
4TEyr aneyr
q+q
E=0 V= ren>r>r
4T Pret 2
g
E=—J > Vz—1 (q+q q—qj pren>r>r;
4Tier Ameg \ r ry ry
+ !
E=0 V= 1 (q+q q_qj prer<r
Ameg \ 1y ra r,

Intenzity elektrického pa maju radialny smer.
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Z Coulombovej vety plyna pre ploSné naboje na jeldny@h gu'ovych plochach vyrazy

At) = o A=z o) =t

am? 4} 4md
2 2
50.a) 16V, b) = S_1CUT_,q
2d> 2 d

c)2.16vV, d)5.10*J
51 _ﬂ(k+1)2 c _g(k+1)2

' U k-1 U K-k
52 Ur - Q = C:_I._CZU

Obr. R53

53. Najprv ukdzeme, ze ekvipotencialne plochy dvoahatelnych priamkovych nabojov
s hustotou & (C/m) umiestnenych paralelne vo vzdialenosti(@ozri obr. R53 su valcové
plochy. Pre potencial v bodeplati

V= A InL+ konst.
2ne, 1,
Na ploche konstantného potencialu
r
-L = konst. =k alebo 2 =kr?

P

593



Ak do posledného ¥ahu s vyuzitim kosinusovej vety dosadime
rZ=r2+1 2+21 cosg a r?=r2+12-21 cosg
po Uprave dostaneme rovnicu

r2+12 + 21

1+k? B
e cosp =0
Této rovnica je rovnicou prierezovej krivky ekvipatialnych pléch v polarnych suradniciach — je
to rovnica kruznice, ktorej polomer a vzdialeno$ d jej stredu od zaatku O na polarnej osi
splfiaju va'ahy

2
d?-a2=12 d= gil
k-1
z ¢oho
k k?+1
a=2l d=1
k?-1 k?-1

Ekvipotencialne plochy st teda valcové plochy obajiice naboje 4, pricom valcové plochy
rovnakého polomeru su na potencialoch, ktoré disulatnej hodnote rovnaké a liSia sa znamienkom.
Ekvipotencialne plochy mozno nahrédodivymi valcami a nabojeAtprenies na ne — pole v okoli
valcov bude také isté ako pole priamkovych nabajmestnenych vo vzadjomnej vzdialenosti

I=vd?-a?

K vypoctu kapacity valcov treba poziheozdiel ich potencialov (napatie). Aigbovd’ny bodP na
valci s ndbojom A a symetricky na valci s nabojond ¥ bodeP' s potencialy

+A I .
In—=+ konst.

V., =
L2 2Meg 1y

takze rozdiel potencialov (napatie) valcov

;
UZW—WZJLmi
TEg I

Tento vyraz plati préubovd’né dva body na valcoch, a preto tieto body moziobtzna priesénikoch
spojnice osi valcov s valcovymi plochami (bdefya Py’ naobr. R53. Tam plati

A, n_ A _d-a+tl_ A d-atvd*-& _ A  [d [d?
U=——In=-=——In = nN—————=—"—In| —+ 72—]_
MEg T, TEy a-d+1 TEy g-g+/d2-2 T |a Va

takZe kapacita na jednotkizély dvojice valcov

A_ &, __ T&
u 2 d
In[d+ dz_l] argcoshg
a \a

V praxi su polomenga valcov malé oproti vzdialenosti ich od,2. j. d/a» 1. V takych pripadoch

argcosig =In 2d
a a

[F/m]
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a kapacita cr=_¥o_ [F/m]

2d

In—

a
Posledny vyraz udava kapacitu na jednotkikyltechnicky délezitého dvojvattivého symetrického
vedenia (znameho tieZ pod nazvom "dvojlinka"). 8mlnduknog’ou na jednotku dky udavaju
tieto parametre déleziti elektrotechnickl &ieli vedenia — vinovd impedanciu (vinovy odpor)
vedenia.

54. Potencial pla& vai zemi je
_GU,+CU,+ ClU,
C+G+ G

Uo

55. Napatia na jednotlivych kondenzatoroch su

c C c
Uizcl(U1+U2+U3) Uz CZ(U1+U2+U3) Ué:Q(U1+U2+U3)

kde
1 1 1 1
4+ 4+
cC G G G

56. Ak privedieme na svorkg a B naboje £), rozloZia sa tieto naboje na doskach tak, ako je
to znazornené nabr. R56 PloSné néboje s& = Q/(2S) a intenzita elektrického paE = d/'&.
Medzi svorkamiA aB je napatie

Uns=Eh=Z h= Qh a kapacita CAB:&:Z‘ELS:ZC
& 26,5 Uas h
+G
15
-0
-Qo t+——o+Q
A e B
E
+G
Obr. R56

Uvazovany systém dosiek predstavuje dva rovnakédwmzatory s kapacitandl = £,5h zapojené
paralelne.

57. Naboje £) privedené na svorkg a B sa rozlozia na doskach tak akoata. R57a Pre
plosné hustoty a intenzity platiat@hy

o to,=0=2 E+E=2 2Eh- ER=0
S &

Z tychto rovnic dostaneme intenzitu
2 Oh

E= 20.20Q a napatie medzi svorkarhiaB Upg =Eh=———
3g, 36&S 3 &S
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Q _35S_3

z ¢oho kapacita =
Ugp 2 h 2

Cag =

C = gS/hje kapacita susednych dvoch dosiek. Vysledok maiosta priamo, ak si uvedomime,

Ze sUstava dosiek predstavuje sériovo-paralelngersipotroch rovnakych kondenzatorov jjad
obr. R57b

— 01 r
E
Q 6 o
+Go
E a)
-Q  o— B
B s
E
+ G1
C
A c c B b)
—
Obr. R57

58. CAB =3C, kdeC = goS/h

59. Integraciou napéti po uzavretych drahaclolla R59adostaneme dve rovnice

A T +6 =€ E; J— a)
E b3
d-a 1 T 1 Chc
|
C —T— +0'2=€0(E21 El) )
T E21 giT T CB .|. 82
B — -oy=¢ (E,=Ey ) il
7 ° Cap
d-a Eo &, -
l —05= € Ey .l-
D
Obr. R59
Ef(d-9 +Ena=¢ Exa+Ex(d-9 =%

a z porovnania nabojovych hust6t rovnicu
Ex=E+E
RieSenim tohto systému rovnic [itg dostaneme

_4+%

21 d+a

Napétie medzi doskan@ aB je
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a
Ucg = Eyia=(%1+%,) Tia
Kladna je dosk&.

Iny spdsob rieSenia plynie zo zapojeniaofa R59h ktoré je elektrotechnickou obvodovou
nahradou slstavy dosiek a zdrojovala. R59a Hodnoty kapacit kondenzatorov su

&S &S
Cpc=Cgp=—2 a ==0=
AC = ~BD T o Ces a
a pre obvod nabr. R59bplatia rovnice [pozri vyrazy (3.20) a (3.21)]
;55_ — QAC + QCB ;572 - QCB + QBD QAC _ QCB+ QBD: 0

CAC CB CC B CB D

kde Qac, Qca, Qrp SU naboje na jednotlivych kondenzatoroch. RieSapdéimo rovnic dostaneme
napatieUcg na kondenzator€cg v tvare

_Qcs _ Cach*Car%

=(%+#) A
Ceg  Cact+Ccpt Cpyp d

+a

60. Medzi kapacitami v trojuholniku a vo hviezde @atz’ahy
GG _ GG e+ GG o GG
C+C C+G C+G G+G
¢+ GC o GG
C+C, C+G

RieSenim tychto rovnic p@,', C,', C5' dostaneme

C+—

,_C . ,.C
47 C “ e

C2=C,C, +C,C3 + C,Cs

e 1% -GG -GG
G="22  G=1f  G=l

kde
alebo preC,, C,, C;
kde
C'=C/'+C'+Cy

61. Ulohu mozno riegidvoma spdsobmi:
a) pouzitim vyrazu pre energiu v tvare [pozri vy(a32)]

Wzéjp\/dr
T

kde 7 je objem gule a dje elementarny objem, ktory v pripade sférickepsirie rozlozenia naboja
moZno volt' v tvare gliovych vrstiev, teda d= 4mr’dr. Ak uvaZime, Ze hustota naboja v guli
0= QIT=3Q/(4ma%) a potencial v guli

__R #_ﬂ
vin= 4T[£0a3( 2 6
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[mozno ho vypéitat’ vyuzitim vyrazu (2.88)], potom dosadenim do vyrpee energiu dostaneme

3Q2
20me,a

a
w= 2T[pj V(r)ridr =
0
b) z vyrazu pre energiu v tvare

— %0 [ p2qr = %0 [ 24+ £0 =
W—ZJEdr szldr+2jE§dr W+ W
00 T =T

kde e — 7je cely priestor mimo objemu gule. Intenzita eliekiého pdia vo vnutri gule

E = Qr a mimo gule E, = Q
3 2
4amne,a

takZe jednotlivé prispevky k energii st

2 2 2 2 % 2
= Q 5 r4dr: Q a W2:Q ji;: Q
8reya o 40me a 8ney o 8neya
Ik 3Q*
Celkova energia je znovu W=W+W=—<__
W g 20me,a

62. Zmena energie jadier po rozpade

3Q2
AW=W-2W' kde W=
20me,a
je energia jadra pred rozpadom (pozri Ulohu 61) a
12
WY = 3Q
20mea’

je energia kazdého z jadier s polomem@ra celkovym nabojor®' po rozpade, ptbom

Q=Qr a a =a/(2¥?
takze
AW=W(1 — 23 = 6,8.10' J = 425 MeV

Pre hruby odhad uVoenej jadrovej energie budeme predpokiade kilogram Stiepneho materialu
obsahuje
n=— = 2,55.1G%kg™
235m,

jadier U, Uvarnena energia z jedného kilogramu Stiepneho matggal
Wiy =AWn=1,73.16% J.kg*

Explozivna energia vybusnin sa udava v mnoZstvénenej energie na jednu tonu trinitrotoluénu
(1t TNT), pricom 1 t TNTO4,2.10 J. Uvdnenéa jadrova energia na jeden kilogram Stiepneho
materialu je

W= 41254 t TNT.kg* = 41 kiloton TNT.kg* !!!

Pre porovnanie, tato energia sa rovna tepelnegiezékanej spalenim priblizne 6000 ton kvalithého
cierneho uhlia.
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63. Intenzita elektrického Fa naboja rovnomerne rozlozeného na guli s polomexgerpre
r=a

S .
AT

a prer < a sa rovna nule. Energiu takéhoto nabojového romiezenozno vypditat' pouzitim
vyrazu

w=22 [ Er
2

integraciou cez cely objem okrem objemu gule, wddo je intenzita pta nulova. Ak zvolime
objemové elementy k= 4rr’dr potom

jg @
Sm:oa 2 8ng,a

z ¢oho pre polomer gule plynie
Q2
8rie W

Dosadeningiselnych hodnét dostaneme pre polomenezonu hodnota = 1,56.10* m

64. Energia molekuly (na jeden ién) je

2 2 2 2 2
W= 1 [—28+2e_2e+...j:— e (1-&4.}_}4....):— e In2
41e, a 2a 3a 21ea 2 3 4 21eq,a

Energia je zaporn&p znamena, ze na rozloZzenie molekuly na iény twialozi’ pracu.

Elektrostatické pole v dielektriku

65. Uhol ¢ sa nezmeni, ak hustota kvapaliny bude

1
=|11-—
1% [ grjpo

kde & = 3M/(4TRR°) je hustota materialu gacok.

66. Ak sa na glbvé plochy privedd nabojeQ potom napatie medzi nimi bude

R+h Ry
U= jEldr+ IEzdr
R R+h
kde E, =L2 a E, - Lz
ATIEGE 4 ATEGE, of

su intenzity elektrického ffa v dielektrikach s permitivitars,; a &,. Integraciou dostaneme pre

napéatie vyraz
Q1 111 _1)
aneg | £qRy &R, R+t g, &
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a pre kapacitu
c=Q__  A4n&cnf RIR(R+

U &1(RR-R)R+(&,R-& 1R h

67. Ak sa na doskach nachadzaju nabd gotom na kondenzatore je napatie

_Q(h,dn__ 0 _
H E vy ey SO

a kapacita kondenzatora

c= Q_ Eo&16r S

U £r1d+(£r2_£rl)h

68. Ak je na kondenzatore ndbdP+potom je naiom napatie
a a
_Q ji _Qaf d_Qa,
s/ £(x) £S? x+a T &S
z ¢oho kapacita

C:Q: EOS
U aln2

Intenzita elektrického ga vo vzdialenostx od kladnej elektrédy (pozabr. R6§

E=—2.=— R _ apolarizicia  P(x)=(£-£,)E=0 X
&x)  g(x+a) x+a
a
+U E(x) 0
0 X
Obr. R68
kde 0__9 CU _ &U

S~ s aln2

(vektor polarizacie smeruje doprava). Pre hust@gmych viazanych nabojov dostavame vyrazy

a(0)=P(0) =0 a(a) =P(a) = a2
Priestorova hustota viazaného naboja v dielekjeku
. dP a
X)=-divP=-—=-0
pv( ) dx (x + a)2

Pri kladnej doske sa teda ploSna hustota viazanéboja rovna nule a pri zapornej ¢ga) =
= a2 = gU/(2a In2). Priestorovy viazany naboj v dielektriku ggporny a jeho celkova hodnota je
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a
Q, = SI pdx=-032
0

Je to naboj, ktory kompenzuje kladny viazany nat# na povrchu dielektrika pri zapornej elektrode.

69. a) Pretoze pole vektordy aE v priestore ohradenom gliovymi plochami je radiélne,
mozno zvoli gurovi Gaussovu plochu s polomeranx r < b, na ktorej plati D, + D,)2mr? = Q,
kde D, je elektricka indukcia vo vakuoveéasti objemu &, v ¢asti s dielektrikom. Na rozhrani
vakuum-dielektrikum plati hratmd podmienkd,/& =D,/¢. Z poslednych dvoch vyrazov plynie,
Ze
D, = EO Q D, = 3 Q

1~ 2=
Eo+ € 212 Eo+&2mr?

b) Pre intenzity elektrického pa plati

takze

1 Q
E=E =
VT g e om?

¢) Na vnutornej giovej ploche wasti kde je vakuum bude rozloZeny ploSny nabojstdiau

e Q
——=D,(a).
£0+£2T[a2 2()

£ Q L .
o, = g,E;=—2 =Dy(a a véasti s dielektrikom o, = ¢E, =
1= &0k £, + € 212 1(a) ¢ 2 2
Na vonkajSej gtovej ploche budid naboje s hustotammi = -D4(b) vo vakuu ag,’ = -D,(b)
v dielektriku.
d) Na vnutornej ploche dielektrika bude viazanyajab

£-& Q
£+&, 2ma’

0, =-P(a)=~(e-¢&)E(a) =~

a na vonkajsej ploche

7, =P(b) = (e~ o) E(y = £ %02

T ete, 2mb?
Priestorovy viazany naboj v dielektriku nie je.
e) Napatie medzi govymi plochami

b

U :jEdr =L(E_}) a kapacita C:Q:M
2T[(£0+£) a b U h-a

70. Pole v kondenzatore je radidlne, a tak moznoitzgol’'ovi Gaussovu plochu s polomerom
a<r <b, na ktorej plati

Q= &Qr’E + (4n—Q)&r’E

z ¢oho intenzita elektrického pa je

e Q1

4mey+Q(e-go) 1?
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Napatie na kondenzatore

b
U :J‘Edr:#(l_é)
) dne, +Q(e-go)\a b

a jeho kapacita

ab
C=§:[4T[£0+Q(£—£0) s

71. Pole v kondenzatore je centrdlne symetrické, égki vypcaite elektrickej indukcie
v kondenzatore mozno zvolgu'ovi Gaussovu plochu, na ktorej elektricka indukcia

5. Q

"4

2

Intenzita elektrického ga v kondenzatore

D Q

T &) angga’

Q

e A’

b
anapitie Uy :IEdr = (a-b)
” 4
takze kapacita kondenzatora
_Q _4mgd’
U a-b

C

72. a) Na vnutornej ploche dielektrika je ploSna btsviazaného naboja

_ &1 Q o & -1 Q
Rj=-Sr - < a na vonkajSej ploche R+h=2r -~ .|
R e PP lRen="g an(R+ 1’

b) Priestorovy viazany naboj v dielektriku nie je.
c¢) Celkovy viazany naboj v dielektriku

Q(R+H=0y(Re (R P =52 - R

d) Vo vnutri vodivej gule j@ = 0,E =0 ajP = 0. V dielektriku, t. j. pr&iR<r <R +hje
D _ Q E — Q P: ‘Er _l Q

4r? Amig e, r? & 4?2

a vo vonkajSom priestore ¥ R + h)

p=_9 g=_Q P=0
4172 4igyr?
VSetky vektory ptia maju radialny smer.

73. Homogénne polarizovand lgu(pozriobr. R733 ma na svojom povrchu viazany plosny
naboj s hustotou, ktora zavisi od ul@od’a va’ahu

g, =P cosp

Takéto rozloZenie naboja mozno modetbs@oma rovnomerne nabitymi gami, s konStantnymi
objemovymi hustotami nabojapt Gule s prelozené cez seba tak, Ze ich stredyosanuté
0 malu vzdialenasd pod’a obr.R73h Ked’ze kazda gia vytvara v svojom okoli potencial rovny
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potencialu celkového naboja gule koncentrovanéhgefstredu, mozno gule (Z'adiska ich
vonkajSieho potencialu) nahrddbodovymi nabojmi umiestnenymi vo vzdialenogtiVysledné
pole v okoli gule je teda pom elektrického dip6lu, ktorého moment treb&itirzo znamej
polarizacie gule. Ak koncentracia elementarnycholdip v guli jen a moment jedného dipélu je
Po = qod, potom polarizacia

Obr. R73

P=npo =nod = od

kde p je objemova hustota nabojov v guli. Kazd&ayma celkovy naboj s absoldtnou hodnotou
4 4_ 4P
=-mRp=-nR—
Q 3 P 3 d
a celkovy dipélovy moment polarizovanej gule je

p:Qd:gnF?’P

Obr. R73c
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Potencial v okoli takého dipdlu (teda v okoli p&davanej gule)

pr _ R

= = P.r
amegr® Ber’

Na povrchu gule je potencial
_P.R_PRcosp _ Pz
3‘5‘0 3"3‘0 $0

\Y,

Vo vnutri guleV = Pz/ (3¢,) a zavisi iba od vzdialenostiod stredu gule v smere jej polarizacie.
Intenzita elektrického ga vo vnutri gule je konStantna a antiparalelnacsiasJe dana vyrazom
gV o P
dz 3¢,
kde e, je jednotkovy vektor v smere oziV okoli gule je intenzita elektrického fmintenzitou
elektrického dipélu s momentonT&®P/3. Silcsiary elektrického pta rovnomerne polarizovanej
gule st znazornené oar. R73c.

74. a) Elektrické pole vo vnutri gulg, je superpoziciou daEq a pdaE, , ktoré je od
polarizacie gule, teda

E,=Eo+E,
Vektor polarizacie v guli je dany vyrazom
P=&(5-1E, a E =P
p 350
¢o plynie z predchéadzajucej tlohy. Z poslednychhravnic plynie, Zze
E, = 3 Eo apolarizacia p= M E
& +2 & +2

Potencial na povrchu gule a v jej vnutri

-3 3
V= Eo.r = z
£ +2 0 £r+2E°

b) Vo vonkajSom priestore je potencial superpozigiotencidlu homogénneho elektrického
pola intenzityE,, tedaVy = —E.r a potenciélu od polarizovanej giMg Potencial od polarizovanej gule
je potencial dip6lu, a teda ptadpredchadzajicej tlohy

_RPr_g-1R

= = — Eq.1
9 3y g +213 0
takZe vysledny potencial v okoli gule
B _ & -1R
Vvonk = Vo +Vg =-Eqr+ é‘rr +2?Eo.r

Intenzita vonkajSieho elektrickéholjzo

Evonk = —gradv — grat/ g =Eg+ E

kde E4 je intenzita pba od polarizovanej gule. Ide o superpoziciu homogho pda E, a pda
Eg, ktoré ma charakter pa dipolu.

604



75. Limitnym prechodomg - o vo vyraze pre potencidl v okoli dielektrickej gule
v predchadzajlcej ulohe plynie
R3
Vvonk=—E0.I’+?E0.l’

Na povrchu guler(=R) a v jej vnutri je potencial konstantny (nulovy).

76. Pole je centralne symetrické, mozno teda Avgililovd Gaussovu plochu s polomerom
na ktorej plati

(D1 +Dy2m2=Q

Na rozhrani platD,/& = DJ/&, takze

D, = 51 Q D, = 52 Q
17 2 2= 2
&+ &, 21T & t+&, 2r
Elektrické pole a potencial
E,=E=— Q2 V=v,=—t
& +&, 20 & +&, 2Tr
77. & = 2,66
£06,SU? cu?
78. W ==202122 2r (Er —]_) = (gr —]_)

79. Ozn&me:r; = 1 cm — polomer vnatorného védjr, = 5 cm — polomer pléa, ro — polomer
rozhrania medzi dielektrikami. PretoZe intenzitekeického pda v okoli valcového voda
s dzkovym nabojom je

E= A
21TET

bude elektrické pole maximalne na vnitornych plebhdielektrik.
a) Bude teda plati

_ A E - A
M Mg e T M@ 2MIE €, o
z ¢oho pre polomer rozhrania plynie

Enaxfa
fp=—=—=r,=3cm

Ema)QE r2
b) Maximalne povolené napatie na kabli je

A A

I. I I. I

2 0 — 2 0 —

U It N = oBma IN =+ 1E gy N -5 =127, 2kV
0 1

max:
2MEGE, To 2MEGE L N

c¢) Kapacita kabla

c=A-_ ZMofnfiz 15750
U Mo P
Epln—+¢&,In—=
r fo
d) Maximalna energia v kabli
2
W: CU2maX :1’27J m
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80. Maximalna hustota energie nahromadenej v digkektr
£E2
wzig“ax =10° J n?

a mnozstvo energie na kilogram dielektrika
w
w' =——=1J/kg
10° /

Pre olovené akumulatory j& = (36 — 144).19J/kg a pre Ni-Cd akumulatory' = (108 az
180).16 J/kg (Swt motori, 21/75). Vidie', Ze energia nahromadena v kilograme akumulatarov |
ovela (o pd& radov) vé&Sia ako energia, ktord mozno usklafivi ekvivalentnej hmotnosti
dielektrika. Kondenzatory s dielektrikom preto ném&IUzi’ ako sekundarne zdroje energie.

81. a) Na dosky podsobia gezlivé sily

U2
f=Co—=f
C02a 0

C, je kapacita kondenzatora bez dielektrika.

b) Intenzita elektrického ffa v kondenzatore naplnenom dielektrikomgjrat mensia ako
v kondenzatore bez dielektrika, a preto aj siladuikrat mensia, tedb=fy/ .

c) Intenzita elektrického ga v Strbine medzi doskou a dielektrikom je taka& iako
v kondenzatore bez dielektrika, preto aj sila brmmaka ako v pripade a), tetiaf,.

d) Na kondenzator pritee &-krat va&si ndboj ako v pripade a) a sila bides; fo.

e) Na kondenzator prite &-krat v&si naboj ako v pripade a) a intenzita elektrickpbia
v 8trbine bude tie%-krat vasia, teda sild = %,

82. a) Kapacita kondenzatora bez dielektrika

~ 2negRI a s dielektrikom c:M =

r q &Co

G

b) w, :% G,U?
¢) Kapacita kondenzatora s rirkou zasunutouidiyhx
X
C(x) = Q)L—(g, —1)+1}
a jeho energia
1 1 X 2
W= AR =3 Q[T(sr —1)+1}u
Sila p6sobiaca na dielektrikum
_aw _

1 -1 5
f,=———=-=C,——U
¥ dx 2CO [

Sila smeruje do kondenzatora (kondenzator "nasdiedéktrikum). Celkova praca
1
A=fl= —Eco(gr -)u? =-Wy(e -1)

Tuto pracu vykonava zdroj tym, Ze nabija kondenzato
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CU?
2

d w=¢g =£Wp =V +| A

e) V tomto stave je na kondenzatore ndBct £CyU a energia kondenzatora s povytiahnutym

dielektrikom je
Q? _Q? 1 |

T e X+

Wo(X) = == =W
2C(x) 2%{%(&_1”1}

BV

Sila f, = ' 7
T dx "0, —Dx+1

0
a praca A :I fdx=¢(& -DW = gr‘ ,AJ
|

Tuto pracu konaju vonkajSie neelektrické sily.
f) Energia kondenzatora bez dielektrika

2
vvf%:a?wo:arvwsr(vw A= w+ A

V celom cykle b) a7 f) sa energia kondenzéatoraizggkrat.

83. Kapacita valcového kondenzatora bez dielektrika

c=2nel a jeho energia W=£%|U2
In= In—=
a a

Ak kvapalina medzi valcami vystupi @,d/zrastie energia kondenzatora o

dw =" (&, ~1)Ud
In—
a
a sila, ktorou je dielektrikum (kvapalinajjahované do kondenzatora

dW _ ngg

fo=g | (e,-1u?

ni

a

Na sipec kvapaliny vy3ky pdsobi graviténa sila
fy = mg=Tp(b® — &’)hg

Kvapalina v kondenzatore vystlpi do vy3kypri ktorejfy =f,, z¢oho preh plynie
h= gO(Er _1)'] §
,og(b2 - az)lnE
a
2
84. h= ol& ~Ju*
2d’pg
85. Pri vsunuti dielektrika medzi dosky kondenzamid zvysi sa jeho energia o
g,aU%dl
= & -1
2d ( r )

dw
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Sila, ktorou je dielektrikumttahované medzi dosky malkes’

d 2d

2
- dw - £OaU (gr _1)

86.a)C =177 pF,

b)Q=CU=1,06.10" C =Q; + Q,, kdeQ; = 2,66.10° C v&asti so vzduchovym dielektrikom
aQ, = 7,96.108 C v¢asti so sklenenym dielektrikom,

c)W=3,17.10°J.

87. Podobnym postupom ako pri rieSeni Glohy 73 destenpre potencial v okoli valca vyraz
R2

V(r)=
") 2&qr

P.r

2

kder je polohovy vektor so Z&atkom na osi valca a kolmy ri@. Vo vnutri valca
Pz
v=—=
28,
Intenzita elektrického ga vo vnutri valca
P
28,

V okoli valca je intenzita elektrického pm intenzitou priamkového dipdlu (pozri Ulohu 25)
S momentom

pv =T[R2P

88. Analogicky ako v Ulohe 74 intenzita elektrickébd’a E, vo vnutri valca je vektorovym
sltom intenzityE a intenzityE, od polarizacie valcR, tedaE, = E + E, kde

P

Epz—z—go a P=g&(&-1E,
Z tychto vyrazov dostaneme
2 E a N G
g +1 g +1

Potencial na povrchu valca a v jeho vnutri

Vo vonkajSom priestore ¢& R) je potencial superpoziciou potencialu intenzitfgE, teda potencialu
Vo = —E.r a potenciall/, polarizovaného valca s polarizaciBuPod’a predchadzajucej tlohy

_ R Pr_a,—le

v~ T 2
2e4r2 g +1r?

Vysledny potencial v okoli valca

o 1R

> Er
& +1ly

Vyork =Vo +V, =—-E.r +

Intenzita vonkajSieho elektrickéholjzoje gradientom uvedeného potenciélu.
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89. Limitnym prechodoms, - « vo vyraze pre potencial v okoli dielektrického caal
z predchadzajlcej tlohy dostaneme
2 2 _p2
Vi =-Er + S Er=-1""R
r r

Er

Na povrchu valcar(=R) a v jeho vnutrlV = 0.

Obr. R90

90. Zvolime si gliovu plochu s polomerom (R; <r < R,) a na nej pasik pdd obr. R9Q
ktorého plocha 8= 2mr?sing dJ. Vypositame tok vektord zvolenou giiovou plochou, ak je na
kondenzéatore nabg):

§Dds= 0= E§ms=2nﬁ E.T[I(gowlcos?ﬂ) singds =
S S 0

-1 2
=-2mr ZEI (go +£,c08 z9)d(cos9 )= An(3o + &,)r°E

3
+1

z ¢oho intenzita pta

- R

4(3ey +£,)r?
Napétie na kondenzatore
u =_TEdr= Q R-R a jeho kapacita C:Q:M
, 4M3%+ea) RR U  3R-R)

91. PredovsSetkym vypidtame kapacitu kondenzatora ako funkciu uflpod’a obr. 91. Tato
kapacita je

RZ

Cla)=|ga+e(n—-a)|—

(@) =[eqa + (m-a)] -

Ak je na kondenzatore napéatie potom jeho energia je
RU?

W(a) :% da)u?= [£0a+ g(n—a)]T
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Moment sily posobiacej na dielektricku platje
2
M :d—W:—(e—go) RU
da 4h
Moment ma taky smer, Ze sa snazi vtiahdielektrikum do kondenzatora a nezavisi od uhla

AvSak prea = 0, jeM = 0, pretoZe v tomto pripade posledny vyraz négfazri tiez Gvahy
v odseku 4.7)

92. D= q2 E:L P:iz_ﬂ
41 4mar 41U 4mar
. 10/(> £od
=—divP =-——|rP|=——
P r2 6r( ) 4mar?

VSetky vektory maju radialny smer.

o
]
Nja
\
Nla
o

I
Obr. R93

93. a) Nech ox smeruje kolmo na vrstvu, padmx = 0 v strede vrstvy. Potom:

—preX| <a/2 E=PLy v=-PL 2
£ 2¢
2
—preX| >a/2 =X V:_pax+pa[2_lJ
2¢, |¥| 2¢, 8 \g €

kdei je jednotkovy vektor v smere osiGrafické zavislostE aV od x sl znazornené rabr. R93.
b) Vektor polarizacie pre||<a/2
O .
P=(e-&))=xi
(e-20) 2
a pre}| >a/2 jeP = 0. Na povrchu vrstvy su viazané ploSné naboje
E-& _a

pf

o, =|P(al2)|= 2
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a vo vnutri vrstvy je konStantny viazany objemoapnj

£-&

p, =-divP =- Z

P

94. a) Ak je naboj rozloZeny na vnutornej ploche eliglickej gu'ovej vrstvy, potom

— prer <a
E=0 V:f[l{l_ljﬂ
M &a \& &£
—prea<r<b
o Q veQ 1+(1_1)1
AT i a g €&/b
—prer>b
E= Q2 v=_9
AmEyr aneyr

Grafy zavislostE aV odr sl znazornené rabr. R94a.

El
v | |
| |
} |
| v |
| I
| |
| E |
l &
|
£=0 1 ] -
0 a b r
Obr. R94a
Ef ] ]
1 I
v [ I
| ]
[ Y 1
1 |
[ 1
1
1 |
{
i
1 1
1 1
1 i
| \
1 ]
E= 1 I
0 a b r

Obr. R94b
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b) Ak je naboj rozlozeny rovhomerne v objeme digikl, potom

—prer <a
3 3
E=0 v=Q|1, 1 (b +2a _3a2]
41| £0b 2g(b3—a3) b
—prea<r<b
3 3
E= Q(r —a) v=Q| 1, 1 (b3+2a3_r3+2a3)
ame(b® - a%)r? att| £b 2£(b3—a3) b r
—prer>b E= Q V= Q
Amigyr? 4Tig
Grafy zavislostE aV odr su znazornené rabr. R94b.
b .
|
' \:\
I
I
|
|
1
N
) \
3 1
i
0 R v
Obr. R95
95. Intenzita elektrického [fa E a potenciaV prer <Rsu
2
- VzQ(ul_r J
4mege, R 4m\ gyR  2eR 26R°
Prer >R
=2 - v=_2
4Tig,r AmEyr

Grafické zavislostiE a V od r s naobr. R95 Na povrchu gule je viazany ploSny naboj
J, = QI(4TR?), objemovy viazany néboj je nulov(= —divP = 0).

96. Na rozhrani plati pre normalovi zlozku vektorakeickej indukcie (pozriobr. R9§
Dy = Dy, alebogEny = &,Eq,. Normalové zlozky elektrickych pok,; a E,, sU suporpoziciami
normalovych zloZiek pa bodového naboja a fg,/2&, od viazanych nabojov na rozhrani. Plati
teda

grl( 1 %COS¢— Uv] :ng[ 1 82 CO$§+&]
ATEYE, 1 1 2¢, ATEE 1 1 2¢,

612



Ak uvazime, Ze cag=d/r, dostaneme vyraz pre ploSny viazany naboj

:i‘srl_‘srz Qd

g 3
€ én +‘5‘r2 2mr

"

Ak d = 0, potomg, = 0. Ak sa nabo) nachadza na rozhrani, potom viazané naboje naaizh
nie su. Integraciow, po celom nekorimom rozhrani dostaneme celkovy viazany naboj

Q :i‘grl_‘grz
v
grl €r1+€r2
Dn1 Dn2
—
€1 Erl
r
9
Q d
Obr. R96

Elektricky prud

97.a)J = 1,27.16 A/m?, v = 9,36.10° m/s; b)E = 2,2.10 V/m;
c) Q=20 C,n=1,25.18° elektrénov; du=22V
98.1=20 mA

99. a)l = 0,90 A; b)n=1,35.18%i6nov,m=5,19 mg

100. Ak kondenzatorom tge prud|, potom intenzita elektrického pa v dielektriku
kondenzatora j& = 1/(0S) a elektricka indukci® = £/(09), kde

0(x)=01+02(;01x £(x):51+€2;£1x
D
1 E I
I € g, !
S| o, c,|S
d
Obr. R100

Celkovy naboj v objeme dielektrika kondenzatora Wf@ne integraciou vektor@ po povrchu
dielektrika pbr. R100
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Q:§Dds:(g— 0) s:(’sz—j_lj |:go(‘9fz—£fl) I=-19,510%2 C

2P 1 g, 0

Ak sa zmeni smer pridu, zmeni sa aj znamienko aabmjpor kondenzatora
d
R:j% -9 n%-gigo
) 03 Slo,-0y) oy
Vykon spotrebovany v kondenzatore

P=RI?=8.10%W

o L= e=0 b=o

(

Obr. R101

101. Ak zvolime na rozhrani Gaussovu plochu v tvarleargpod’a obr. R101 potom tok
intenzity elektrického pi@a touto plochou je

ES= L)
£
kde S je plocha zakladne valca,je permitivita prostredia s ko#reou vodivosou y; o je ploSna
hustota naboja na rozhrani. PadDhmovho zakon& = J/y; takze pre ploSnu hustota naboja na
rozhrani plynie
_8
4

102. Kondenzatorom tée prudlc = ner, kden je paiet idnov (alebo elektrénov) vznikajucich
v jednotkovom objeme za jednotkasu,e je elementarny nabof, je objem kondenzéatora. Pre
obvod naobr. R102plati

ag

“=RI+R =1 +1c
z&oho _OFNeTR _ g1 108 A
R+R
c
11 =
L]
R I

- +
—o0 & 0—

Obr. R102
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103. Z principu kontinuity pridu a z geometrie kondé&toza plynie, Ze pradové hustoty
v obidvoch prostrediach su rovnaké, teda= J,, alebo vyuzitim Ohmovho zakona pl¢E; =
= pE,. Napatia na jednotlivych vrstvach dielektrik su

Ul = Elhl U2 = E2h2

kde E; a E, sU intenzity elektrickych poli v jednotlivych vistch dielektrik. Napatie na
kondenzétore

U= Ul + U2 = Elhl + E2h2
Z uvedenych rovnic dostaneme pre intenzity elekyuh poli vyrazy
E = y Y E, = yJ
yiha +yohy yiha +yohy
Pradové hustoty v dielektrikach

3 =3,= Yy M
yihp +yohy
a elektrické indukcie

__ &yM D, = &y
yiho +yohy yiha +yohy

VSetky vektory pBa smeruju od kladnej elektrédy k zapornej. Na ramhdielektrik je vény
ploSny naboj s hustotou

0]
o= Dz_Dl—(fzyl_ijz)m
a viazany plosny naboj s hustotou
0, =P-R=[(e,- ey i-(e -9y |
yih, +y by
Na rozhrani dielektrika s kladnou elektrédou je
o, =-(&-€9)E; a =D,
a na rozhrani dielektrika so zapornou elektrédou je
o, =(&-&)E, a o=-D,

VorIné a viazané naboje s priestorovou hustotou vidiéte nie su.

104. Intenzita elektrického fa vo vodéi suvisi s pradovou hustotou gaOhmovho zékona
E = J/y, kde yje konduktivita. Z Gaussovho zakodialej plynie, ze

dive = div> =20 alebo  divy =20
14 £ £

Porovnanim posledného vyrazu s rovnicou kontin@pty zachovani homogénneho rozlozenia
naboja)
diva = - 220
dt

dostaneme diferencialnu rovnicu
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do®) _ _y Ktorei riesenim i - ;{—Z)
dt sp(t) torej rieSenim je p(t)_poex gt

Hustota néboja vo vodiis ¢éasom exponencialne kleséasova konstanta procesurje &/y.
105. R, = 220Q
106. U, =0,22V,| = 0,46 A
107. Ak ozn&ime napétia na kondenzéatorodd 2C postupndJ; aU, , potom:
a)U; =45V,U,=15V; b)U; = 20 V,U, = 40 V; c)U;=60V,U, =0V
108. R, = R/4
109.U; =55,1V,U, =449V

110. Nahradna schéma kabla so zvodom jelma R110 kdeR; ~1, je odpor kabla od stanice
A po miesto zvodu (vzdialendl). PodobneR, ~ |, je odpor druhefasti kabla, tmerny vzdialenosti
staniceB od miesta zvodwR je odpor zvodu. Ak sa v stanidipripoji kabel na napati&;, potom
v staniciB sa bezpradovo meria napatie

_ &R
'"R+R
a pri merani v opgnom smere (zdrof, v staniciB) je v staniciA napatie
_ %R
" R+R
R,~I, R, ~ I,
= L T L T =
A H R B
e, O
Obr. R110

Tieto vyrazy mozno uprawina tvar
UiRy = (1 -UpR WR, = (%2 —U)R

Vzajomnym delenim obidvoch rovniadalSou UGpravou s uvazenim, RgR, = 1,/l, dostaneme

h_Up 4 - Uy
|2 Ung - U,

Kedze dzka celého kabla je=1, +1,, prel; dostaneme

| = UZ(Z:L ~ Ul)l
U tUE,- 20,

Ak dosadimeiiselné hodnoty, potom pre vzdialetiasiesta zvodu od stanice A dostaneme
hodnotul; = 19,047 km.
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111. a) Schéma zapojenia je olar. R111

I I R
1
| I
|3
R; N
[CT
aﬁT
Obr. R111

b) Ak zvolime prady pokh obr. R111 potom rieSenim zodpovedajicich Kirchhoffovychmiav
pre pradl; dostaneme

| - %(R*R)-#R
" RR+ RR+ RR

Ak &= &, potoml, = 0, z&oho plynie, ZeR musi sfiat’ podmienku

x
R=|2-1
s

Dosadenim z& vo vyraze pré,; dostaneme
| = (% —8)80)
“A(R+R)-%R
Ak &= &5, potom
I = (1-%2)%
" 4(R+R)-%R

¢) RieSenim Kirchhoffovych rovnic pre prid spoteli R, dostaneme

_ AR+ (%1~ %) R]
|3 - ,
LR R+ B(# - %)
d) Numericky: Prid odoberany z batérie #i= 100 V ma hodnotl, = 104,17 mA.

Prud tedci spotrebiom pri 5, = 100 V ma hodnotiy = 598,96 mA a préé; = 120 V hodnotu
13 =600 mA. Prady spotretdm sa teda pri krajnych hodnotéach napé&tiiSia vémi malo.

112. Zapojenie nabr. 112v zadani Ulohy sa preiély rieSenia da prekreslna tvar potia
obr. R112 kde zdroj napéatid) predstavuje postupne zdroje 0%+ —&3. Pre pradl rieSenim
prislusnych Kirchhoffovych rovnic dostaneme

AR -UR
RZ
kde R? = R|R, + RiR; + R,R;. Ozn&me postupne prady pri jednotlivych polohach pregdna
I, =60 mA,l, = 40 mA al; neznamy prud. V jednotlivych polohach pregabude postupne pléti
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4R
= ;22 (U=0)
o= AR R (=)
5= A SR (U=

RieSenim uvedeného systému rovnic pre psabstaneme
V

|3:|1+;7’3(|1—| ,) =90mA
s,

Ri ¢ r Re
1 . 1
| | | I

Obr. R112

113. Zapojenie nabr. 113v zadani Ulohy sa da prekréstia tvar potia obr. R113 Odpor
medzi svorkamiA-B tohoto zapojenia vygitany napr. pomocou transformacie hviezda — trdjuiko
(pozri ulohu 250) alebo pomocou Kirchhoffovych zakwe je

_3RRR+2R( R+ R+ R
"®" RR+2K R+ B+3R

pricom musf plati Ryg =R, 0 je spinené, akR, = R

Ry

Obr. R113

114. Najprv vyp@itame odpor uzemnenia integraciou odporov pdlogich vrstiev v pode
odry = 30 cm do nekors@a, teda
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R= =55Q

1]" o _ 1
g 2mr? 2o,
0

Celkovy prud telci do uzemnenia je
U
| :E =2norJ =7547A

Tento prad sa radidlne rozteka do "nekoného polopriestoru Zeme", a teda aj po povrchu Zeme
Vo vzdialenostr od stoZiara bude pradova hustota

I _ o
22 r?
a intenzita elektrického fa na povrchu Zeme
eod_wU
o r?

Krokové napatie vo vzdialenostod stoZiara bude
r+l

r+l
- _ dr_ rdu
Yies -[Edr_r(’U! r2r(r+)

kdel = 80 cm je {¥ka kroku.
a) Prer =100 mjeU,=9,5 V.
b) Prer = 25 m jeU, = 149 V. Takéto napatie by mohlo vazne ohid@vot cloveka iduceho
priamu ku stoZiaru.
115. Integréaciou elementarnych odporoWguych vrstiev s hrubkourddostaneme pre odpor
gurového kondenzatora
oo AR R)

dRR

116. R:L(E-E% L
2no;\a b/ 2no,b

117. Ak medzi vrcholmiA a B kocky prechadza prud, potom vrcholy a-b-d'ghié k vrcholu
A suU na rovnakom potenciali a vrcholy d-e-fphlé kB su tiez na rovnakom potencidli. Preely
ur¢enia celkového odporu mozno vrcholy s rovnakym mpctdom bezodporovo spéji ¢im
vznikne zapojenie pdd obr. R117 Vysledny odpor takého zapojeniaRg; = 5/6Q.

—
—
—
—
—
— T +—
Obr. R117

= —
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118. a) Kal’ze odpor réazca naobr. 118v zadani Ulohy sa pridanim jednej dvojRe— R,
nezmeni, potom pre ttazec mozno nakreslnahradné zapojenie pkadobr. R118a Pre vstupny
odpor tohoto zapojenia plati

1+ [1+ 4% y
Re= g g *R 2E0M0 Ry= R =1l

kde V; je potenciali-tého uzla d; je prdd t€lci medzi uzlami s potencialnv; a Vi.; (pozri
obr. R118b. Pre vetvu s pradotn plati

V l;
Vi = Vi1 =Ryl alebo i =1- Ri—'=1—i:q
Vi i I%/st
R R
o — \é —— N Vi
Ryst Ry Ryst Rz Ryst
0
o [,
a) b)
Obr. R118

Postupnot potencialowy, Vi, Vs, ... je skut@ne geometricka, klesajlca s kvocientom

i<1

st

q=1-

pretozeR,,; > R; . Ak ma postupnasklesa’ s kvocientong = 1/2, potom musi plati

R _1 R_1

= ¢o bude spinené vtedy, ak —

Ry 2 RZZE

Z rieSenia uUlohy vidime, Ze kazdy nekong reazec potiaobr. 118mozno nahradiredlnym
kongnym re’azcom zako¥enym odporom, ktorého hodnota sa rovna vstupnénporadR,
nekonéného réazca. Elektrické vlastnosti kotreého a nekorimého réazca zo strany vstupnych
svoriek budl rovnaké. Podobne sa uvazuje aj pyamndlhych prenosovych vedeni elektromagnetickych
signalov, kde ekvivalentom vstupného odpBy nekon€éného réazca je vinovy odpor (vinova
impedancia) vedenia.

119. Obvody naobr. 119a,bv zadani Glohy maju rovnaké vstupné odpRry = 2R. Napatia
U; = U2, U, = Ug/4, Us = Uy/8. Vstupny odpor t&azca neobr. 119cv zadani Ulohy je tieZR
a napétie v-tom uzle jeU; = Uy/2' . Vysledky su v sthlase s vysledkami tlohy 118.

120. Naobr. R120je znazorneny elementarny Usek kabla dlag gpozdZznym odporonRdz
a prignou vodivosou Gdz. Pre zmeny napétia a pridu v danom Useku plafiehyz

—dU =Rldz —dl = GUdz
alebo
a =-RI d =-GU
dz dz
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§ Rdz I+dl;

Obr. R120

Derivovanim druhej rovnice a dosadenim do prvejtatesme diferencialnu rovnicu pre prad
v tvare

d?l

— =RGI

dz
ktorej vSeobecné rieSenie je

I(z)=A exp(—m % + A ex;(+ﬁG)z

a napatie na kabli je dané funkciou

U(z)= —é% = E[Alexp(—JRiG%— A expéh/?G)%

A; aA; su integrané konStanty, ktoré moznodif z okrajovych podmienok (napr. zadanim pradu
a napatia na vstupe kabla gre 0).

121. Odpor kondenzatora

- d :‘EOEr

s =35416Q aprad |1=UR=282pA

122. Odpory kondenzatorov

R = €oén1 R, = €oér2
.G 0,Cy

sU spojené v sérii a pripojené na zdroj. Napéatigdaotlivych kondenzatoroch su

UzU—R -y %l _pggy
R+R 05611C; + 016,56,

U=u—Re -y %G gy
R+R 01€,5C; +0,6,,C;

123. Elektrické odpory jednotlivych guli vo vodnom ptedi su

17 dr 1 1
== = podobne =
R a! amr?  4moy R 4moa,
1
Odpor medzi gtami je R= R+ @:M:B
dnoesa, |
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z ¢oho vodivos vody

(a,+ay)!

4m8,a,U

1/4

1/4

1/4

1/4

14 |A

14

1/4

1/4

Obr. R124

124. Predpokladajme, Ze k nek@nej sieti naobr. R124suU pripojené dva rovnaké pridové
zdrojel, a to tak, ze k uzlé je pripojeny kladny pél jedného zdroja a k uBlje pripojeny zaporny
pol druhého zdroja. Zostavajuce dva pdly obidvoahojpv su k sieti pripojené formalne
v nekonéne. Prvy zdroj dodava do siete pigdktory sa symetricky rozteka do Styroch vetievioko
uzlaA. Do uzlaB sa podobnym spdsobom stekaju také isté pradyadiska uzlovA a B pdsobi
v sieti pradovy zdroj, ktorého polovica pradu & vetvou medzi uzlamh aB a druha polovica
celou nekon&nou si¢ou. Odpor vetvyR a odpor zvySku siete su teda rovnaké a su zappgateine.

Z toho plynie, Ze odpor celej siete medzi uzldmaiB je Ryg = R/2.

-
1
| |

21/3
/6 /6 1164 116 I3 R
1
i A I3 6 B /6 —
I/6 '
6 V6 g
o)
A
a) b)
Obr. R125

125. Dva prudové zdroje s prudrhipripojené k sieti podobnym spdsobom ako v Uloh& 12
dodavaju do siete rovnaké prady dpgch smerov, ktoré sa vetvia do SiesticH’anlych vetiev
pod’a obr. R125aZ Hadiska uzlovA — B je k sieti pripojeny pridovy zdrdj ktory do vetvy medzi
uzlami A a B dodéva prud/6 +1/6 =1/3 a zvySkom siete & prud 2/3. Cell sié mozno teda
nahradi’ zapojenim pokth obr. R125h kdeR' je odpor siete bez odporu vet&y- B. Z obr. R125b
je zrejmé, ze
_RR__R
R+R 3

= :% z¢ohoR'=R/2 a odpor celej siete  R,g =
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126. Body treba usporiadaak, ako naobr. R126 Ak sa k bodom 1 — 2 pripoji zdroj EMN,
potom body 3 ah su v dosledku symetrie zapojenia na rovnakom pidiea mozno ich bezodporovo
spojit. Vysledny odpor medzi bodmi 1 a 2 je teda

__ 1 _2R
RC_-1 n—2_n
o
R 2R
R
1
| I | I
>—9 —
I, R/8 R/8
— — -
‘| R/4
Obr. R126 Obr. R127

127. Desd bodov je navzajom prepojenych 45 odpoRnAk k dvom bodom pripojime zdroj
EMN &, celkovy prad dodavany zdrojom bude

_ &
= "
kdeR:. je celkovy odpor siete medzi uvazovanymi bodmilRgredchadzajlcej ulohy
1 R
RC = =
1,4 5
R R

OdporR:. je teda vysledkom paralelného radenia od@®medzi uvazovanymi bodmi a odporu
R/4, ktory je dvojnasobkom odporu vzniknutého pdmsitm spojenim &smich odpord¥ (obr. R127.
Pre prudy na obrazku plati

=1+, L. 1
I, 4
z¢oho Il:EI a Izzgl

Pradl; tedie odporonR, ktory je paralelny k svorkdm zdroja. Jehdkast’ je
1 &

5 B5R+R

I, =

=0,2A
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Prudl, sa rovnakym dielom rozteka do dsmich odporov,&i®i jednym koncom pripojené ku
kladnej svorke zdroja EMN a steka ésmimi odporrtoré st pripojené jednym koncom k zapornej
svorke zdroja. Teda prdty kazdym z tychto Sestnastich odporov je

| 1 &

22 = - =
8 10 1R+ 2R

15 =01A

Ostatnymi odpormi prid netie.
128. | :(jT?:gct =108 A

129. Zmena energie kondenzatora po dbjee
1 1
MW ==—AQF ==& It
b=50Q7=7
a energia dodand zdrojo = #It. Zdroj dodava dvojnasobnu energiu ako je energi@lé&nzéatora.
Rozdiel energie sa spotrebuje na mechanickl pragargpso zmenou kapacity kondenzatora.
130. Vykon v odporeR;
gZ 2
R = 3R, = R
[RR.+ R( R+ R]

nezavisi od malych zmidR; v maxime funkcid®;(Rs). Derivovanim tejto funkcie péd R; a z podmienky
pre jej maximumdR,; / 0R; = 0 dostanemelladany vZah medzi odpormi

RR
R+R
131. a)R=48,4Q; b)I =38 cm; cP =1kwW

132. Zvodovy prud v kabli #@e radidlne medzi vnutornym vadim a plagom. Pri€ény odpor
kabla je

RS:

)
R=1[9 -1 |n2_11031780
ad2nr 2nd n
n
kder, je polomer vnitorného vo#i, r, je polomer plé& al je dizka kabla.
a) Zvodovy prud kabla je

_U _ 2rdlu
TR 2
n

=5439mA

RIn

b) Hustota pradu v dielektriku kabla

-7
jo_ ! _ oU _865610 [A/mz; m]
2mrl ry r
rin—=
N
c¢) Hustota tepelného vykonu v dielektriku
2 2 —4
p:JE:J—: o = 7,49310 [W/ms; m]
g L2202 r2

n
f
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d) Celkové tepelné straty v kabli

2
2nalyU =326W

e
P= 2T[|J. prdr =

N In-2

n

133. Celkovy odpor zapojenia zo svoriek zdréja (pri skratovanon®,) je R' = 11R/5 a zo
svoriek zdrojas, (pri skratovanon#;) R" = 11R/4, takze hodnoty elektromotorickych napati mozno
vyjadrit’ vztahmi

11RR , — _ [11RR .
<= R'P1=1/?1=11\/§, v;Ql  #,=JRP, = Tzzzzf, v;Ql

kdeP, aP, st vykony, ktoré dodavaju zdrofg a ¢, samostatne. Pre vypet vykonu dodavaného
do odporov zapojenia obidvoma zdrojmitaéne treba n&jsprady v jednotlivych odporoch.
Pomocou Kirchhoffovych zakonov dostaneme pre prignotlivych odporoch vyrazy

lp=Xey. 1 3‘/32—5\/31 =L, ;a
1R V1R| 2 5/ JR

4%, -3% 1 P
g =—-2 1= 2P, -3/2 |=
2R 11R 1/11R[ 2 5]

|3R_2/1+r”2 [‘/Fl \/32] [A: Q]

1R

v [AQ]

Slo

Celkovy vykon dodavany do zapojenia obidvoma zdrggmi

P =RIg? + 2Rlg* + 3RIz> = 99 W

P=R+ PZ—GJP;PZ 99 W

alebo

+
Q ==c, R,
+ Q
R
+ Cs
Q=G R,
Obr. R134

134. Ak ozna&ime naboje na kondenzatoroch tak, akelna R134 potom platia rovnice

9,%_, 0.0 00 2,%_, R
G G e ¢.'c TR+R
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RieSenim tychto rovnic pre naboje dostaneme

G(GR+ GR* GR
(R*R)(G+ G+ Q)

ng@mﬂ+q%+qa
> (R*R)(G*+ G+ G

G(GR-GR)

Q=7

Q=Q-Q=¥
(R+R)(G+ G+ Q)
N&boj a napétie na kondenzat@:ebudu nulové, k& bude splnena podmienka
C2R2 - ClRl =0
135. Prudova hustota vo vatlije
2
J_E_IE
p a
a celkovy prud vodiom
¢ onE nEa’ 201
1= [azma == [ = z&oho g= 20
5 2a Ta

Elementarna vodiva@isdG' nekonéne tenkej valcovej vrstvy s plochos & 2rrdr jednotkovej
dizky je
_ds _2nridr

P a

dG’

a celkova vodivasna jednotku fEky

a 4
G' :Z—T[jr3dr =T
a 5 2a

Odpor na jednotkuidky valca
1_ 20

Rr

- G’ - Tla4
Vidime, Ze intenzita elektrickeho fm vo vodti je dana stinom prudu a odporu na jednotku
dizky vodiia, tedeE = IR'.

136. V grafe voltampérovej charakteristiky Ziarovkystojime z#azovaciu charakteristiku
odporuR (obr. R13§, t. j. zavislos

U=¢-RI

Je to priamka prechadzajica bodmi0,4 A\U=0V al =0 A,U =4 V. Priesénik tejto priamky
s charakteristikou Ziarovky dava prid v obvode posdmR a ziarovkoul = 0,24 A a napéatie na
ZiarovkeUy = 1,6 V. Napéatie na odpoRje tedaUg =Rl = & —U; = 2,4 V. Zapojenie predstavuje
mostik, v ktorom, ak ma lswyvazeny, t. j. ak napatie medzi svorkaké B ma by nulové, musi
byt odpor potenciomet®' = R; + R, deleny v pomere

R _24_ 15

R, 16
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Casti potenciometra nad a pod beZcom majl hodngigrod R, = 24Q aR, = 16Q.

| 0.4
-]

[A]

0,3
| P

/
0,2 7
/|
ol S N
/ N
0 1 2 3 4 5

- UupM
Obr. R136

137. Energia uvbnena pri jednom blesku j&, = Ult = 2.1G° J a celkova rina energia bleskov
W= 6.10° J. Ak st vstupné Gdaje Glohy vierohodné (st prébmFeynmanovejcebnice), potom
ro¢né energia bleskov je porovnité s rénou celosvetovou produkciou elektrickej energie.

PE’:RH\E
k

ktorej vyhovuje prud = 0,0979 A. Vykon v odporR
P=RI*=0,958 W

138. Pre obvod plati rovnica

Napétie a vykon na nelinearnom prvku st
U=\ﬁk:2,2V P=Ul=0,215W
Treba pripoment) Zze pre nelinearny prvok neexistuje pojem odpombyajnom zmysle, teda
ako pomelU/l, preto vyrazy pre vykon tvam = RI> = U%R st pre neho nepouZite.
139. Pre prady v obvode rabr. 139v zadani Glohy plati
I1=£=36mA |2:$:39mA
U, Ro
Napétie na odporRje Ur= (I, +1;)R=U-U,=4,2 V, zEohoR=56Q.
140.P=6,4W
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141. Pre obvod nabr. R141gplati rovnica

Ug +Ugu+RIZ0  alebo (é+1jj|m+R|:o

G
| R
i
U,,==C, Ueo ==C,
Obr. R141a

Derivaciou poslednej rovnice ptakasu a s ozrég@nim
1.1_1
=
G & C
dostaneme diferencialnu rovnicu pre prid v obvode

RE+L=o
dt C

ktorej rieSenie so zatocnou podmienkoly = Uy/R v ¢asety = 0 je

| :ﬁexp(—ij :ﬁ ex{—w}
R RC R RGG

Napétie na kondenzato&

U = ij‘ Idt :&J‘ex;{—i)dt =-YeC ex;E—Lj +konst.
(O RC, RC (O RC
Hodnota integrénej konStanty plynie zo Zmtocnej podmienky. Veaset = 0 jeUc, = 0, a tak

z posledného vyrazu plynie, ze

U,C
konst. =—2=
(&

Napatie na kondenzato@ je teda

Napatie na kondenzato@® je

oy et g

G+GC

Priebehy napéti na kondenzatoroch st znazorneabrn®141b
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Obr. R141b

142. Pre prady v obvode rabr. R142plati

lc+1g=1 alebo ch7C+$=|
dt R

RieSenie tejto rovnice pre napatie na kondenzatigreo z&iatocnou podmienkow, = 0 vase

t=0je
t
Uec = IR{l— exp(—ﬂ
RC

Na kondenzatore bude napdtig, = 500 V v&asety, pre ktory z posledného vyrazu plynie

IR

t, = RCIn————
IR-Ug,

Dosadenintiselnych hodnéR = 200 MQ, C = 5 uF,I = 3 HA aUg = 500 V dostaneme pi@as
hodnotuty = 1 792 s.

1+
L1
(@]
B

Obr. R142

143. Kondenzator s kapacitd@inabity na potencialovy rozdiel méa energiu

=cu2
2

w
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[9)
1+
[
o
c
T
A

Obr. R143

Po pripojeni kondenzatora na odpov kazdom okamihu plati rovnicalfr. R143 Uc + Ug = 0,
alebo

%jmnm:o

Derivovanim tejto rovnice dostaneme diferencialonnicu pre prad v obvode

L
dt C

ktorej rieSenie s piatocnou podmienkouliy = U/R pret =0 je

we )
I =—exg ~—
R RC

Pri vybijani kondenzatora sa odporom vyZziari teganergia

0 2% 2
W:I Rlzdtzu—jex;{—ﬁjd _Ccu
O rRJ RC 2

ktord sa rovna energii kondenzatora prediatkom vybijania. Pri vybijani kondenzatora sa
v skuta@nosti vzdy vyzZiari nejaké&ag’ energie vo forme elektromagnetického impulzu doliak
(v okamihu zopnutia obvodujo v rieSeni nebolo vzaté do tvahy.

144. Casova konstanta = RC = & ozavisi iba od vlastnosti dielektrika a nezavisigedmetrie
kondenzétora

145. a)l(t) = 0,003 &0 A; b)Ug =2V, Uy =Ugs=1V; c)Q=1puC

146. 1.C' =2 000 pF

2. Ak sa nema wasovom intervalé\t ndboj na kondenzatore podstatne zmemiusi by
Sasova konstanta obvodu daevdsSia akoAt, t. j. musi plati RC» At, tedaR » 10 Q.

3. Po zmene kapacity na hodn@u= 2C je prud v obvode

t & t
I(t)=1,exg - ——exg —-——
2RC) 2R 2RC

a energia spotrebovana v odpore

w= Rf Iz(t)dt=% cr?
0
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147. Pre prady, Ic alg v obvode pothobr. 147apo zopnuti spiri@a S platia rovnice

1
Rl + RIg= & R|R—Ej|cdt:o =l +1g
s I
| I |
Ro Ir
g |:|R ==
Obr. R147a

=0,Ig=0,l =l¢ = #IR,, dostaneme

RieSenim tohto systému rovnic s@iatonou podmienkou

pre prudy vyrazy
- Fe; R{l+:oex<_trﬂ 'e =%GXF(_£J 'r = Fe::r R{l_ exr(_trﬂ
RR

kde T=
Ro+R

je casova konstanta obvodu. Grafy zavislosti pradovasth s zndzornené obr. R147h

A
i
Ro |
!l \N_
Ro +R
Ie "
0 ~
Obr. R147b
148. Graf zavislosti nabr. 148v zadani Glohy je dany vyrazmi
UC=$t pre0<t<T
T
UC:UO(Z—%j preT <t<2T
Pre 0 <t < T musi plat?
U:RI+£J.Idt kde ijldt =U,
C C
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dU. _U,C

a | =C = t RC)
dt T

teda U :Uo[?‘?

PreT <t < 2T podobne musi plati

dUc _ U, C

dt T

U:RI+£J.Idt kde I=C
C

takze U :UO(Z—R—C—i)
T T

Graf zavislosti vstupného napétia &abu je nabr. R148

ul

Obr. R148

149. Pod’aobr. 149av zadani Ulohy v okamihu nastugeia impulzu { = 0) je kondenzata®
nenabity a sprava sa ako skrat. Prud dodavany dadole limitovany paralelnou dvojicdg, — R,
a ma maximalnu hodnotu

R+R

RR
kdeU, je amplitida impulzu generatora. V tom istom okami obvode nabr. 149hbje
lmax = Y
R
pretozZe aj nenabity kondenzatdt predstavuje skrat. aset = At je na kondenzator€ naboj
1AL, kdelc = Uy/R; je nabijaci prid kondenzatora. Napéatie na konderza

Ima\XZUO

et UgAt
Uo=-S—=—0_
C CR
V ¢aset = At sa kondenzator cez skratovany generattmeaybija so za&iatocnym pradom
_Uc _UpAt
"R T cR
V obvode nabr. 149bje v caset = At kondenzato€' nabity na napatie
UL = U At
C'R
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a z&ne sa cez generator vyhijso za&iatocnym pridom

| Ut _ Ut
min — a,- - C,Rg
Casova konstanta vybijania kondenza@reez skratovany generatorje CR; a kondenzatorg'
Z—Y = 'R_% CY
R+R

Porovnanim vyrazov pig,,, |min @ 7 0bidvoch obvodov dostaneme rovnice

ﬂ:a’_ C§:032 CR= WRZ C’

R+R R+R
z ktorych plynie, Ze obvody budu identické, ak
2
o Rt ng - p_ R ,_ R
c=qg 2 = =
R, "TRRvR ®TReR

alebo

~ e ———

~———
N
~

-

Obr. R150

150. Napéatie na kondenzatore R@sovy priebeh

U=Uy1- ex;{—ij
RC/ |

U, =U 1—exp(—i)_
1 0 RC |

¢o je minimalna Uroug napétia generatora. Maximalna hodnota napétisonddnzatore je vase

t,, kedy
U, =U0{1— exp(—ézcn

a vciaset; dosiahne hodnotu
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Z poslednych dvoch vyrazov mozno vyjadiasyt; at,
t = —RCIn(l—Ulj t, = —RCIn[l—Uzj
UO UO
Periéda kmitov relaxaého generatora
T=t,-t,= RCIn—0—1
2 1 UO U2
Casovy priebeh napétia relaxatho generétora je znédzornenyoha R150

151. Ak ozn&imeC' = 10 F/n? kapacitu bun&nej membrany na jednotku plochy, tak hrabku
bun&nej membrany mozno &ir zo vz'ahu

_£0£r
_?

gasova konstanta busregho kondenzatora

d =2,6510° m

T=RC'=pcs=1ms
kdeR je prigny odpor jednotkovej plochy butieej membrany (v jednotkadd.n?), o je rezistivita
bun&nej membrany z je jej permitivita. Rezistivitu mozno &ir zo vz’ahu

p= 4 =376.10 Q.m

¢o je ve’ka hodnota v porovnani s rezistivitou dobrych intda.

Magnetizmus elektrickych prudov. Lorentzove transfo rmécie
elektromagnetickych poli

152. Priamecasti vodEa s pradom k magnetickej indukcii v strede polkiogmeprispievajd,
pretoze smer pradu je paralelny, resp. antipasat@rsprievodiom k stredu polkruznice. K magnetickej
indukcii prispieva ib&ag’ pradu télceho polkruhovym vodom. Hodnota tohto prispevku je

5= Hol
4a

153. Magnetickéa indukcia v bode je superpoziciou indukci®' od pradu v polkruznici 8"
od prudu v dvojici paralelnych nekofrgych vodiov (obr. R153. Magneticka indukcia od
elementu pridu na polkruznici je

dB' = /‘IOIdzl
4ATR

a celkovy prispevok od prudu v polkruhovagti je
gy = Mol
4R

Pri danom smere pradu vekt®r smeruje pred nakrés. Od dvoch symetrickych elementolvrah
paralelnychiastiach vodia magneticka indukcia je

. . 2
48" = Holdlsina _ ol sinada a B = ol sinada = Mol
2np? 2nR 2n

27R
0
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Obr. R153

Vektor B" smeruje tiez pred nakies Vysledna absolitna magneticka indukcia v i@ dané stiom
prispevko\B' aB" a teda je
Mol (2+ )

4R

B=B+B'=

4u0la®

S e e aa e+ 4

155. a) Pole v bod& bude superpoziciou poli dvoch kruhovych pradgveda

B= Uonla? 1 1

+
2 [ orze " [#(m2- §

b) Rozvinieme vyraz preB do mocninového radu pbal mocninx. PretoZzex « a, b
obmedzime sa na prvé tieny rozvoja, takze

2
B(x) = B(O)+(—dBj x+l(d ?] X
dx/,o 2\dx°) _
x=0

FunkciaB(x) takto nadobudne tvar

2 2 2 2
B(x):@ 1+ E%_% X kde o = a2+
I dry 15)2

c) Pri danej presnosti nebuBezavisie’ od x, ak

15p* 3
2 i 20

4rg rg
¢o je splnené pr = b, pritom ry =/5/4a.
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d) V bode 0 ma magneticka indukcia hodnotu

2
B(0) = @ = 0,715541'“07nI =89917610°7 %' [T:Am]
fo

156. Disk mozno rozloZina medzikruzia s polomerana Sirkou d, pricom prispevok k magnetickej
indukcii od jedného medzikruZia piadobr. R156je

2
ap=Hod e g=Hod T

2r 2 (r2 +22)3/2

kde d = wordr. Celkova magneticka indukcia v bodg

Obr. R156

alebo vo vektorovom tvare
2 + =
B :,uoa(Zz R —22}0}
R

157. a) Magneticka indukcia bude thalozky iba v rovine kolmej na vatk (rovinayz pod’a
obr. R157. Pradyl te¢l za nakrasu obr. R157a magnetické indukcie od jednotlivych pridov
v bode ¥, 2) su

<f-—-——==-= =

Obr. R157
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B' :ﬂ—()l B" = /l—ol
omf(a+y)’+ 2 omf(a-y)’+ 2

Zlozky magnetickej indukcie v smere suradnych asi s

B;, =B'sina = ,UO|22 B;/' = B”Sin,B: ﬂo'zz
2rifa+y) + 7 2ni(a-y) + 7

B, =-B'cosa = _'uol(a: y) B;/' =B’ cosfB= ﬂol(a—zy)
2rl(a+y)"+ 7 2ni(a-y)° + Z

a vysledné zlozky magnetickej indukcie od obochdpx

e . _ Mplz 1 1 ]
B, =B, + B, =
y Y+ y 2 {(a_y)2+22+(a+ 92_'_ Z

g 4+ =M a-y aty
B, = B,+ B,=0 +
z z z 2 [(a_y)2+£ (a+y)2+22
b) V pripade, ak pradlavo od osiz naobr. R157tetie pred nakrasu, zlozky magnetickej
indukcie budu
B, =-B,+Bj B,=-B,+ B,

158. Pouzitim zékona celkového pridu dostavame prenetatsll indukciu vyrazy:
— prer <a

B= ,ulr2
2ma
—prea<r<b
go A
21r

—preb<r<b+d

—prer >b+d

Magneticka indukcia vo vnutri solenoidu je

/uOIp

ant =:uO|pn= 20
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kden = 1/(2J) je paset zavitov na jednotkuiky solenoidu. Na povrchu solenoidu

_ Mol
Bext - 2(_,)_[32
Pre pomer tychto indukcii plati
BInt = Zniz
BEXt 62

Obr. R159
160. Odpor vinutia solenoid® = 184Q. Tepelny vykon

2
p:% =313W aprudv solenoide | =E =131 mA
Magneticka indukcia v strede solenoidulzkdu d, polomeronT a s pétom zavitovn na jednotku
dizky pri pradel je
B= Holnd
dz

24— +r
4

=8,0510* T

Obr. R161

161. Dané prudové rozloZzenie mozno povatoza superpoziciu pridovej hustaky celom

valci a pridovej hustotyJ-v dutine valca. Pd obr. R161magneticka indukcia v bode danom
polohovym vektoronm, spésobena pradovou hustotbbude
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ar
2

J xr
2

B' = 1y alebo vo vektorovom vyjadreni B’ =y,

Magneticka indukcia od pradu s hustotalv-tom istom bode je

-J xr’
2

B" = o
Vysledné pole v dutine je

Ix(r-r’) Jxr!
B=B'+B" = - 0
Ho 2 Ho 2
kdero =r —r' je polohovy vektor stredu dutiny vEdxdom na stred valca. Pole v dutine je
homogénne.

162. Pod’a obr. R162priestorovy uhol, v ktorom vidno pridova &kui | z boduP je Q. Pri
zmene polohy bodB o du sa zmeni priestorovy uhol @dPosunutie bodB o du je ekvivalentné
posunutiu slaky o —du. Zmena priestorového uhl®de rovna sttu elementarnych priestorovych
uhlov malych rovnobeznikov tvorenych vektorrhiad-di. Plocha takého rovnobeznika je

dS=|duxd|
a plosny vektor rovnobeznika
dS=—duxdl

ktorého priemet do smeru vektardeleny s? dava elementarny priestorovy uhol

_(duxd ) _ (dxr d
r3 = rd &

Integraciou posledného vyrazu péizdelej slaky | dostaneme zmenuxv tvare

dl xr
r3

dQ = —du.iﬁ

Obr. R162

639



avSak @ = gradQ.du, takze

dl xr
I’3

- 0=
gra ﬁ
Magneticka indukcia pradovej sky sa teda v bode da vyjadri’ vyrazom
B= 'u—olﬁ—dl xr - —’u—olgrad} = —grad—'u;’rIQ = —grad/,,
T

T an r3 4An
kde

_ Hol
V. =—/—Q
™ an

je skalarny magneticky potencial.
163. Valcovo symetrické pole od priameho viadi

B:/UOIl
21r

bude pbdsoliiiba na priamy Usek uzavretého okruhu, pretoZesina kruhovegasti je magneticka
indukcia paralelna s pridovymi elementmi. Podbr. R163elementarny moment dvojice sil
posobiaci na dva symetrické pradové eleméstlyje

2
dM =2IcF =21 Bsingd = ”0'1'42 d _ Aol RCOPo, 24 45
Tr Tt

Celkovy moment
N
Il Rco W R (g
v = Ll REOLo [1gzpqy - LR (510 g, - g, cosp)
0

smeruje nabr. R163dolava.

Obr. R163 Obr. R164

164. Magneticky moment dutej gule mozZno vyjftat’ integraciou elementarnych
magnetickych momentov priZzkov na’guej ploche pothobr. R164 Ozngme: o = Q/(4TR?) plosnu
hustotu naboja na gavej ploche, d = 2mpRd? plochu prazka, ld= adQ/(21) = gads/(2T) prad
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vzniknuty ot&anim prizka s nabojomQuhlovou rychlogou e S=1e? plochu obopnutl pradom
dl. Pre magneticky moment prazka plati

dm= aﬂ:%mzsinf‘ﬂcw

Celkovy magneticky moment dutej gule dostaneme rategu prispevkov i v intervale uhlov
od J=0 pod =T, teda

m= 9(URZJ‘sin3z9dL’9 =Q R?
4 3

Moment hybnosti ot&jlicej sa dutej gule s hmotiios M je L =(2/3wMR?, takze gyromagneticky
(magnetomechanicky) pomer (pozri odsek 8.1)

_m_Q
YL oM
165. GUW'u moZno rozlo#i na objemové elementyrd= r’sing d d¢ dr vo sférickych
sUradniciach pdé obr. R165 Objemova hustota naboja v guli jp:3Q/(4T[R3)a naboj

v objemovom elementerd

3 L .
dQ = pdr = r<singdgdd d
=

Tento ndboj sa ota okolo osi rotacie gule uhlovou rychfosi w a vytvara tak kruhovy prad
ol =adQ / (21) s polomeront =r sing. Elementarny magneticky moment tohto pridu je

dm=T%dl = 83“’% rsin®g dg d9 o

Obr. R165
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Celkovy magneticky moment gule dostaneme integrétsiclito prispevkov ceg od 0 po 2t cez
Fod 0 porta cez od 0 poR,teda

83“’% ]:TIJ:r4sin3z9d¢d9d = “%RZ

Moment hybnosti plnej gule s polomerd®e hmotnogou M je L = 2aMR%/5 a gyromagneticky
pomer

m=

_m_Q
Y=L 2m

Vektor magnetického momentu ma smer vektora uhlgigdjlosti.

166. Pod’'a va’ahu (6.59) z odseku 6.1.9 magneticka indukcia ndipsélu vo vzdialenostR
je dana vyrazom

B= HoM z ¢oho magneticky moment m= ZT'RS;B
2mR° Ho

Dosadenim hodn&® = 6.1F m aB = 6,210° T dostaneme pre magneticky moment zemského
dipélu hodnotum = 6,7.16% A.m?.
Ekvivalentny prid na rovniku by bol obrovsky a rbglhodnotu
m

l=—=5921F A
R

167. Poda vysledku ulohy 165 magneticky moment plnej guigbojomQ a polomeronR
rotujiicej uhlovou rychla®u wje rovnym = wQRY/5, pricom poda vz'ahu (6.59) z odseku 6.1.9
magneticka indukcia vo vzdialenoRiv smere magnetického momentu je

B:LOm :LO&Q z ¢oho Q:LmRB
2nR® 10mR How
a objemova hustota naboja p= R ___158
AR 2p,aR?

Dosadenim hodnd = 6,2.10° T, R = 6.1¢ m aw = 2/(24.60.60) = 7,3.1® rad/s, dostaneme
objemovil hustotu néboja v Zemi= 1,41.10° C/n¥, ¢o zodpoveda koncentragii= ge = 8,8.18*
elementarnych nabojov na £iNa povrchu Zeme by bola intenzita elektrickéhtepo

Q —5:318.1d°wm

anegR® 3

Q je celkovy naboj &R je polomer Zeme. Je to obrovska neredlna interetéhtrického pba,
a preto uvazovana hypotéza je neprijae

168. Intenzita magnetického pevo vnutri kabla je

o
Tom

Zvolme objemovy elementrds jednotkovou tfkou v dutine kébla = 2rrdr, potom energia
nahromadena vo ferite na jednothily kabla je
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22 2
V\&:MJszr:ﬂOﬂrl jﬁzﬂom' In2=34650°)m
2 ) 4 r 47

a energia vo zvysku dutiny kabla na jednotkikd

tar 12
j— =H n25= 9108 Ym
r 4n
2
Celkova energia na jednotkizély kabla
W=W, +W, = 3,556.10° J/m

Percentualny podiel energie vo ferite

n=—M 1009 =97 6%
W+ W,

169. Celkova magneticka indukcia dip6lu je dana vyra£6r60) z odseku 6.1.9

3
B=yB?+B3 =£201+3c08 9 = BO%\/H 3co2 9

41r

kde
B, :L”; =3110°T
4R

je magneticka indukcia na rovniku. Energiu magkétio pda Zeme dostaneme integraciou

2
W:ﬂj‘[i) dr
2\ Uy

=3

cez cely nekorimy priestor mimo objemu Zeme. Integréye najvyhodnejSie v sférickych stradniciach
s objemovymi elementmirmE r? sind d dg dr takze

BJR® TT 71+ . 4TRER®
W= 20 _[”1 3C‘?52L95|nz9d¢dz9dr =—0_

= 6910 J=165megatorTNT

1 tona TNT = 4,2.10J. Z vysledku je zrejmé, ?e vybuch atémovej borsbgnergiou jednej
megatony TNT nembze podstatne ovplyvimiagnetické pole Zeme. Aj odpovede na takéto otazky
trapili konstruktérov prvej atdbmovej bomby v LosaAlos National Laboratory, New Mexico, USA,
na jar v roku 1945.

170.a) | =2 = 105103A
2m
b) Magneticka indukcia v strede atomu
B=* _155168T
2a

Je to obrovska indukcia, ktord nemozno dosighyeznymi prostriedkami experimentalnej fyziky,
ale iba v solenoidoch v impulznom reZime pripadisewavodivych magnetoch.
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¢) Magneticky moment (Bohrov magnetén)

e eh
m=—av =
2 4mim,

je jedna z délezitych fyzikalnych konstant.

= U = 9,27410 % Am?

171. Hrubu cievku moZzno rozlazna nekonéne tenké valcové prady (solenoidy) padbr. R171
pricom magneticka indukcia od takého solenoidu vo Vedizstiz od stredu cievky je

d _ Mondl 1/2-z 1/2+2
B= +
2A | Jr2e(i2-27 r2+(2+2)
kde
dl = pldr
b-a

d
77277277:27722722222227227227 7722272777727 77 727 2277777277772 7772722722777 7727 72 2

Jr b
e . i _——ai__1;
| 2 P z 0 | i12:
7
|
N

Obr. R171

je prad v elementarnom solenoide s hribkoumtegraciou & cezr oda pob dostaneme celkovu
magnetick( indukciu

b b
__Honpl (i/2-2) ar +(i/2+2) dr _
2A(b-2) ! (112-2)? +r2 '! (172+2) +r2
= _Honpl flnb+“b2+ i +gIanrNb2+gz
2(b-a) a+qa’+f? a+qaZ+g?

kdef=1/2-zag=1/2 +z

Obr. R172
172. Velmi dlhy solenoid mozno povazotveza “"polonekonény” s jednym koncom

v nekonéne Ebr. R173. Magneticka indukcia v bode vo vzdialenostz od ¢ela solenoidu je
dana vyrazom

644



_ Honl Z

cosg — cog1) = —_ +1]
( ) 2 L} R?+ 7
Sila pdsobiaca na paramagnetickd vzorku bude mdmanatom mieste, kde

9(5%)
dz\ dz

B= Honl

o je splnené vo vzdialenogt RV15 odéela solenoidu.
173. Vyuzitim vektorovej identity (pozri talfku 2)
rot@xb) =adivb-bdiva+ (b.0)a— @.0)b
dostaneme rotB = kJZdivL3 = —kJ—g
r
Priklad mozno riegiaj inak. VektorB ma iba azimutalnu zlozku
K,

2

B
Ty

takZe v cylindrickych suradniciach (pozri t&ku 22)

o(rB,
rotB=1 ( ¢)e2=—k‘]—§
r or r

174. rotB =kJ, divr —kr div J, = 2kJ,

Obr. R175

175. Na kazdy element zavitu pdsobi sitdi, R179
dF =L 1Bd
2
ktorej zloZka kolma na rovindA' je

drF’ =%IBdI sing :%IBRsin¢d¢
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Integraciou cez od 0 port dostaneme celkovu silu
1 T
Fr=2 |Bstin¢d¢ = IBR
0

ktora napina zavit v miestaéha P'. Zavit sa z&ne trha, ked’ silaF' dosiahne hodnotl' = 2/7m&?,
kde 77 je pevnos v tahu materialu zavitu a je polomer drotu. Porovnanim poslednych vyrazov
a uvazenim, ze
| = B _2Ba
Hon Ho
dostaneme vyraz pre kritickll magnetickd indukcivare

/ a
Byt = ngy

Dosadenim numerickych hodrét 0,15 mmy = 2.1¢ N/n? aR = 3 cm dostanenB; = 1,98 T.

176. Pohybova rovnica pre vektor momentu hybnosti gritearu

ﬁ:mXB alebo ﬁznyB
dt dt

Zavel'me sUradnicovy systémyztak, zeB ma ibaz-ovu zlozkuB,. V tom pripade mozno poslednu
rovnicu napisév zlozkovom tvare

d., _ 0

dt

dL, dL,
= B — 2 =- B
dt hy dt i
RieSenie tohto systému moznkata’ tak, Ze si zavedieme komplexnu velu
Lkomp|: Lx— ij

a od prvej rovnice odpdtame druhi, nasobenu imaginarnou jednotkou j. dlaktaneme
diferencialnu rovnicu

deompI .
dt - ”’Bl-kompl
ktorej rieSenie je tvaru ,
Liompi = A€" = A(cogBt + j sinyBY)
Z ¢oho

L, =A cogBt L, = -AsinyBt

RieSenie tretej rovnice je
L, = konst.

Z tychto rieSeni vidi& Ze vektorL (viazany s osou otania gule) skutitne vykonava precesny
pohyb okolo smeru magnetickej induk&es uhlovou rychlofou

wL:yB:Z—QmB

177. Magneticka indukcia v rovine kruhového zavitu iba zlozku B, kolm( na rovinu
zavitu. V bodeP (obr. R177 vo vzdialenostr od stredu zavitu prispevok k magnetickej indukcii
od pridového elementdl je
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dB, :Lol d S|2nz9
mn  p

a indukcia od celého zavitu s pradém

:Lol d sind
B, 41 ﬁ‘) 2

Obr. R177

pricom integrujeme polidke celého zavitunR. Z obrazka vidig, 7e d sind= AB = pd¢ a

=/R?—(rsing)” +r cosp = R(\/l— K sifg + k co¢j

kdek =r/R < 1. Dosadenim zd din a p vo vyraze préd, dostavame

B = Hol '[\/1 k2sin? gdg - kjcos¢d¢

411(1 k2)R

Druhy integral sa rovna nule. Hodnota’girsa opakuje v kazdom zo Styroch kvadrantov zavitu,

takze
j,/l KZsin? gdg =—HoL__ (k)

m1-k)R

Z

- T[(l k )R
kde

W2
E(K) = J.Jl—kzsinzgﬁdgﬁ
0

je uplny elipticky integral druhého druhu. Ni¢ko jeho hodnét je uvedenych v nasledujucej
tabu’ke:

Kk 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 09 10
EK) || 1,571] 1,567| 1,554| 1,534| 1,504| 1,467| 1,416{ 1,351| 1,277] 1,165| 1,000

Hodnoty magnetickej indukcie mimo stredu zavituvgsSie ako v strede. Tak napr. vo vzdialenosti
r=R2 k=0,5)
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B, = 2.1,467 ”—0':124 Mol
n@_q§)2R 2R

¢o je hodnota 0 24,5 % ¥Sia ako hodnot8, = [l/(2R) v strede zavitu.

178. Uvazujme integralnu identitu

pmA$=§Am=Ia$=¢
S | S

kdeSjerubovd’na plocha ohraténa krivkoul a® je indukény tok plocholS. Plati teda

§Am=m
|

t. j. integrél z vektorového potenciéupo uzavretej krivke sa rovna celkovému indéému toku
® plochouS. MéZeme teda véd seba napisalva integrélne vyrazy

§&d:§u@xszu& §Am=§sxs=m
| S | S

Analogickymi velginami si tedaugl a®, alebopy] aB. Zvolme cylindricky sdradnicovy systém
r, ¢, z,v ktorom pozd¥ osiz mdZe by uloZeny valcovy vodialebo solenoid rovnakého polomeru
R. Vo vodii existujez-ova zlozka prudovej hustotyzova zlozka vektorového potencialu (pozri
odsek 6.1.8), zafia&to magneticka indukcia ma azimutalny smer. V soldma@ixistujez-ova zlozka
magnetickej indukcie a teda indiného toku, zatiaco vektorovy potencial ma iba azimutalnu
zloZku (pozri odsek 6.1.9.1). Analogickymi \i@tiami su tedauel a®, kdel je prud tedci pozdz

osi vodta (v smere osi) a ® je indukny tok prignym prierezom solenoidu, alebo zlozky vektorov
HoJd, @B,

Pre magnetickd indukciu vo vnutri valcového vi@ds polomeronR (prer <R) plati

- ,uolr - 'UO‘]Z r
T o2 2

a analogicky pre vektorovy potencial v solenoidbp®ruR prer <R

or _ B,

Moar T2

Prer >R v okoli valcového voda

B,R
2r

:LOI::UO‘]ZRZ

B
? " om 2r

a v okoli solenoidu Ay = Zi =
s

Ak vypocitame rotaciu vektorového potencialu, dostaneme gre
rot (Ase4) = B;e, aprer >R rot (Ase4) =0
ey ae, sU jednotkové vektory v smeroch stradpiaz

179. Ak je vedenie pod napétilt, potom na vodioch vznikaji naboje sizkovou hustotou
+A. Jeden vodip0dsobi na druhy pi@zlivou silou

2
F.=AE = A
21e,d
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na jednotku tEky vedenia. Pdi tlohy 53 moznd vyjadrit’ ako

A=cu ="y
d
In—
a

kdeC' je kapacita na jednotkuiky vedenia. Po dosadeni zao vyraze pré, dostaneme

Ty 2
Fo=—202 U
e 2d

2dInc—
a

Magneticka sila medzi voélini je odpudiva a vyplyva z Ampérovho zakona:

2
F, = Ho!
2md

na jednotku tfky vedenia. Pre pomer tychto sil plati

kde R = U/l je odpor zéaze vedenia. Vysledna sila pdsobiaca medzi&midvedenia mbze by
pritazliva (akF. > F,) alebo odpudiva (ak. < F,). Tvrdenie, Ze dva vo&, ktorymi t&ie ten
isty elektricky prad v opamych smeroch sa odpudzuju, plati iba vtedy, aktetddé pdsobenie je
zanedbaténé, t. j. ak odpoR je dostaténe maly. Sily sa kompenzuju vtedy, BYF,, = 1, t. j. pri

hodnote odporu
R=1 [Hojndo1o0nd [
g a a

Je zaujimavé, Ze je to hodnota, ktora sa rovnavéimo odporu,/L'/C' vedenia, kd&' aC' su
indukénog’ a kapacita na jednotkdzky vedenia (pozri Glohy 53 a 207 a tiez odsek B).6

180. M :'“07”0(19— a)sing . Pri danom smere prudov vektdrsmeruje na obrazku doprava.
T

181. Ciara, po ktorej sa ma pitat’ cirkulacia vektora, je kruZnica so stredom na osi pohybu
nabojaq a prechadzajuca boddP(pozriobr. R1813. Ozn&me polomer kruznic®. Teda

ZTRH:EJ.D.dS
ot

Plochas je 'ubovd’na plocha napnutéd na zvolenej kruznici. Pre vgpdoku vektora elektrickej
indukcieD je najvyhodnejSie vziagu'ovi plochu s polomerom Na tejto ploche zvolime elementarne
kruhové prizky s plochouSkE 2irsin @*da’. Elementérny tok

DdsS = a 5 2nr2sina'da’ =ﬂsina'da'
Aqr 2
a tok celou plochou

/2
[Dds= 1 [sina'da’ =31- cosa)
S 2 a 2
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b)

Obr. R181

Derivujme tento vyraz pdd casu:
3J. Dds = gsinad—a
ot : 2 dt

Pri premiestneni naboja z bodu 1 do bodwl®.(R181h na vzdialenadvdt je vdt sina = rda,
z ¢oho

da _vsing
dt r
Dosadenim vysledku do predchadzajuceho a potonmath vzahu dostaneme

H= qu sina
4rr

pricom sme vyuZili skuttnog’, ZeR =r sina. Vo vektorovom tvare

g ot auxr alebo g =FoQuxr
4 3 4t 3

¢o je rovnaky vysledok ako udava vyraz (6.5) ziskaexperimentalnej skisenosti.

182. a) Napétie na kondenzatore

t
Ucs=U ex;{——)
C 0 RC
kdeC = gmbl.
b) Intenzita elektrického fa medzi doskami kondenzéatora
Ec = YUe =$exp(—ij
RC

¢) Pri osovej symetrii kondenzatora ma posuvny pnédizi doskami kondenzatora hustotu

_dD_, dEc__, Ec
Pt 7O dt °RC
paralelnd s osou symetrie kondenzatora.égily magnetického gia budd sustredné kruznice so

stredmi na osi symetrie. Zo zakona celkového paplikovaného na kruznicu s polomerormlynie
pre intenzitu magnetického fmH
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2
_ TESEc 2 ¢0ho H __EoEc __Ir

2mrH =13 .=
pos RC 2RC 2RS

C

183. Ozn@&me za&iatocn( plosnd hustotu ndboja na doske kondenzatgraQy/S, kde
S=m&? je plocha dosky kondenzator&a &9d je kapacita kondenzéatora. Potom:

a) o=0, exp(—RLCj b)Q=qQ, ex;{—RLCj o1 = _C:T? = %(S:eXF(_RLCj

d) Hustota posuvného pridu v kondenzatore

J =& E—E—-&ex;{-i}
P "0 gt~ dt RC RC

a celkovy posuvny prad ako funkcia vzdialenosid osi kondenzatora a ¢dsu

2
=2 = 20

e) Magnetickéa indukcia ma v kondenzatore iba azinutzlozkuBy, pre ktord plati

218, = o1 +1 o)
z ¢oho B =Ml 1)t
7 2mRc\r a2 RC

184. a)n = 3,32.168%
b) 16 20 cnf, vzdialenog dosiekd = 2 mm,n = 3,32.18%, E = 1,875.18 V/m;
c) 20x 20 cnf, d=1,6 mmn = 3,32.18%, E=1,5.16 V/m.

185. V pohybujlcej satfarkovanej) sustave polia st dané vyrazmi
B =E By'=B
Eq B = -vxEq

El=—— -~ —U
; J1-(v/c)? ’ c?y1- @v/0)?

kde zloZzky s oznigenim|| su paralelné so smerom rychlosti sistavy a zlsagngenimO su kolmé
na jej rychlos. Pre zlozky poli v smere stradnych osi z tycht@zgv plynie

E E, cosg o — :
E, = X __Fo E, = E, = Esing
V- - /ey’ n

EZ':BX':By':O

vE, _  UvEycosp

B! = =
’ cz\/l—(u/c)2 chl— (v/0)?
Ciselne:E, = 35,72 V/mE, = 16,5 V/mE, =B, =B, =0,B, = 7,15.10° T.

186. a) V sustave, v ktorej su elektrony v pokoji, pb® na seba iba elektrostatickou
odpudivou silou
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62

Fp= e —eEp kde E.=—% &
47t8or2 ' . 41'[80r2 '

je intenzita elektrického ffa vytvorena prvym elektronom v mieste druhého efekt ae je
jednotkovy vektor v smere od prvého ku druhémutedeki.

b) V laboratérnej sustave, v ktorej sa elektronjyimija rychlosou v, odpudiva sila medzi
elektronmi je

F, =e(E}, +vxB})
kde

E = Eq B’ = vxEy  _uxEp

su elektrické a magnetické polia elektronu v labioreej sustave. Silg' je potom

vxEf

Fe :e(E'D tox—s j=EE'D[1‘(U/C)2]= €1~ (v/ 92 =F 1~ v/ 9

Pre malé rychlost#'s = F5. Akv - ¢, potomF - 0.

187. Ak |€] « 1, potom

sind = sir(g+£j = cog  akelze U—Z =y -

mozno vyraz pre intenzitu elektrickéholpcelektronu napisar tvare

E' . e y
- 12 3
Amggr (y2 sin e+ cod s)

2

Ak dosadime sife= €%, coge= 1, potom

Ex— 2 : a2
4Tigyr’ (y2£2+1)

188. Polovica toku intenzity elektrického fmelektrénu je/(25) a je dana vyrazom

/2
©° onrlcosads e 2w

.
& :jE'dS: & =

E]
2¢ 4n£0_a/2r’2(y2£2+1) 2 2¢, /4+y2a2

z éoho

a=a —
vz V3y
189. Z transforn an)'/ch vz’ahov pre polia

B/ =E By'=B;
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Ey+(vxB), B,D:BD—(uxE)D/c2
J1-(v/c)? J1-(v/0)?

plynie, Ze sustavy, v ktorych je elektrické alebagmeticke pole nulové, sa musia pohyhiokamo
naE, aB, teda pozi¥ siradnice. V takychto sistavach ma elekirické a magneticke plozky

EL =

2
£ = E, -uB, B = c°B,-vE,

V1-(v/c)? L1 /o)?

a) Elektrické poleE, bude nulové v slstave, ktora sa pohybuje v smsre oychlog’ou
v = E/B, pricom musi plati cB, > E,. Magnetické pole ma v tomto pripade zlozku

E2
1 2
B, = BZ——CZy

V pripade alcB, < E,, potom neexistuje suUstava s nulovym elektrickyrfopm
b) Magnetické pol®, bude nulové v sUstave, ktora sa pohybuje v sm&rergchlog’ou

2B,
E

v=C
y

za predpokladu, zeB, < E,. Elektrické pole ma pritom zlozku

V pripade alcB, > E,, potom neexistuje slstava s nulovym magnetickytomo
190. V sUstave, v ktorej je naboj a priamka v pokpfisobi na naboj odpudiva sila
Aq

F= e =qE
2ngga a

kde e je jednotkovy vektor kolmy na priamku a smerujiigidbojuq. V pohybujlcej sa sistave
poésobi na naboj elektrické pole dané vyrazom

Al A
E'= e kde p=—
2nea ! V1~
je dizkovy néboj pohybujicej sa priamky, u ktorej docteil relativistickej kontrakcii, takze
Er= Mg - E
ZmoaJ 1-(v/c)? \/ 1-(v/0)?

Okrem elektrického dia pdsobi na ndboj magnetické pole

grotol'y _HAv v 4

v E
2m ? 2ma e¢—? 2rc£0ae’7_c2 /1_(0/(:)2 ?

kdeey je jednotkovy vektor. V pohybujicej sa sistavegbdsia nabog celkova sila

2
Fr=qE +uxBy=——95 U € 4 f-(/9?

V1-@0e? ¢ |1-(/0)?
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191. a) Vektory elektrického a magnetickéhd’@anozno rozlo¥i na zlozky paralelné a kolmé
na smer pohybu sustavy, teda

E'= E”I + ED‘ B' = B”I + BD‘

Skalarny stin je
E'B'=E,.B, + E;.By

Z transformanych va’ahov pre polia plynie, ze
E'.B' = E”'.B”'
Pre kolmé zlozky plati
[Eo +(vxB) | [Bo-(vxE), /c?]
1-(v/c)?

EL.B, =

pxE), _(ox8), oxE),

l:ED.BD+(v><B)D.BD—ED. z 2

-1
1- (v/c)?

Druhy ¢len v hranatej zatvorke sa rovné nule pretoze ve@ﬁcx B)D je kolmy naBp, takisto treti

¢len sa rovné nule, Ieb@; x E)D je kolmé neEp. Stvrtyelen mozno napisav tvare

v2

_7 ED'BD
c
takzeE'.By = Ep .B, z¢oho plynie, Ze
E'B' = E”B” + ED-BD =E.B

S&in E.B je teda relativisticky invariant.
b) Pri dokaze mozno postupav@odobnym spdsobom.
192. a) Na kazdy elektron pOsobi fatliva sila od roviny
eo
F,=——
7 2

a v laboratérnej sustave tiez odpudiva sila meldkite>nmi (pozri Ulohu 186)
2

Fo=———1-(v/0)°

- l6meja

Tieto sily budd v rovnovahd=(;= F, ), ak

o=—2 S1-(v/0)?

8ma

b) Plosny naboj, ktory bude kompenzéwalpudivu silu medzi elektrénmi v pokaji, je

0o = takze 9 _ 1/1_ (v/c 2

- 2
8ma g,

e

Pokojova energia elektrénu &, = m,c? a energia pohybujtceho sa elektrénu
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W:”\%C2 a teda %:1/1_@/@2 -9

V1-@/c)? 90

Preciselné hodnoty\;, = 0,5 MeV awW = 500 MeV je

9 -10
o
193. a) V sUstave spojenej ssami pdsobi na tie pri‘azliva sila elektrického pbévodu

AZ
B 21g,d

e

kdeE = A/(2n&yd) je intenzita elektrického ffa v kolmej vzdialenosti od tyce.
b) V pohybujlcej sa sistave existuje elektrickéefdla magnetické pole

vxE’
B'=
2
takZe vysledna sila pdsobiaca medzatyi je
UZ
F'=A(E'+vxB’) :/l'(l—z]E'
c

AvSakE' = X'/(2ngd) ad' = )I/,/l—(v/(:)2 , takZeF' = F..

7 Elektromagneticka indukcia
194. Intenzita indukovaného elektrickéhorpor tyi je
E=vB=ruaB

a napatie medzi koncamicsy

2113 113
_ _aBI® _
U—B[.c[wrdr {wd}— - =667mV

195. Z obr. R195e zrejmé, ze indukované napati& d elemente dprecesujucej tie je
d¢’ = vBdl cosp = vBdl sing

kdev = ar = ad sing je obvodova rychlaselementu H Teda

B2
dé¥ = @B sint di a & = Bsin? 19,[ Idl :703inzz9
0
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Obr. R195

196. a) Pri pohybe ©e vznika v nej elektromotorické napatgy = vbB a v obvode t&e
prud

| - &nd :@
R R
Na ty¢ bude posoliisila
F =pip=20E’

smerujlca proti smeru pohybuwéy Tato sila je zviazana s rychfos tye pohybovou rovnicou

dv __vsz2 _

— = -F
dt R

RieSenim tejto diferencialnej rovnice sasiagoénou podmienkow = vy v ¢aset = 0 dostaneme
pre rychlos tyce vyraz
b”B%t
u(t) =vyexg -
0-soon{ 25

Ty¢ sa bude pohybovanekonéne diho s exponenciélne klesajucou ryctibesy éase.
b) Draha, ktoru t§ prejde, je

vgMR
b?B?

s:]ov(t)dt:
0

c¢) Pohybujlca sa &yvykonava pracu proti pdsobiacej sile od magneliokéd’a. Tato praca
sa vznikom elektrického pridu v obvode meni naadlauteplo v odpor&. Energia premenena na
teplo

2
v3(t)ct =20

szZ]‘o 2
2

W = Rj Pdt=
0
je rovna zaiatatnej kinetickej energii tse. Ciselne; = 5.10°J,s=1 m.
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197. V Case, kd’ sa ranmiek pohybuje, @&e nim pradl = &#,4/R, kde &,y = —dd/dt. Naboj,
ktory preteie rantekom, je

@, _
Q= ot=[“ntgr=-L [ap=P1" P2
R R R

t1 t1 (Dl
Verkos pret&eného naboja zavisi teda iba odiatbéného a kongného indukného toku. Tieto
toky su

b
la, b+a
o, = [Hol2 g - Holay, D ®,=-F02 278
b_aZTII' 21 b-a 21 b
takze
Q:,uolalnb+a
2nR  b-a

198. Indukované EMN v prstenci v dosledku jehotatéia v magnetickom poli je

. do
&ind = _E

kde ® = BScosut = T@’B cosut je magneticky indusny tok plochou ohrasienou prstencom. Po
dosadeni dostaneme

&g = TBa’sinat = Uy, sinat
Stredny tepelny vykon v prstenci je
_UZ _ rw’B%*
2R 2R
kdeR je celkovy elektricky odpor prstenca. Jedinym pimotohto tepelného vykonu je kineticka

energia prstencd/ = «fJ/2, kdeJ = m&/2 je moment zotrémosti prstenca viladom na os oténia
(m je hmotnos prstenca). Pd@ zakona zachovania energie

w_ g teda d(mazwzl __mw?Ba’
dt dt 4 2R

RieSenie tejto diferencialnej rovnice je

tj
W= wyexy ——
0 [{ r

kde 7 je Hfadany charakteristick§as, za ktory kruhova frekvencia poklesne na l/g-taiatocnej
hodnotya. Tentocas je dany vyrazom

mR

" PB%?
Ak si uvedomime, Ze hmotndprstencan = 2maoS, odporR = 2ma/(o0S) (S je prierezova plocha
prstenca), potom

r:%:ws
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199. V padajucom rageku sa indukuje prad
Fng _ BV
R R
kdew je rychlos’ ramteka aR jeho elektricky odpor. Sila pdsobiaca na ¢éknje

a2b?
F =mg- alB= mg—v—R

kdem je hmotnog ramteka ag je gravit&né zrychlenie. Pohybova rovnica pre t@hje

2Rp2
m@ =F=mg-v a’B ktorej rieSenie je  y(t) =v,|1- ex;{—ij
dt R T
kde
_ gRm_16gp _ _ Rm _16p _ 3
et e om0

200. Intenzita elektrického ga vo vodeE = vB a pradova hustota

J=0E = ovB = 0,14.10* AIn??

201. Magneticka indukcia v okoli priameho veédi

5= Kol
21r

je kolma na rovinu skky. Indukované napétie v slke

Holabug

7 = auq B(r) - B(r+ b)] = 21 (r +b)

202. V obvode sa indukuje elektromotorické napatie

_do = _E(_;gt) =&
dt dt

Toto napétie spdsobi prad v &he | = #/R. Ozn&me R, odpor kratSieho oblUkAB, dlhsi obluk
BA ma odporR — R;. Vysledok merania napatia zavisi od spdsobu peigaj voltmetra. Ak sa
voltmeter pripoji vodimi pozd? kratSieho obluk#B, nameria sa napétléss = IR; = #Ry/R, ak
sa pripoji poztt dlhsieho oblukaBA, nameria sa napétiggs = I(R — R) = &R — R)/R.
Predpoklada sa, Ze spojovacie vedinepretinaju induky tok. Medzi dvoma bodmA a B
nameria teda voltmeter dve rdzne hodnoty napétia.

Tento na prvy pofad paradoxny vysledok savisi so skitog’ou, Ze elektrické pole v zavite
je virovym pdom a drahovy integral jeho intenzity je nenulovs, nozdiel od elektrostatickych
pripadov. Stet napéti v obvode je teda tiez nenulovy a v dapdpade

& =§E.d| =

UAB+UBA:8¢O

203. Vo ve’kej vzdialenosti od zavitu je magnetické polé¢qra dipélu a magneticka indukcia
na jeho osi je

g= oM _ Hola?
omr® 28
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kdem = @2l je magneticky moment zavitu. Magneticky tok praiii druhy zavit je

@, _ o’

®, =ma’B(b) = ol takZe vzajomna indekog M =
2b3 | 2b3

204, 9 =38

205. Ak je prud vo valcovom vodi rozloZzeny homogénne, potom vo zvolenej valcasassiti
vodi¢a o0 polomere < R tetie ¢ag’ pradul' = ri/R? ktory vytvara vo vzdialenosti od osi valca
magnetick( indukciu

B= yolr2
2R

Erlementérny indudny tok v dutine vymedzenej valcami s polomemar + dr a s jednotkovou
dizkou viazany s pradoth je

2 3 R
dCD=Br—2dr='uO|r4 &  acelkovy tok qp;LOIJ‘riid — Hol
R 21R 2nR? : 8

z ¢oho indukinog’ na jednotku rky

L =0
8n

Vyraz plati iba pre jednosmerné a nizkofreldrenpridy, k€ mozno zanedivaskinefekt.

206. Ak paskovym vedenim &g prudl v navzajom op&ych smeroch, potom magneticka
indukcia medzi paskami je (pozri odsek 6.1.9, bgd 6

B:/JOJ:LOI
w

a indukiny tok medzi paskami na jednotkizky vedenia je

®=pg=td
W

takze induknog’ na jednotku tEky vedenia je

207. Ak vodiémi tegie prudl v navzédjom opénych smeroch, potom kazdy z véov budi vo
svojom okoli magnetickd indukciu

5= Kol
21r

a celkovy tok medzi vodini na jednotku itky vedenia je

d-a
CD:ZLOI I E:Lolmd_a
21 T I a
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Indukénog’ na jednotku Fky vedenia

L=P_to 9728 Lad»a potom L= d
I T a m a

208. Systém valcovy vodi— rovina sa da pre potreby vyho indukinosti nahradi dvojicou
paralelnych valcovych vo#lov uloZzenych vo vzdialenostid2 ktorymi te& prady| v navzéjom
opainych smeroch. Indwky tok medzi vodiom a rovinou je rovny polovici indékého toku
medzi vodémi, teda induknog’ systému valcovy vodi— rovina bude rovna polovici indakosti
dvojlinky. Vyuzijuc vysledok predchadzajicej tulotigstaneme

L =Hon2d=R iebo priblizne L= #op 24
2n R 2n R

209. Ak vonkajsim solenoidom &g prudl;, potom magnetickd indukcia v jeho vndtri je

B= ,UotléN 2
a pretinaN, zavitov vnatorného solenoidu s celkovou plochtma,. Indukény tok vnatornym
solenoidom je teda

= af a vzajomna indukog’ - P _ alz
®2 = Tiol NN b, ) M _T_T[IUONlNZE
1

210. Magneticka indukcia v okoli priameho vodis pridoni, je
B= /uOIl
2mr

a tok Stvoruholnikovou sékou pod’aobr. R210

ctb
® :,Uollaj‘ﬂ:,uo'?lnc"'b
2 21 r 2n c

z ¢oho vzajomna indulnog’

:&:Loamib
I,  2m c

dr

Obr. R210
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RZ
211 M =p 1= |1-—
p

212. Pole zavitu 1 vo Ji&ej vzdialenostid je pd'om magnetického dip6lu. Na osi dip6lu je
magneticka indukcia
2
B= ﬂo'as
2md

Indukované elektromotorické napatie v zavite 2 je
yo 0O _ s
dt dt
kde S = Te’cosut, takze

o= awpla’

" sinat

R; &
|

| Eind

Obr. R213

213. PredovsSetkym treba vypivat” prud, ktory téie pohybujicim sa vodom AB. Tento prud
je dany zdrojom EMN# a indukovanym EMNZ,4 = lvB, zavislym od rychlosti vodica. Pre
sustavu mozno nakresiahradny obvod pdid obr. R213 v ktorom prid vodiom AB je

&g L & _ B &
| =—nd 4 — = +—
R R R R

kdeR'=RR/(R, + R). Sila pdsobiaca na vadv gravit&nom a magnetickom pdB je vyslednicou
gravitatnej silymgsmerujlicej nadol a magnetickej dilg smerujlcej nahor, teda

IS 2p?2
F =mg- [IB= mg— B —vI B
R R
Pre pohyb vodia AB plati pohybova rovnica
dv B&  12B?
m— =F =mg- -v
dt R R

RieSenie tejto diferencialnej rovnice prée tvaru

ot) :vo{l—exp(—;ﬂ e, =m =031ny's

je hradana ustalena rychibsodita. Casova konstanta pohybu
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7= LF\; =1s
(R+RPB
Doba, po ktorej mozno rychldpovazovd za ustalend, je ¥dia ako 5.

214. Vodicom AB pri jeho pohybe rychlg'su v nadol téie prad
| = 2%.4 _ 2vIB

3R 3R

Na vodi pdsobi vysledna sila smerom nadol

2p2
F=mg- 2vl“B
3R
RieSenim pohybovej rovnice pre rychlamdica
dv 201°B?
m— =mg-
dt 3R

dostaneme rieSenie v tvapét) = vo{l— exp(—tﬂ
T

_3mgR

kde =
21%B?

=147cnys

Up

je hradana rychlas(bez zapditania odporu vzduchu).

215. Na obidvoch stranach pasky bud( plosné nabdjeost o= guB = 10° C/nf. Kladné
néboje na paske sa posunud v smere vektor8 a zaporné v ogaom smere.

216. V ot&ajucom sa valci pdsobi na viazané naboje Lorentsdaaktorej je ekvivalentna
intenzita elektrického fdia

EO:va:(wxr)xB:aBr

ak vektorywaB maju rovnaky smer. Vzniknuté viazané naboje zriifia intenzitue,-krat, takze
vysledna intenzit& v objeme valca bude dana vyrazom

_Eo 1
&

&

E

r

Vektor polarizacie® v objeme valca (pre; <r <r,) je dany vyrazom

P=gy(e -1)E= go(l—i)wsr

r

a) p, =-divP = —250(1— i)wB

r

1
b) Q, =n(rf —r’)p = 2n(r5 - rlz)fo[l_g_JaB

r

©) o,(n) =-P(r) = _50[1_3]5‘]3& a,(r,)=-P(r,) = —go(l—j]aBrz

r
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d) Q) = 2nr,0,,(r,) — 20,0, (1) = 2n(r; — rll)go[l—ijaB
SI’

e) Q+Q/ =0
217. V suhlase s vysledkom Ulohy 209 vzajomna irtthole’ cievacky a solenoidu je
M = onNS=10"2H

a napatie indukované v solenoide
PE’:iM%:taMI cosat =*25cosd  [V]

Znamienko zavisi od vzdgjomného smeru vinuti.
218. a)Casova zmena inddkého toku na kruhu s polomerdrije

d£ = T[RZE
dt dt

pricom indukované elektrické pole na kruznici s polooneR je dané vyrazom

§E.d| :ZTRE:di) z&oho plynie, Ze E:B‘LB
dt 2 dt

b) Zmena hybnosti elektrénu spdsobena zmenou makgegindukcie na polomer® je
mdv = eRdBg a musi by rovna zmene hybnosti odiaku intenzity elektrického gaE, teda

ey = eEdt = e—szE
Z poslednych dvoch vyrazov plynie, 88, = dB/2.

| 0,01Q
1

0,1 mH

Obr. R219

219. a) Nahradny obvod cievky a zdroja jeatar. R219 Pre prid v obvode plati diferencialna
rovnica

Lﬂ+ RI=¢&
dt

ktorej rieSenie so Zatocnou podmienkol =0 pret =0 je
I =2 1- ex;{—Btj
R L
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Prad dosiahne maximalnu hodndty, = #/R po nekonénej dobe. Pré&ast,, v ktorom prad
dosiahne 90 % maximalnej hodnoty, 1. £ 0,9, Z posledného vyrazu plynie

L | L
ty =—In—"™ ___ = _"|n10=Q115s
R lmax_oi9I max

b) Energia magnetického fev caset =t je
W L

mag:E

(0,91 1) = 2915

c) Celkovéa energia odobrata zo zdrojeset = t, je

to ot L2
Wzdroj = I Sldt = ijl|:1— EXF(—ft):|dt = i{to _:;|:1— EX[Q—TJ:'} =1010J
0 0

220. Pre prudy v zapojeni ror. R220platia rovnice

dl dl
L +1,=1 L—2+RI=& RL,-L—2=0
1 2 at R 1 dt
Postupnymi substiticiami v druhej rovnici a jejd@ysu dostaneme rovnicu
& +5 |2 - ()(
dt kL kL

kdek = (1 +R/R). V ¢aset = 0 jel, = 0, a w¢aset = w je |, = #/R,. RieSenie poslednej rovnice je
potom tvaru

< ) , di 3 )
|2:i l—ex;{—it) a prad odporonR |l:£—2:iex —it)
R kL Rd kR kL

Celkovy n&bojQg, ktory pretéie odporomR dostaneme integraciou tohto pruddasovom intervale
t=0aZ pd =, teda

“
=| Lt =
Qe[ hdt=p
0
| K I I

Obr. R220

Ulohu v8ak moZno riegiove’a jednoduchsie. Pre pradyal, v zapojeni poth obr. R220
plati

Rl = 192
dt

664



Prudl, = dQg/dt, kdeQg je ndboj téuci odporomR. Po dosadeni do poslednej rovnice dostaneme
rovnicu

leo
R& = L% a jej integraciou dostaneme Qr :Lj‘d|2 :L Iy
t R
0

dt

Prud induknog’ou v okamihu zopnutialkica sa rovna nule. Prdd = #/R, je prid po nekorime
dlhom¢ase (ustaleny prad v indékosti). Teda
“L

Qr= RR

221. Uvazujme najprv elektromagnet s nulovym odporpremosteny kapacitoQ a napajany
konStantnym prudorty pod’aobr. R221aPo preruSeni pridu bude pre obvod v kazdom okamih
platit’ rovnica

d 1
U +Uc=0 alebo L—+=|Ildt=0
Le at C-[

Derivovanim tejto rovnice pddcasu dostaneme diferencialnu rovnicu pre prud v dbvo

2
AN
d- C

ktorej rieSenie so Z@mtotnou podmienkou = I, v ¢aset = 0 (v okamihu preruSenia pradu dodavaného
do elektromagnetu) je

I =1y cosat
kde a):l/\/ LC. Napétie na induinosti reprezentovanej elektromagnetom je

U = —Lﬂ =allysinat
dt

Z tohoto vyrazu vidi& Ze napéatie na inddRosti ma periodicky priebeh s amplitidou
L
Uy =ally =g /=
m 0 O\/;
Pri poziadavkéJ,, = 10 000 V plynie pre kapacitu hodnota

LIS _1 g
C:F:].O F:].U.F

m

O, «—1
A
prerusenie R
| obvodu
a) U.==C U JL b) =
L
07

Obr. R221
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Ak odpor vinutia elektromagnetu R= 1 Q, mozno indukované napétie odhatimasledovnym
spbsobom: Stacionarny prud v indaobsti je 10 A a pri preruSeni obvodu sa skokom regéniNa
odpore je v z&éatotnom okamihu napéatigR = 10 V, ktoré sa afita od indukovaného napétia
10 000 V. Teda na vinuti elektromagnetu bude neyzi 9 990 V.

Pri presnejSom vypite mozno postupovanasledovne: Nahradny obvod pre elektromagnet
s nenulovym odporom a paralelnym kondenzatoronajgon. R221bPre tento obvod plati rovnica

2
LR g
dt dad C
ktorej vSeobecné rieSenie je

| =Ke™sin(at + @)

kdeK a ¢ su konStanty, ktoré sadim zo z&iatoénych podmienoka a wsi dané vyrazmi

R 1 ( Rjz
a=— W= |—-—
2L LC \2L
Napatie na kondenzatore (a teda aj na svorkackretegnetu) je
1 K e“® . B
UC—Ej.ldt— Em[aslr‘(m+¢)+a)00$ﬂ+¢)]—

= —Kl_e'm[asir(mt +¢) +wcofat + ¢)]

Z vyrazu vidno, Ze napétie na svorkach elektronmtagma po preruseni pradového obvodu periodicky
priebeh, ktorého amplitida exponencialne kleskwifam ™.

V d’alSom treba Wit extrémy napéatia na svorkach elektromagnéasyt,, v ktorych napétie
na svorkach elektromagnetu dosahuje extremalnedtpdse utia z podmienky

d:—tc =KLe™™(a+w)sin(at +¢) =0

¢o je splnené, akt, + g =nm, (=0, 1, 2, ...). PretoZe faktoreso zvySovanindasu klesd, napétie
bude najvéSie pre najmensiast,, pre ktory plati

ao+¢=0 zéoho to:-ﬁ

Maximalne napéatie na svorkach elektromagnetu 8 wyrazu préJc v ¢aset = t,. Jeho hodnota je
Ucmax = —KLag™%

Na vypaet tohto napéatia eSte trebaitirkonstantyK a ¢. V ¢aset = 0 prud v obvode méa hodnotu
lo = 10 A a napatie na kondenzatore sa rovnatiomginu spadu na odpore elektromagnetu, teda
Uco =Rlp =10 V. Z vyrazov pré aUc v ¢aset = 0 plynie

lg =K sing Ugo = KL(a sing + wcosp)

RieSenim tychto rovnic pi€ a ¢ dostaneme

1

2
l+(Uco +aj
aly w

2
| .
Uco +aj a $= arcsln?0 =+ arcsin

al,

K=xl, 1+[
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N R

/\ /\ \/x\\/"\\“‘/
A
/U//

C max

(=)

Obr. R221c

Dosadenintiselnych hodnét dostanenté = +10,/1+ 2225 10° A=+ 1A\ a ¢ = +1W2. PretoZe
to musi by kladné ¢as po preruSeni obvodu), treba voli

@ =2 K=+10 A
takze
T

tg=—
" 2w

Dosadeningiselnych hodnét do vyrazu pt& nadostaneme
am
U :—Kaj_exp(——) =-9992V
C max 20

Znamienkd'-" vo vysledku vyjadruje skutoog’, ze polarita prvého maxima napéatia na kondenzatore
je op&na ako polarita napatia v ustdlenom stave (predpmatim obvodu). Priebeh napatia na
svorkach elektromagnetu je znazornenypha R221c

222. V ustélenom stavedie indukénog’ou prudl = Uy/R, za predpokladu, Ze vnutorny odpor
zdroja je zanedbaltey. V okamihu odpojenia zdroja prad v indalsti ma hodnotl, ale uzatvara
sa cez odpoR. Napéatie na odporR (teda na svorkach indéhosti) je viedy maximalne a méa
hodnotu

R
Unax = RI :UOE

teda napatie na svorkéch indobksti po odopnuti zdroja J&/R -krat v&Sie ako napétie zdroja.

223. Pre obvod nabr. 223v zadani ulohy platia rovnice pialll. Kirchhoffovho zdkona
Lo

R+ L3z
dt dt dt dt

Substittciou &/dt v prvej rovnici z druhej dostaneme rovnicu

2
L'%—Rllzg kde L'=L1—M— =0,64L
dt L2
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RieSenim rovnice pré so zaiatocnou podmienkou,; = 0 v ¢aset = 0 dostaneme vyrazy pre

prudy v primarnom obvode
I, = g{l— ex;{—1,565tﬂ
R L

M ¢ dl, + Kong
=— | —=dt= onst.
I, Ljdt dt = 0,61,

Hodnotu integrénej konstanty uwime zo zaiatocnej podmienky. Veaset = 0 jel, = 0, z¢oho

plynie, Ze konst. = 0, teda
l,=0,6l,= QG%{l— ex;{— lSGlStH

Vysledok rieSenia je na prvy ptdd prekvapivy, pretoze po ustaleni prechodového (po
¢ase vasom ako 5 = 9./1,56R) tetie v sekundarnom obvode prakticky staly prad s asgtickou
hodnotou

a v sekundarnom obvode

lop = 0,6;(; a v primarnom obvode prad lor = =

Tento stav sa zachova dovtedy, dblsa nerozopne spihia primarnom obvode. Samozrejme takato
situacia je mozna iba vtedy, ak sekundarny obvaslravodivy (pozri odsek 8.5), teda ak jeho
odpor je nulovy. V opaom pripade by prid v sekundarnom obvode exponeedidesal k nule.
Takyto princip sa vyuziva pre giatoiné vzbudenie pridu v cievkach supravodivych magneto

8 Magnetizmus latok

224, Ak vo vyraze (8.49) pre diamagnetickd suscejitiibdosadimen = N, (Avogadrovogislo)
dostaneme vyraz pre susceptibilitu vztiahnutd tanol, teda

Xm =-5910"N, Y (r?)=-355316°> (r ?
z z

Ked’Ze susceptibilita jedného kilomolu héliayg = —2,4.108 z posledného vyrazu vyplyva, ze

D (r?)=675510""= 2428]  [m’]

zZ=2
z ¢oho na jednu elektronova drahu (dva elektrony h@digpada hodnota stredného kvadratického
polomeru 1,283 .

225. Ak vo vyraze (8.57) pre paramagnetickd suscdipibirobime zameno — N, (Avogadrovo
¢islo) dostaneme vyraz pre susceptibilitu na kilomtlare

Porovnanim tejto hodnoty s hodnotou uvedenou vriadahy dostavame pre permanentny dipolovy
moment pripadajuici na jeden i6n?Niza uvedenych predpokladov hodnotu

m=2,96.102 A.m?
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226. Ozn&me magnetické pole v prsteriiH a pole v Strbind,, Hy. Potom plati
HI + Hglp = NI
B=By alebo MH = poHo
RieSenim tychto rovnic pite¢ aHy a dosadenim numerickych hodnot dostaneme
H:ﬁ:wz A'm HO:#AOH=L47516A/m
B=By=puoHy=uH=0185T

227. Magnetické odpory (reluktancie) jednotlivy¢hsti magnetického obvodu wér. 227
v zadani Glohy su: od bodu 0 po l®doprava
_2+l,
==

a rovnaka reluktancia je od bodu ®@lsmerom dava. Od 0 pd cez Strbinu je reluktancia

Rn

|2_|3 |3
=< oS4 2
R S [4S

1
| E—
Y
+
P

Obr. R227

Uvazovany magneticky obvod mozno modetbetektrickym obvodom pdd obr. R227 v ktorom
prud

_ 2
'"R+2R

Pre magneticky obvod treba uréliahradu, — @ (magneticky induény tok v Strbine)/ - NI
(magnetomotorické napéatie pdsobiace v obvdde), R, aR; —» Ry;. Potom dostaneme

&= 2NI
Rn*2Ry
Magneticka indukcia v Strbine

B=2- KNI =187.102 T

U
2L+3,+2 (——1]
1 2 3/'10

a intenzita magnetického fmv Strbine

H=—2 -14880 A'm
Ho
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228. Pre magneticky obvod prstenca plaiRH = NI, kdeR = (R, + R,)/2 = 11 cm je stredny
polomer prstenca. Prid vo vinuti

| = % H =0,03464 [A; A/m]

Z magnetizanej krivky naobr. 228v zadani Ulohy zistime, Ze na vytvorenie magnefigidukcie
B = 1,2 T je potrebna intenzita magnetickéhdgd = 130 A/m. Dosadenim tejto hodnoty do
posledného vyrazu dostaneme magné&tiggradl = 4,5 A.

229. Hysterézne straty na jednotku objemu &asojedného magnetia@ého cyklu st dané
vyrazom
w= § HdB
B +By

a graficky predstavuju plochu ohraent hysteréznou sikou. Tato plocha sa rovna integralu
z rozdielu funkciB* aB~ v hraniciach od H, po +H,, teda

+Hy +Hy

- 4
— + — _ -
w= I(B B JdH= aj( HE HZ)dH_3 atf
~Ho ~Ho
230. Z vyrazu pre intenzitu Hallovho elektrickéhol’po
JB
E, =—
"7 e

dostaneme piet vodivostnych elektronov na jednotku objemu

n=—38 _ 25108 m™3
ek,

Paet atdbmov sodika na jednotku objemu

Ny = pm’* =251 m3

kde N, je Avogadrovasislo. Na jeden atom sodika pripadé jeden vodivostektron.

9 Striedavé elektrické prady

231. Stredné hodnoty priebehov alr. 231v zadani Ulohy su:

a) 0, buym c)U,/2, d),/m  e)0, U2, g0, h)U./2.
Efektivne hodnoty:

a)U/V2, b)Uy2, c)U V3, d)U N2, elUn fHULV3, g)U/V3, h)Uy/v2.

232. Prud zaostéava za napatim vo faz¢063,4 , teda obvod pozostéva z odporu a irithalsti.
Kruhova frekvenciav= 500 rad/s. Pre pomer amplitdd napatia a pruaditi pl

—m = /R? +(a)L)2 a pre fazu tge :%
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z ¢oho R:# a L:Btggb
w

Iy 1+ tg’p
Dosadeningiselnych hodnét),,= 150 V,l,,= 13,42 A,¢ = 63,4 dostaneme
R=5Q L=20mH

233.R=20Q,C=33,3 uF
234.R=16Q,L =16 mH,C =250 pF
235. a)Napatie na vstupnych svorkath =Rolsr =120 V.

b) Dalej plati
2 2
|2ef - (1j +( 1) z ¢oho XL:£:5J6Q
e YR T JIZRE-UZ
OdporR; mozno uéit’ zo vzahu
2 2
'1ezf :[i +i] +i2 teda R = Uet =8,82Q
Us R R Xt \/lﬁaf_|22ef+|§ef_l39f

c¢) Aktivny vykon v obvode je stom vykonov v jednotlivych odporoch, teda

U2
P=R+R= Pif +15R, =2592 W

d) Pre komplexnu impedanciu obvodu plati

1 1 1

[ R ——

Z R R
Absolutna hodnota impedandiZ[1=2Z =4Q.

+% =018-jQ17 alebo Z=288+j2, 7.
J

236. Obvod mé& impedanciti, ktorej absolltna hodnotalsp va'ah

2, .22
1 1 +jaC zéoho |z|=z= RE+arL 5 =2828Q
Z R+ jawlL w2C2R2+(1—w2LC)

Amplitdda pradu je

237. a) Impedancia obvodu
z=R+jx -37%c =70+ 00
R, =] Xc

ma absolutnu hodno®i= 70,71Q, takze efektivha hodnota prddu v obvode

| _Uef
ef ©

=339A

671



b) Absolltna hodnota impedancie paralelnej RC dvojice

__RX _
ZRC_W_7OJKQ

a amplitida napétia na kondenzattlg = V2l Zgc = 339,4 V. Naboj na kondenzatore ma
amplitadu

c¢) Celkovy¢inny vykon v obvode

U2
P= 2R +— =8058W
R,

238. Pre sériovi RC dvojicu je: Pre paralelnt RC dvajgcu
a)Z=10¢" (1 -j1,59)Q, a)Z = 16 (7,17 — j4,500,
b) ler= 11,7 A, b)ef = 26 MA,
c)P=137W, CP =4,84W,
d) Ueir= 117 V,Ugic = 186 V d)ler =22 MA,lgc = 13,82 mA

239. Rezonatiné maximum prudu napoveda, Ze v skrinke je sérgpajend induknog’ L
a kapacitaC. Obvod je vodivy pre jednosmerny prud, teda k®égj LC dvojici je paralelne
pripojeny odporR. Skrinka obsahuje obvod pkadobr. R239 Treba vypoitat’ hodnotyR, L, C.
Ozna&meUy = 100 V,l = 0,01 AU =220 V,lg= 2 A f = wf/211= 50 Hz &y = ap/211= 1 kHz.
Hodnota odporu je

Yo _

R 10000Q

Obr. R239

Absolitna hodnota impedancie obvodu je dana vyrazom

‘ o |_c—1‘ U

R( 2 ) = l—"" =110Q
\/(a)ZLC—l) +(@RQ? e
Ak uvaZime, 7e.C = 1/aw?, potom preC z posledného vyrazu dostaneme

IEREE

C= = 28,86F
R

Z=
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Hodnota induknosti je dana vyrazom

1
L=—5—=0,878mH
wiC

240. Na kruznici s polomerom a so stredom na osi kondenzatoraljpoziakona celkového

prudu plati

2rrH = (i +56—Ejﬂr2
ot

kdei = oE je pridova hustota v dielektriku kondenzatoraoZledného vyrazu dostaneme

H :L(0E+£a£) :Er(acoswt - we sinat) :E—;ra\/1+tgz¢ cofudt +¢)

2 ot 2
kde tg¢ = axlo.
241. Admitancia kondenzatora s danym dielektrikom je
. . 1
Y = jaeE,Cy :Jaﬁo+ﬁ
R A— ]7
WGy WG
Admitancia obvodu pd@ obr. 241v zadani tlohy je
Y =jaC+ 1
R+ jwlL
Porovnanin¥ sY. dostaneme
1 y
C=C L=——— R=——
WGy WGy

242. Ozn&meX_ = aL aX¢ = 1/aC. Pre komplexné amplitady pradov obr. R242plati
JXL =Xl + Xl =U (R=jXla + Xl =0

Ak X_ =Xc =X, potom z prvej rovnice plynie pre prad odporom

V) . .U
Ir=l,=-j—=-jaCU :_JZ

Xc
L
l¢)
Uel® @ {h
7 )
C I R
Obr. R242

Prud t&lci cez odpor zaostava vo fazeu2 za napatim a nezavisi odr'kesti odporuR.
Vysledok je platny iba v pripade ideélnych prvkguC a napéového zdroja s nulovou vnatornou
impedanciou.

673



243. 1z = jaCU = jU/al. Prad predbieha vo faze napétie zdroj@d a nezavisi od V&osti
odporuR.

244, a) Zapojenie pdw obr. 244v zadani Ulohy mozno znazofnmiahradnou schémou na
obr. R244akdeX_ = al. aX¢ = 1/aC. Impedancia zapojenia na vstupnych svorkach je

7= X X +IR X~ %)
2R+ j( X = %)

Tato impedancia bude realna,)§k= X, ¢o bude splnené pri frekvencii

b) Pri frekvenciia je

b)

Obr. R244

Impedancia sa bude rovnaR vtedy, ak
Loor?
C

¢) Ak su splnené body a) a b), potom pre dany obvazho nakreslindhradn( schénmabr. R244b
kde

2=2p-w2) 2 =2l
takze

, o 2
21-[z"=Z

NE

¢o znamen4, Ze vykon vo vetvach sa bude aeipolovice.

245. Komplexna amplitdda pradu, ktoryte vetvouOAQO' je

A= JaCUws 4 pridu vetvo®BO' | 5 =Y
1+jaCR 2R
Komplexné amplitidy napéti uzldva B vzhladom k uzIuO' s
— Uvst U, = Uvst

AT 1+ jaCR BT 2
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Napatie na vystupe fazového postevie
U¢ =U,-Ug= Uyst1- J_C‘“CR' — U vst o~ j2¢
2 1+ jaCR 2

kde ¢ = arctgeCR)). Z poslednych dvoch vyrazov vidno, Ze amplitidpétia fazového posiiea
je konstantna a rovndy/2 a faza napéatia sa pri zmeRéod 0 do nekonma meni v intervale od
0 po st

246. Impedancie jednotlivych vetiev Owenovho mostu su:
Zy = 1jaCy Z,=R, Zz= (1 + jaC3Rs)/(j aCy) Zy =R+ jaly

Podmienka rovnovahy mostu je

4 Zs
Z2 Zx
¢o je splnené, ak
Ro=%® a L=CRR
247. Podmienky rovnovahy Wienovho mostu su:
@’CCRR=1 a G-R_ R
G R R

Ak R =R; =R, C; =C3 = C aR, = Ry/2 =Ry, potom druh& podmienka je splnena automaticky
a prva nadobudne tvar

aRC=1

248. Podmienky rovnovahy Scheringovho mostu su:

& = & a & - &
G G R R
Most je frekverne nezavisly.
249. Podmienky rovnovahy Maxwellovho mostu:
R =2 a L =CRR

R

Most je frekverne nezavisly.

250. Impedancia trojuholnikového zapojenia zo strany 2l musi by rovna impedancii
hviezdy z tej istej strany, teda musi plati

ZplZp+2Z
. g C)=21+22 kde L=ZptZgtlc
Podobne z ostatnych stran
ZolZpa+Z ZAlZg+Z
C( 2 B):ZZ+23 A( ; C)_Zl+za
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Riesenim tychto rovnic pi&, Z, aZs; dostaneme pre ekvivalentné impedancie trojuholnika
vyrazy

Pre rovnos admitancii z kazdej strany trojuholnika a hviepdglobne plati

Yy +Y, :—YZ(Y;+Y1) Ya+Yy :—Yl(Y;+Y3) Yo +Y, :—Y3(Y;+Y2)

kdeY = Yl + Yl + Yl'
RieSenim tychto rovnic pre admitancie trojuholnikatdneme

YA = Y1Y3 YB = YlYZ Yc = Y2Y3
Y Y Y
alebo pre impedancie
ZA:21+23+£ ZB:21+ZZ+£ ZC:ZZ_'_ZS_,_%
2 3 1
c c c
I L, I
U, = Uy R| |Y, Rl |u, R| | U, = Uyt
[ 2l
Obr. R251
251. Podlaobr. R251pre komplexnt impedanciu napéltig = Uy plati
I 1
= it U,=U,+—-=U,|1+-
Uz =13R a pre amplitudw, 2 3 jaC 3( ja)RCj
Dalej
U 2 1
l,==2+1,=U,| =+———
R G S[R jaRZC]
a
U1:Uz+.|2 U1 _1 +_2 _ 2122
jaC JaRC JaRC w’R°C
Nakoniec
II:U—R1+I2
| 6 5 1
a Up=U +—-=U |1+ - -
° Tt jaC { jaRC w’R2C? jw3R3C3J

Ak v poslednom vyraze dosadime= 1/\/6RC, dostaneméJy = Uys = —29U3 = —29U,, alebo
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252. Ak efektivna hodnota pridu v obvode je rovnakizppnutom aj rozopnutomréci,
potom absolitna hodnota impedancie obvodu je wolsid pripadoch rovnaka, teda plati

NI+ XE =42+ (X - XC)2

z ¢oho pre hodnotu induktivnej reaktancie plynie

v =X 240
2

— [ 2 2
Uef _Ief rL"'XL

vyplyva pre odpor indulnosti hodnota

Z rovnosti

2
U
(Iﬁ] - X2 =311Q

ef

253. Pre dve vhodne zvolené &y mozno napigarovnice pre komplexné obvodové amplitidy
prudov v tvare

Rl + Rl -1 )= Ug
R2(|2‘|1)+(%‘J'$) »=0

Po Gprave a dosadenim numerickych hodn6t dostaséstavu rovnic

21,-1,=10
—+(2-)1 ;=
RieSenim tychto rovnic dostaneme komplexné ampliaimspdovych pradov v tvare
1, =20 - o773 4r p
3-j2

I =(2-j)l ,= 62677 A
Komplexné amplitidy pradov jednotlivymi odpormi
Il =1,=2-) ,=62@77 A
lgp =1, -1 ;=392 A

l g =l ,= 10 _ 27763341 A

3-j2
Fazové uhly pradov sa tahuji k nulovému fazovému uhlu napétia. Fazovy pgauidu
v odporeR, oproti pridu v odpor&; je
AP = Prs — Pro = 3341 + 11°19' = 45
Posledny vysledok mozno zigkaj ako rozdiel faz impedancii vet\B, (¢ = 0) a vetvy

R;—jl(aC) =1-jQ =v2 "% Q.
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254, Poda Il. Kirchhoffovho zakona plati v pripade:
a) uvstzéjidt +R  kde iR = Ugey
teda
=u +ijl u 4t
Uyst = Uyyst RcJ U
Po derivovani tejto rovnice ptalcasu dostaneme rovnicu

d _d Uyyst
I Uyst = at Uyyst RC

z ktorej vidie, Ze ak

d Uy d
‘EUV)’IS « é)gl potom vast =~ Rcauvst
b) uvst=éjidt+iR kde %J.idt=uvyst
takze
_ d
Uyst = RC& uvyst+ u vyst
Ak
d 1
R#a uV)'/s « U vasﬁt‘ potom uvyst = RJ. u vsFit

Nechuyg = Ugcosut alebo v komplexnej forme, = Ug EES Vystupné napatie bude

= fugy

o N d
Uyyst= uelet+9) pricom ‘a Uyt

takze z podmienky a) pre derivgy obvod plynie

w«i

RC

Obvod neobr. 254av zadani Ulohy bude teda derwgm pre signaly, ktorych frekvencie su ae
mensie ako 1RC).
V pripade b)

1
;‘vast‘ = U vasijq
a z podmienky pre integiay obvod plynie, ze

w» L

RC
Obvod naobr. 254bbude integrénym pre signaly, ktorych frekvencie su Sae/asie ako 1/RC).

255. Rezonatina frekvencia obvodu timeného sériovym odpoRyne

1
W=, ==
LC 42

2,
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a kvalita obvodu
2
QO:‘LL takze w= wﬁ—&
R 4Q8

w=w, /1—4—(;5 = (1—8%]% = (1- 3125 10°)w,

Zmena rezonamej frekvencie (pokles)

z ¢oho

|0 =|w= awy| = %wo =312510°%w,
8Qo

¢o predstavuje 3,125.10% rezonainej frekvenciew, obvodu bez timenia.

256. V obvode nabr. 256bmoZzu vzniknd timené kmity s frekvenciofi= 3 082 Hz.
257. Vstupna impedancia obvodu alr. 257aje
_ jal
® 1-WPLC+jaRC
a impedancia obvodu rdor. 257b
7, = jal -
1-w?LC+ jF

Impedanci€Z, aZ, budu rovnaké, ak imaginardasti menovatéov budd rovnaké, t. j. ak
al

wWRC=— alebo R = L
R’ RC

258. Kapacitam sériovo zapojenych kondenzatorovdg = C/m
a) Impedancia sériovo zapojeného odporu, iddakti am kondenzéatorov je

Z=R+ j(wL—ﬂ)
aC
acinny vykon na odpor®&

_RUZ _ RUZ
Coz2 2
R2+(wL—ﬂ)
aC

b) Vykon v odpore bude maximalny,d&ge obvod v rezonancii, t. j. ak

P

-2 =0
aC

Pre dané€iselné hodnoty je obvod v rezonancii pri= 2. Vtedy
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¢) Amplitida pradu v obvode, #eje obvod v rezonancii, je= Uy/R. Amplitida napatia na
sériovej RL-dvojici Ug, = IoVR? +w’L? =1414V a amplitida napéatia na odpotg = IgR =
=Up,=100V.
259. Magnetickéa indukci® v toroidalnej dutine rezonatora je dana vyrazom
i
2mr
a indukiny tok prignym rezomsS dutiny

b

q::des:—"O'h'[ﬂ: | A Doy
A 2n T 2n a

z ¢oho induknog’ toroidu
L= Hoh In b
2n  a

Kapacita vySrafovanejasti rezonatnej dutiny neobr. 259v zadani Ulohy je

2
L arezonatna frekvencia dutiny § = c 2

c= -1 _c |2
rez 2w/ LC 2ma hlnE
a

kdec::l/,/«so,uO je rychlog’ svetla vo vakuu. Dosadenitiselnych hodnét dostaneme pre

rezonagnu frekvenciu dutiny hodnotix, = 2 565 MHz = 2,565 GHz. Je to okflatecimetrovych
elektromagnetickychin.

260. a) Ak po povrchu véni dihého valca e, vzitadom k jeho osi prime, prad s ploSnou
prudovou hustotou, potom vo vn(tri valca je osové magnetické poliadukciou B = pgJg
a indukny tok prierezom valca

NES
® = prpd ma? = Ho1&
HoJds b

kdel =bJ; je celkovy prud t&ici po povrchu valca. Inddkog’ valca

2
:% = % a kapacita rovinnych pléch  C= £qWb
S

takze rezonaima frekvencia

. _4;Lf_;;JE
® om/lc 2mlw
kde c:]/,lao,uo.

b) fie, = 8 979 MHz = 8,979 GHz. Je to mikrovinova oblaektromagnetického spektra

261. Vykon v spotrehii v prvom obvode
2 2
p5:£ a vo vedeni R:ﬂ

(Ro*+ R (Ro+ R

takze

0|,
I |
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ef

Obr. R261

V druhom pripade mozno pretransformpea’azovy odpor na vstup druhého transformatora,
&im vznikne nahradny obvod pkaobr. R261aDal$ou transformaciou odpor®g anR na vstup
prvého transformatora dostaneme nahradny obvotiapai. R261b.Vykon v z&azovom odpore
tohoto obvodu je

2 2
> = UeR . a stratovy vykon vo vedeni P = UerRo .
(&é + Rj nz(&é + Rj
n n

Pomer vykonov v spotretiia vo vedeni

9

2R
R

Vidime, Ze v druhom pripade j&idnos’ prenosu energie do spotr&binkrat vasia.

262. Absolutna hodnota impedancie medzi bodaiB je

Zpg = /R_2+w21Clz =50Q

a efektivna hodnota prudu v obvode

[ f:%:OASA

AB

€

Absolutna hodnota celkovej impedancie obvodu je

2
z =\/(F’1+ R)’ +£2[él+cj =250Q

a efektivna hodnota napatie zdrbjg =14Z = 120 V.

263. Vstupné impedancie obvodov abr. 263a,bv zadani Glohy su

. 2-d?LC .1 1-24PLC
o=l ——>5— Zy=—j——=————
1-w'LC aC 1-w'LC
a komplexné amplitidy prudov v obvodoch
Iazﬁz_.$l—w22LC |, =—jaCU, 1-’LC
Z. al 2-o?LC 1-20°LC
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.
I e

Nl=
’
f
e
g

——

Obr. R263

Zodpovedajucéasové zavislosti pradov v obvodoch s

U, 1-o’LC
i(t)==2"" —Zsinat = |, (w)sina
a() CuL2—a)2LC Oa( )
ip(t) = aCU, wLC-1 sinat = Iy, (@)sinat

1-20°LC
Amplitady lgo(a) algp(a) v zavislosti odw\/ﬁ su grafmi znazornené war. R263

264. Pre efektivne hodnoty napéti v obvode mozno shikreektorovy diagram pdd obr. R264
z ktorého plynie

UZ=Uf+UF-2UU,cosft- ¢ )=Uf +UJ +20,U, cop,

Vykon v indukénosti je dany vyrazom

P=1U,cosg, =U1:2 cog,

Obr. R264
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Dosadenim z&);U, cosp z prvého vyrazu dostaneme

_Uu?-uf-ujg
2R

P

265. Pripojme k obidvom obvodom dva zdroje s komplerngimplitidamiU,; aU, a spodné
konce induknostiL,; a L, spojme. Vznikni obvody pdd obr. R265a,bPre pridy v obvode na
obr. R265gplatia Kirchhoffove rovnice

UlzjaLlllijaMlz U2:j6u|_2|21j6d\/||1

Li L

O P On S oo

a) b)
Obr. R265

Ak uvazime, zd, + 1, =13, mozno rovnice prepisalo tvaru
Us=jally F M)y jaMl, Up=jally F M)+ jaMli,
Pre obvod nabr. R265kplatia rovnice
Up=jayl +jal 5 Uy =jalyl+jaly 5
Ak maju by obvody elektricky ekvivalentné, potom aj sUstawynic musia by ekvivalentné,
teda musi plafi
L=LFM L=L,FM Ly=+M
Znamienka zavisia od magnetickej vazby medzi itdok’ami.
266. a) Sériové spojenie indékosti dava vyslednu indikos’
Ls=L;+L,x2M

Ciselne: 16 Ha 4 H.
b) Paralelné spojenie indéosti dava vyslednu indukog’

L = _Ll-M
P +L,%2M

Ciselne: 0,9375Ha 3,75 H.
c) Ak sa jedna cievka skratuje, potom indin@s’ na svorkach druhej cievky je dana vyrazom
[pozri odsek 7.6, vyraz (7.51)]
M 2
Le=bio———
2,1
Ciselne: 3,75 Ha 2,5 H.
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267. Pre zapojenie nabr. 267mozno pisérovnice
(R + X))l — Xul2 = Uy (R + Xla— Xul1=0

kdel; al, si komplexné amplitidy prady v primarnom a sekundid obvode. RieSenim tejto
sUstavy pre prath dostaneme

I, = 1Xm
(R1+jXL1)( R+] >§_2)+ %

Komplexna amplitida vystupného napétia je

Uy

IXm
R+iXu)( R+ X o)+ %
Po dosadeniiselnych hodnot dostaneme

U,=3,9228"%v

U,

U =Ryl ;= Rz(

Vystupné napatie ma teda amplitidu 3,922 V a zeasta vstupnym napétim vo faze o 21,3
268. Uyys= 8,22 85 v
269. Vstupna impedancia obvodu alar. 269av zadani tlohy je

. : 2_
M a naobr. 269b 7 Jabaz +a)2( M Lle)

Zy=jady+Z - =
vst = J iy Z+jal, vst ja)(L1+L2—2M)+Z

270. a)Uqy, = 14,14 8V, b) 1 ,= 1,67&" A.

271. Podaobr. 271v zadani Ulohy mozno pre zapojenie napiesnice podia Il. Kirchhoffovho
zakona

[R+ X=X )l = Xl 2 = Uy [R+ (XL =X )]l2 = Xul1 =0

kde I, al, si komplexné amplitidy pradov v obvoddJaje komplexna amplitida vstupného
napéatia. RieSenim tejto sustavy pre prsidostaneme

_ijUl
(X = Xo)* = Xa - R-j2 R X - %)
Komplexna amplitida vystupného napatia je

—Xc XuY,;
(XL =Xc) = Xy - R-i28 X - %)

Vystupné napatie je vo faze so vstupnym napatim.

I

U, =-jXcl, = =19,23% v

272.a)C=

=50pF
L1

b) Pri sériovej rezonanciide v primarnom obvode prid s amplitidou
l, = Yi_10a
R

a v sekundarnom obvode sa indukuje napétie s kampleamplitidou
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U, = jXy 1, =106 v
Vystupné napatie ma amplitidu 100 V a predbiehapvet napéatie vo faze o 90

273. Impedancia nekoxigého réazca poth obr. 273v zadani Ulohy sa nezmeni, ak ku vstupu
refazca reprezentovaného vstupnou impedargigisa pripoji jederglanok L/2-C pod’a obr. R273
Pre zapojenie nabr. R273plati

szt = & +Z'
L/2 L/2
Zyst TC Zyst
O _
Obr. R273

kdeZ' je impedancia paralelnej dvojice &f aZ,y + jal/2, teda
r— szst+ja‘|-

 2-0PLCH+]2uCZ

takze
_jel,  2Zg+jal
W2 2-WPLCH[20CZ

L o®L?
szt_ E_ 4

Tato impedancia je redlna pre v3etky frekvencierésinaji podmienku

2
vLC

z ¢oho vstupna impedanciatezca

w<

Rerazec je dolnofrekvemy priepust.

274. Vstupna impedanciati@zca nabr. 274v zadani Ulohy je

Zy= ot
WY C 40PC?
ktora je realna pre vsetky frekvencie, ktor&aj podmienku
1

2JLC

w>

Rerazec je hornofrekveémy priepust.

275. Vykon v odpore po zopnuti spifeastipne Styrikrat. Aby sa kondenzéatokgm jednej
periddy nestél znaté’ne vybt’, treba jeho hodnotu vdltak, Zetasova konstant&C» 1A.
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276. Vykon v obvode nabr. 276av zadani Glohy je

U2 Uz
_(Ze a v obvode nabr. 276b p =2 ef
4 R 3R

P

Pohyb nabitych ¢&astic v elektrickych a magnetickych poliach

277. Pod'aobr. R277naa-casticu pdsobi odpudiva sila

ktora je maximalna vo vzdialenosti

-
v

.h
A
/ \
/ \
/ \
¢ /‘
\\Q
28 BN
/ \
/ \
/ < \
la
____9|________

N b/2
~ I
~ N |
~ o
QP
I
Obr. R277
278. m= 2,39.10%°kg.
279. Elektrony urychlené napétibh na rychlog (obr. R279
_ |2eU
Uy = T\g
sa budu medzi doskami pohybév@od vplyvom sily kolmej na,
F=eE= el
D
Pohybova rovnica pre elektrén medzi doskami je
dv u’ C elU’
¥ = a jej rieSenie je =
me o e 5 J€) J vy t
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pretoze wase vstupu elektronov medzi dosky je ich gm&rychlog nulova. Medzi doskami sa
budd elektrony pohybovapo dobut, = I/v,, takZe pri vystupe z priestoru dosiek ich §mi rychlog
bude

_eu _ eUl
vyO_ to_i
m.D meDv
V smerey prejdu elektrény drahu
vo = eU1?2 1’
°" 2mDv?  4DU
+u 17
1 T H ///
1 : //
! A PEC) W S
1 =T v i
__D:___vx_..,—_—_.—::____.l_ ______ A _...____o —_

Obr. R279

Po vystupe z priestoru medzi doskami sa budu éekipohybové pod uhlomg, pre ktory plati

tg¢:ULO:X z ¢oho y:M—IU’d

v, d v, 2DU

Odchylka elektronového #a na tienidle

' (1
h=Yo+y= 2DU (de

Ciselne:h = 3,6 cm.

280. a) Elektrén opusti kondenzator 2 rychitos

N2 2 _
V= v§+[ ele j [ RFJ pod uhlom ¢:arctg£ Slg R ]
vomd) \ Ry + vomd Ry + R

b) Elektron opusti kondenzator 2 vo vzdialenosti

_ e’ R-2R
2vimd Ry+ R

Yo

od 0siOx Vv rovineAA'.
c) Elektron opusti kondenzator 2 rychios rovnobeznou s osoDx, ak R = 0. Rychlos
elektrénu jev, = v, a vystlpi z kondenzatora 2 vo vzdialenosti

_ el
vam,d

O =
od 0siOx v rovineAA'.
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2
d) %’zwk: =400V
e

e) Energia elektronu je nag&ia pri jeho prechode z kondenzatora 1 do kondera&. Jej
hodnota je

N2
e'g) =10,1keV

W:WW\/%( 2d

281. Ak sa elektrén s nabojome-nachadza vo vzdialenostiod jednej z rovin, potom na
druhej rovine poth Ulohy 43 je indukovany nabgj= exd. Ak sa véase d elektron premiestni
o dx, potom sa na druhej rovine zvySi ndboj o

dx
dg=e—
a d

Vytvorenim ¢asovych zmien a s uvazenim, Zg¢dt = | je prid v skrate axddt = v je rychlos
elektronu, dostaneme jednoduchy vyraz

v
I =e—
d

¢o je Specialny tvar vety o indukovanych pradocho@teyho — Ramova veta z oblasti fyzikalnej
a katédovej elektroniky). Indukovany prad v skriegiee iba véase pohybu elektronu medzi rovinami.
Smer pridu v skrate je totozny so smerom pohybktréleu. Dosadenintiselnych hodnot
dostanemet = 8.10* A, di¥ka pradového impulzu=d/v = 2.10°s.

282. Ak je horna doska kondenzétora zaporna, elekirdkne do kondenzatora ddbly
h =5 mm. Ak je polarita ogma, elektron dopadne na horni dosku vo vzdialehesfi,23 mm od
kolmice.

283. Pod @&inkom napétidd nadobudnu elektrony rychibs

_ |2eU
v= /7
me

a v priestore magnetickéholjposa budu pohybotvgo kruznici s polomerom (obr. R283, pre

ktory plati
poMw 1 2eU
eB B\ m

Obr. R283
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Vo vertikdlnom smere prejdu elektrény v magnetickooti drahu
hy=r—rg=r—~r?-12
Po vystupe z priestoru magnetickéhdgea elektrony pohybuji pod uhlggmpre ktory plati
h' | |

=— = z ¢oho =
94 = T ¢ h r2—I2d

;

Odchylka I&a na tienidle

h=FF =h+Hh= -2+ g

2_)2
Ciselne:h=9,2 mm.

284. W, = 8.10"J =500 eV = 1,2.16 rad/s.

285. E, =0,B,

Obr. R286

286. Na pohybujuci sa elektréon posobi sitdo. R286
el

2meN S + X

F =

ktorej zloZzka kolma na smer pohybu je
F. = L
Y 2T[£0(82 + xz)

ZloZka hybnosti v poZdnom smerg, = v, sa nemeni a zloZku hybnosti v griem smere mozno
vypoéitat’ z rovnice

dpy _
dt Y

0 0
teda - [Fdi= elds dt _ el
Py = yo T 2, 2.2
2me, Y ST +ugtt  4ggug

—00 -0

Pre uhol odchylky léa plati
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Uhol odchylky teda nezavisi &

287. Ak je polomer katody zanedbéte maly oproti polomeru anédplfr. R28%, potom
intenzita elektrického dia v blizkosti katédy je Meni vel’ka a potencial narasta so vzdialeions
od katddy vémi rychlo, takZze nadobuda uz v malych vzdialenehtiad katody hodnotu prakticky
rovnl potencialu anddy. Elektrony nadobudaju ryshlo

ETY
Vm

Obr. R287

uz vo vémi malej vzdialenosti od katddy a vo zvySnom paesimedzi anddou a katédou sa pohybuja
prakticky konStantnou rychlésu. Pod dinkom magnetického fFa indukcieB sa pohybuji po
kruzniciach s polomerom

Prad diddou prestane tizetedy, kel’ elektrony pri svojom kruhovom pohybe uz nedosiaanédu
(obr. R287, t. j. vtedy, k& polomer drahy elektrénu bude= R/2. Tomuto polomeru zodpoveda
hodnota kritickej magnetickej indukcie

_mwg 1 [BmY
Bkrlt eR R e

288. a) Pohybova rovnica elektronu v danom elektrickomagnetickom poli je
dv
—=-eE-dvxB
L qv*B)

alebo v zlozkach pravouhlého stradnicového sysi@odkami su vyzngenécasové derivacie)
m.X= eBy m.y= eE- eBx m,z=0
V ¢aset=0jex=y=z= x= y= z= 0. Zrovnicem,z=0 plynie, Zez = konst. = 0, takZe elektron

sa pohybuje v rovinry. Derivaciou druhej rovnice pddcéasu dostaneme
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m.y = - eBx
a dosadenim z& z prvej rovnice prejde posledna rovnica na tvar
y=-ay

kde . = eB/m je cyklotronova frekvencia. VSeobecné rieSeni® tejvnice ma tvar

y= —Acosa)ct +C
wC

kde A a C su konStanty, ktoré sadim zo zdiatoinych podmienok. Véaset = 0 jey = 0,
y =eE/ m. UvaZenim tychto podmienok dostaneme pre integr&onstanty hodnoty

A=C= eE takze y= eE

- ma? m?

Derivovanim rieSenia pnea dosadenim do prvej zloZzkovej rovnice dostanemeicu

(1- coswit)

. _eE .
X =——sinwgt
m

ktorej dvojnasobnou integraciou dostaneme vSeobeesenie v tvare

X=- eE sinw.t+ Dt +F

My

D aF su integréné konsStanty. \éaset = 0 jex = 0, x =0, z¢oho plynu pre integemé konStanty
hodnoty

p=—CE F=0
MW,
hy
®B
E
\7
o
0 “x
Obr. R288
RieSenie pre je teda
eE .
X=——(wt-sinw.t
rmwi( ¢ o)
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Elektrén sa bude pohyboi/@o drahe danej vyrazmi

eE . eE
X= wt —sinawt = 1- cosw,t
mgwi( ‘ ) g nw%( )
Z tychto vyrazov vidno, Ze draha je cykloididb(. R288 s vytvarajlcou kruznicou s polomerom
_eE
o= >
mwe
b) Zlozky rychlosti elektrénu su
._E . _E .
ng(l—cosa)ct) y =g sinet

c) Elektrén sa pohybuje unasavou (driftovou) rystibol

v, =—
B
pozd? osix.
289. a) 5.10 rad/s, b) 2,5.1%rad/s, c) 5.10rad/s.
290.a) 0,9 T, b) 7,6.16°J = 4,7 MeV.
291. ae = 1,76.10" rad/s,a, = 9,59.10 rad/s R = 0,184 mmR, = 7,91 mm.
292. Pohybova rovnicaastice v cyklotrone je tvaru

dv
m—=gE+quxB
at qe +qu

Obr. R292

alebo v zlozkovom tvare

mXx= gEcosw, t+ dgyB my = - gEsinw, t- GxB mz=0
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V faset = 0 je x=y=z= X= y= 'z=0. Z rovnice mz=0 plynie, Zez= z=0 takZecastica sa
pohybuje v rovinexy. Derivaciou prvej zloZzkovej rovnice a dosadenimizaz druhej rovnice
dostaneme diferencialnu rovnicu

%sinwct

X +wix=-
a podobne derivaciou druhej zloZkovej rovnice sadesim zax z prvej rovnice dostaneme
y+a)§y: —%Cosa)ct
m
RieSenia tychto diferencialnych rovnic pri zadangahatotnych podmienkach su

qE ( y= qE
ma? ma?

Pohybcastice opisany tymito vyrazmi je pohybom po Spipdd’a obr. R292

X= wetsinwgt + cogot 1) (w tcoswt - sirwgd)

Elektromagnetické viny

297. Vo vodki tecie prud s hustotowbr. R297

=

€

kdeg, je jednotkovy vektor v smere osi vodi Elektrické pole vo vodi a na jeho povrchu je

J |
E=2=_1 ¢
o TR’
Obr. R297
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Intenzita magnetického pa na povrchu voda je

H=——e
2R ¢

kde e, je jednotkovy vektor na valci kolmy na nsPretoze elektrické a magnetické polia st navzajom
kolmé, Poyntingov vektoB smeruje od povrchu voih k jeho osi a jeho Vkos’ je

I 2
S= EH=—5—
21°0R®
Vykon vstupuijici do valca na jednotku jehidld je

12 5
P' = 21TIRS= =Ryl
TIoR R

5 =
kdeR, = 1/(moR?) je odpor jednotkovejidky valca.

298. Elektrické a magnetické polia v dutine koaxialoéiabla st dané vyrazmi
& H I &

b “om  2mR
rlng

E=

pri¢om vektory poli st na seba kolmé, a to tak, Zeorekty s&in E x H smeruje pozit osi kabla
od zdroja k zéazi. Poyntingov vektor ma Vikos’

8‘2

S=EH=—"—
21 ?RIn—
a

a vykon postupujici podd osi kéabla

P

b
szZT[rSdrz—
" R

299. Pod’a vysledkov predchadzajucej ulohy j@’kest’ Poyntingovho vektora v koaxialnom
kabli

;:)('2
S= EH= b

2mr?RIn—
a

a hustota energie elektromagnetickéhtapo
b
AT2e R? + 1y In%2 =
o2 0 Ho a

1 2 2
wW=—|gE“+ o H )| =—
2( os T ) % 4eR?n?R
a

takze
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Ak uvazime, ze kapacita jednotkiz#ly kabla je

C = 2ne, a jeho induknog’ na jednotku t¥ky je L'= &Ing
b 2 a
Ing

potom vyraz prez, mozno pisav tvare
, = 2R
PTR2C + U

Ak vezmeme do Gvahy tieZ, ¥&C' = 1% , potom

V.= ¢ kde 5:1 c —i L'
PNt o2 2l VL RVC

Z tychto vyrazov vidno, ze rychlégrenosu energie kadblom je vzdy menSia ako rychdostla,
s vynimkou k& o= 0, kedy

Lr
Cr

R= Zv =
V tom pripadev, = c. HodnotaZ, je charakteristicka valina pre kabel a nazyva sa vinovéa
impedancia (vinovy odpor) kabla.
300. a)vs=c¢
b) Z prvej Maxwellovej rovnice plynie, Ze

0E w
rotE =—= j =-—E,j = —juoaH
azl c x) IHo

kdej je jednotkovy vektor v smere ogi Z rovnice vyplyva, Ze magnetické pole méa ibavu

zlozku s vékos’ou
H:Hy:i: &EXZLEX
JZ I Zy

c) Pre pomer elektrickej a magnetickej zlozky vingosledného vyrazu plynie

B

Hy

= |[#o =376 730 = 7,
&

Veli¢inaZ, je jednou z univerzalnych konstant a nazyva seagteristicka impedancia véakua.

d)s=Re[sK}=2E§z k=H’2‘7;Z°k

kdeH,o je amplitida magnetického fmak je jednotkovy vektor v smere asi
301. Z = 376,73d/w [Q].

302. Fazova rychlasviny vs = fA = 2.1¢ m/s.
Relativna permitivita prostredia = c¥/v¢ = 2,25.
Index lomu prostredia = c/v; = 1,5.

Dizka viny vo vakuul, =c/f = 7,5.10" m.
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303. P = E¥(2Zp) = 1,2.16° WIn?, kde Z, =./1o/€o = 376,73Q je charakteristicka
impedancia vakua (priblizne aj vzduchu).

304. Zing =+/2P o (E0to)” ‘@S = 9,15.10° V.

305. Intenzita elektrického ga medzi vodimi naobr. 305v zadani ulohy smeruje dolu
a intenzita magnetického fm@ smeruje za rovinu nakresu. Poyntingov vektor sjaedoprava,
teda zdroj je Vavo.

306. V rovine impedanci@ je koeficient odrazu

_UT _7'-7,_2(2,-2))-2:2,

Ut z'+z, z(Z,+2)+2.2,

kdeZ' =ZZ,/(Z + Z,). Amplitida napatia odrazenej viny

U =put= Z(ZZ_Zl)_ZlZZU+

2(z,+2,))+ 2,2,
a amplitida napéatia postupujucej viny
U =(1+pu* =L e
z(z,+2))+2.2,
Amplitida pridu v impedanct
u* _ 27, .

2= Z(z,+2)+2.2,
a v impedanciZ,

u”_ 27 Ut
Z, Z(Z,+Z)+2Z,

Iz, =

307. Ak Z; =Z, =Z =R, potom podtla predchadzajlcej tlohy
U =-2u”* u*=-2u*
3 3
a amplitady prudov
ZLJ +
|, =1 =
z z2 3R

Ozna&me vykon postupujucej nafivej viny ako
2

+

P+ - (U )

2R

Vykon spotrebovany v impedandia vykon postupujuci po vedeni s vinovym odpo@yye rovnaky
a je dany vyrazom
\2 2
u) _4v)
P=R,=2—L = =
47727 oR 9R

P+

4
9
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Vykon odrazenej viny

\2 2
P = M = M = 1 pt
2R 18R 9
Teda 4/9-tiny vykonu zdroja viny* sa spotrebuiju v impedandi= R, 4/9-tiny vykonu postupu;j
po vedeni s vinovym odporof = R a 1/9-tina vykonu sa odrazi a postupuje’dpzdroju.
308. Ak Z; =R, Z, =Z = 2R, potom podia ulohy 306
u =0 u"=u*
Amplitady pradov vZ, aZ,
U +
1, =1 =
z z2 2R

Vykon sa deli rovnakym dielom do impedanZiaZ, s hodnotou
b)
P=Fp= 4R
Odrazeny vykon je nulovy. Zdroj pracuje do prisgieuej zéaze.
309. Ak Z = 0, potom v rovine skratu
U =-uU’
a akZ =, potom v rovine otvoreného konca vedenia
u =u’
V prvom pripade je v rovine skratu vysledna amgetinapéovej stojatej viny
U=U"+U =0

V rovine skratu je uzol nagévej stojatej viny. V druhom pripade v rovine otného konca
vedenia je amplitida nafi@vej stojatej viny

U=u*+uU-=2U"

t. j. v rovine otvoreného konca vedenia je kmitstojatej viny. Stojaté viny v skratovanom
a otvorenom vedeni su posunuté/é.

310. Pri frekvenciif = 1 000 Hz vinova impedancia kabla
R+jwlL .
Z,= /7:46 9-j14140
v jaC 19-j141

y=J(R+jal)jwC=a+ |3 =7,8.10°+[2,3.10°m™*

Konstanta Sirenia

z ¢oho konstanta Gtimu je
a =20alog e = 8,686y = 6,77.10° dB/m
fazova rychlos

vi=af=2,732.18m/s a vinova itka A=2m[3=273182m
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Straty na vinovd ttku su
o' =adA=18,5dB
Pri frekvenciif = 100 MHz jeZ, = 377,5 - j0,14Q, a = 8.10* m* = 6,97.10° dB/m,
[=2,090066 rad/mp; =2,99632.1¢ m/s,A = 2,9963 m, "' = 2,08.10" dB.

jglnb =73,65Q b) L =Z,2C = 3,63.10" H/m.
g a

312. R, = 150Q, R; = 100Q.

311.a)Z, =

313.Z,, =80Q, Z,, = 120Q, Z,3 = 240Q.

314. RieSenie Ulohy je dané vyrazmi (11.70 a,b)zprd, teda

U(I) = vast= UVSPOSW _Zvl vstSinhV l(l) = lvyst= |vsﬁ03W - (UVS[ZV)Sinhy
Vystupna impedancia

7 = UVYS‘ =7 szt_ thghﬂ

it =
e I vyst Y zZ,- szttghy

kdeZys = Uygflvst

315. Vedenie je bezstratové, takze konsStanta Sirgrigs, kde S = alc je fazova konstanta.
Vyuzitim vyrazov pre amplitidy napétia a pradu afsfch v predchadzajicom priklade dostaneme
vztahy

vast: Uys€0s8 — jZ,)\sSind 0 =Iyscos8 — j(Uys{Z))singd
RieSenim tychto rovnic dostaneme pre vystupné repwataz a hodnotu
U vst
=L =64,72V
WSt cosA

316. RieSenim telegrafnych rovnic s uvazenim| 2g= 0 dostaneme pre amplitidy napétia
a pradu hodnoty

Un(l) = Uyscosd = 401,5V Im(1) = j(Uws{Z))sind = j1,486 A
kde =2 = 0,0209 rad/m.
317. Vedenie je na konci otvorené, telda, = 0. Amplitida pridu vo vzdialenostiod konca
vedenia je

U..
Im :- VySt .
(2) j—zv sinfz

kde 8= 2rWA = 0,314 rad/m. Pre=1 =2 mjel, (I) = 0,5 A, teda

U..
Z,=—>sinA =235 Q
(1)

Amplitida prddu v maxime pradovej stojatej viny je

U..
| max = ZVVS‘ =085A
\
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318. a) VInova dzkaA =c/f = 2 m,A = 2ri/A = 0,751 rad. Vstupna impedancia
Zv§/st+jz\lg:8| —
"2, +iZ o

b) Nap#&ova a pridova stojata vina su znazorneneéhmaR318

Ly =

50 cm 25cm

50 V

35,35V

88,39 mA

0mA

Obr. R318

c¢) Na vstupe vedenia je kniit nap#ovej stojatej viny a uzol pradovej stojatej vidys(= 0).
Amplitida napatia na vystupe

Uyysi = Uys€0s8 = —-35,35V
a amplitdda pradu na vystupe
lyst= —j(Uvs(Z)sinA = —j88,39 mA
Amplitdda pridu v maxime prudovej stojatej viny
Imax = —JUvs{Zy = =125 MA

319. Vinova dzka na vedeni jel = v/f = 1,9 m a peet vinovych dzok pozdz vedenia
I/A = 1,184. Fazovéa konStanfe= 214 = 3,307 rad/m, fazovy uhol vstupnych véli A = 7,44 rad.
Vstupna impedancia vedenia

Zvy'/st"'jz\lglgl
! Zv + jZ\,ySIgﬂI

Koeficient odrazu na vystupe

Z = =26,23-j3573 = 443377 g

Bugst = Zus™ 2y o 450+ {0,237 = 0,51 783"
ZmiZy O : ,
a na vstupe
Pust = Zust =Ly _ -0,134 —j0,499 = 0,517&50%
ZVSt + ZV

Pomer stojatej viny (PSV) na vedeni

_18 gy

1-1d

r
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Komplexna amplitida vstupného pradu
| st - Y -117+0631 A=1,3268% A
Zg + szt
a vstupného napatia .
Uyst = lysyvst = 53,2 —j25,2V = 58,90@5’33 V

Komplexna amplitida vystupného pridu
lyst= lvs€OSA — j(UysfZ,)sind = 0,052 — j0,631 A = 0,6358 %7 A
a vystupného napatia
Uygst= Uys€COSA — jZ1\sSiNA = 53,20 — 69,05 V = 87,138 3% V =Z gl \yer
Vstupny a vystupny vykon

1 1

2 2
P I?IS[: PV)'/SIZE‘I vsk R\/sFE‘I WL Rvys'_f 23,16W

—>|

87,13V

1,33A

58,90 V

0,63 A

~

28,48V

225m

Obr. R319

V miniméach a maximach stojatyclirvpre prenasany vykon plati

1 1

P= EumaxI min— EU mir’ max
Ak uvazime, ze

U U

I max — I’ZV a I

min

potom mozno napiga

/ZP /ZP
lmax == =162 A lpin=.—==052A
max Zv min I’ZV S

U =1Z ) min=89 44V U, =%lmax 5548y

min —
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Prvé napéové maximum (pradové minimum) sa od konca vedeaihadza vo vzdialenosti
Xo, pre ktoru plati

Zygst+1Z39P%0 _ Zinay -
Zv + jzvysltglgxo Zv
pretozeZ,.=rZ,. RieSenim tejto rovnice prg dostaneme
Xo=7,2Ccm

Vyuzitim tejto hodnoty a skutmosti, Zed = 1,9 m mozno graficky znézotmpridovd a napg@va
stojatt vinu pozi¥ vedenia (pozobr. R319.

320. Konstanta $irenia na danom vedent a =+ RG = 9,11.10° km™ a charakteristicky
odpor vedeniaZ, =v R/ G =5 865Q. Utlm celého vedenial = 1,09, kdd = 120 km je irzka
vedenia. Medzi vstupnymi a vystupnymi w@liami platia vZahy

Uyyst = Uyscoshal — I sZ,sinhal = 0 lwyst=lvs€oshal — (Uys{Z,) sinhat
RieSenim rovnic preg alysdostaneme
lyst = Uyst =513mA Ivyst:%:alo mA
Z,tghal Z,sinhal

Vstupny odpor vedenia

Z,q = D58 = 7 tghal = 46740

I vst

321. a) Fazova rychlasviny na vedenb; = aJf = 288 219 km/s £ = 2,18.107 rad/km)
a vinova dzka A = v;/f = 288,219 km.
b) Vzhradom na to, Ze £az tvori impedancia rovna vinovej impedancii vedepiati

Zysi=Zys=2Z, = 615 - 780

takZze amplitida vstupného pradu

=Yust = 8,00 + 1,015 mA = 8,062 mA

vst

l vst

a vstupny vykon
1 2
vat = 5“ vsJ Rvst= 20W

Amplitida pradu na vystupe vedenia
lyyst=lvs€* = 3,87867 mA = 1,487 +j3,582 mA
a napatie na vystupe vedenia
Ugst= Zugsl vyt = 2,4048%%% V = 1,194 + 2,087 V
Vystupny vykon
2
P =] Rys= P& =4,62mwW

vyst = 5 ‘ vys‘
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322. VInovy odpor vedenia

21-D

Z,=120In =504Q

Vstupna reaktancia 35-metrového vedenia:
a) na konci skratovaného

. 2 . .
2, =249 d =[15610 = X,
b) na konci otvoreného
2 =-iZ, ctg%d =-j1630
Vstupna reaktancia 16-metrového vedenia
c¢) na konci skratovanétfys = —j1071Q,

d) na konci otvorenéhd, s = j237Q.
V pripade a) vedenie predstavuje ekvivalentn( iddo&’

L :h =41pH
211IC

v pripade b) ekvivalentni kapacitu

C= A =163pF
2TCX

v pripade cC = 25 pF,
v pripade d. = 6,3 pH.

323. Paralelné spojenie bezstratového, na konci skaraéo vedenia so vstupnou susceptantigy
a kondenzatora so susceptanciégl = joC bude predstavovaparalelny rezonamy obvod
(rezonator), ak:

a) vstupna susceptancia vedeYijg bude mé induktivny charakter, teda

.1 7
Yyeq = —J—ctg—1I
ved J Zv g c
b) celkova vysledna susceptancia bude nulova, teda

Yo+ Yiea=0
Musi teda plati

jaC — jictggl =0
Z, ~c
z ¢oho Hadana {¥ka vedenia je

c 1
| =—arctg——— =552 cm
w aCZ,
324. V LC-obvode hodnota kapacity kondenzator&je 1/(w§ L) = 50 pF. Fazova konstanta
kabla pri frekvenciiwje dana vyrazom
7
B=—=w,L,C, =aZ,C,
Ug

Vstupnd susceptancia kabla (na druhom konci otérenje
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jlop jtg(cuzvcvd)

Y., =
vst Zv Zv

Po pripojeni kabla k rezonamému obvodu bude rmaely systém novi rezonami frekvenciu
ay', ktord mozno ziskaz podmienky nulovej vyslednej susceptancie systému
jtg(a]OZVCVd) 1 alebo tg(wpZ, G, d) FatC 1,

+jwpC+——=0
z, jopl z, wpl

Posledna rovnica prey' je transcendentnd a mozno ju riegiaficky. Ak uvazime, ze v danom

pripade mozno &@kava «y'Z,C.d « 1, potom priblizne plati tg¢'2,Cd) = ay'Z,Cd, a teda
rovnicu mozno prepigado tvaru

1
w,C, d+w,C-———=0
0Cy 0 woL
z ¢oho

Wl = . 812916 rad/s alebo fg = % =1,294MHz

Jc+cd

325. Ozn&me Z,, = 70Q impedanciu dipoluZ,ys= 300Q vinovl impedanciu zvodu. Vinova
impedancia St¥wwinového vedenia

Z, = \|ZysZugn=145Q ajeho drka d :%: 1,21m

326. a)Z, = Z,, Z, = », Z3 = Z,. Cely vykon postupuje do gadze Z, .

b)Z; =, Z,=2,, Z3 = Z,. Cely vykon postupuje do gdze 7}, .

c¢) Ak su obidva spirt zapnuté, potord;, =2, Z, =2, Z3 = Z,/2.

Koeficient odrazu v rovineAA' je p=—1/3, 1/9-ina vykonu sa v danej rovine odraza’ &pi
zdroju a do kazdej jednotlivej ga@ze postupuju 4/9-iny vykonu.

Ak su obidva sping rozopnuté, potord; = Z, = Zz = . Vykon do z#lazi nepostupuje,
medzi rovinami spin@v je nap#ova stojata vina s uzlami v rovinach sgioa
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