DODATOK |
STRUCNY PREHLAD VEKTOROVEJ ANALYZY

1 Scéitavanie vektorov a nasobenie vektora skalarom

Vektor A je fyzikalna veléina, ktora ma udanu Vkos’ (modul, absoldtnu hodnotu)
A a smer. Mozno ho vyjadrnapriklad v zlozkach pozdosi kartézskeho suradnicového
systémuyx, y, z

A=A +Aj+Ak

kdei, j, k su jednotkové vektory s modulom 1 v smere sUradyieh osi (pozri Dodatok I1).
Vektory mozno &itava’. Stet dvoch vektorow aB je vektor

C=A+B=(A+Byi + (At By)j + (A, + Bk
Pre gitavanie vektorov plati komutativny zakon

A+B=B+A
a asociativny zakon
(A+B)+C=A+ (B +C)
Vzdy plati
CA+BO<A+B
Rozdiel dvoch vektorov
A-B=A+(B)

je vektor, ktory sa rovna &tu vektoraA s vektorom B (vektor s rovnakym modulom
akoB, ale opaného smeru).

S&in skaldraa s vektoromA je vektor, ktorého modul jelalJA a smer je suhlasny
so smerom vektorA ak a > 0, alebo op&ny smeruA, aka < 0.

2 Nasobenie vektorov

Su definované dva 8&iiny vektorov:
a) Skalarny s&in dvoch vektorov A.B — je skalar s hodnotoABcosg, kde ¢ je
uhol, ktory vektoryA aB zvieraju, teda

A.B = ABcosp

Skalarny stin dvoch navzajom kolmych vektorow (= 172) sa rovna nule. Skalarny
sin dvoch paralelnych, resp. antiparalelnych vekidgh= 0, 1)

A.B=*AB

Pre skalarny giin vektorov plati komutativny zadkon a distributivagkon, t. j.
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AB=B.A
(A+B).C=A.C+B.C
avSak neplati asociativny zakon, pretoze
A(B.C) # (A.B)C
Pre jednotkové vektory pravouhlého sdradnicovélstésyu platia vyrazy
ij=ji=ik=ki=jk=kj=0
ii=jj=kk=1
Skalarny stin vektorov v zloZzkach pravouhlych stradnic
A.B=AB,+AB,+AB,
Ak A =B, potom
A A=A =AZ+A+A}
b) Vektorovy siin dvoch vektorov A x B je vektor, ktorého modul je
OA x BOO=AB sing

(@ je uhol medzi vektormh aB) a smer vektord x B je taky, Ze vektorA, B aA x B
tvoria pravotdivy suradnicovy systém. Vektorovy & dvoch paralelnych vektorov
(¢ = 0,1 sa rovna nule. Vektorovy &t dvoch navzajom kolmych vektoroy € 172)
je vektor s modulonAB.
Pre vektorovy stin dvoch vektorov plati distributivny zakon, t. j.
(A+B)xC=AxC+BxC
avSak neplati komutativny zakon. Plati antikomuigtizakon, t. j.
AxB=-BxA
a neplati ani asociativny zakon, pretoze
Ax(BxC)z(AxB)xC
Vektorové sdiny jednotkovych vektoroy, j, k su
ixi:jxj:kxk:O
ixj=k jxk=i kxi=j
jxi=—k kxj=—i i xk=—j

Vektorovy s@in dvoch vektorov v zlozkach pravouhlého stradnédmysystému
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i i k
AxB=|A A A =(AB,—AB)i + (AB«—AB,)] + (ABy —ABIk
B, B, B
Dvojnasobny vektorovy sin A x (B x C) je vektor koplanarny s vektornd a C,

a je dany vyrazom
Ax (B xC)=B(A.C) —C(A.B)

ZmieSany vektorovy sin
A.BxC)=B.(CxA)=C.(AxB)

je skalar, ktorého o’ sa rovna objemu rovnobeznostendeného vektormid, B
aC. V zlozkach pravouhlého stradnicového systému

A A A
A(BxC)=|B, B, B
C. G G,

Dalej platia vzahy

(A x B).(C x D) = (A.C)(B.D) — (A.D)(B.C)
(A x B) x (C x D) = [A.(B x D)]C — [A.(B x C)]D = [A.(C x D)]B — [B.(C x D)]A

DODATOK Il
SURADNICOVE SYSTEMY

1 Dvojrozmerné suradnicové systémy

Na ugenie polohy bodu v rovine treba z#ddve ¢isla (sdradnice), pfom spdsob
zadania polohy (suradnic) zavisi od povahy problénmkiorom bod vystupuje. Na tento
Ucel slizia suradnicové systémy, ktoré musidl maalanyzaciatok, smer (+/=) stradnicovych
osi amierku (Skalu). NafastejSie pouzivané suradnicové systémy v rovine su:

— pravouhly (kartézsky) systémx, y

— polarny systém suradnicp, ¢.

1.1 Pravouhly (kartézsky) dvojrozmerny systém stura  dnic

Pravouhly systém stradnic v rovine je sUstava dwaaizéjom pravouhlych (ortogonalnych)
osi podra obr. I. Zatiatkom (p6lom alebo nulovym bodom) O je pries&nik osi.
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Vzdialenosti na horizontalnej osi sa zadavaju htaimotx vzifadom na z&atok, na
vertikalnej osity od z&iatku. Poloha bod® v rovine je potom wiena dvojicowiselx,
y, ¢0 ozn&ujemeP(X, ).

Vzdialenos OP boduP(x, y) od z&iatku O je dana Pytagorovou vetou:

OP=4/ X+

Vzdialenos d medzi dvoma bodni®;(xy, y1) a Pa(X,, V2):

d=RB =y~ %2 +( Y- ¥

Y-o0s
A
OR
YT -__‘x;____ P (x4¥y)
X2 >:<1 >
. 0 X-0s
R A
: I PP
-1y, 172
P(%.y2)

Obr. |

1.2 Systém poléarnych sdradnic

Polarne suradnice sa pouzivaji pri analyze problésncstredovou symetriou v rovine.
Poloha boddP sa zadava (pozabr. 11):

1) vzdialenosg’ou (polomerom aleboidkou polohového vektorap = OP,

___2)smerovym uhlom(polarny uhol, uhlova stradnica alebo argumgmtjedzi spojnicou
OP a polarnou osou. Polarny uhgl je kladny pri otdani proti smeru hodinovych
ruciciek a zaporny pri oté@ani v smere pohybovych didiek. Pretoze uhol sa v rovine
v oblikovej miere opakuje po hodnotaah BagastejSie sa pri jeho zadavani obmedzujeme
na interval hodnét & ¢ < 2t alebo v stupiovej miere 0< ¢ < 36C. Nazyvame ich
hlavné hodnoty.

PP, ®,)
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Vzdialenos d dvoch bodow, (o, ¢1) aP.(o, ¢.) v polarnych sdradniciach

d =+ + 05~ 20,0, 08 ,~ 4. )

je dana kosinusovou vetou.

1.3 Konverzie v dvojrozmernych suradnicovych systé moch

Prechod od polarnych suradnjg, @) k pravouhlym siradnicianx(y) sa vykona
pomocou vEahov

X = r cosg y=r sing

a prechod od pravouhlych suradnicy) k polarnym p, ¢) je dany vZahmi

r=yx2+y? ¢=arctg%

2 Trojrozmerné suradnicové systémy

Trojrozmerné suradnicové systémy sa pouZzivaji éenig polohy bodu v priestore.
Pod’a povahy problému mozno potifiiektory z nasledovnych rigstejSie pouzivanych
suradnicovych systémov:

— pravouhly (kartézsky) systémx, y, z

— cylindricky (valcovy) systémp, ¢, z

— sféricky (gulovy) systénr, J, ¢.

Kazdy zo systémov musi tharceny zatiatok 0 (pre cylindricky systém je Ziatkom
bod na osk), smer (+/-) amierka.

2.1 Pravouhly trojrozmerny systém suradnic
Tento systém predstavuje tri navzdjom ortogondpravouhlé) siradnice, ktoré

nazyvame 0%, osy a 0sz (pozriobr. III).
Vzdialenos boduP(x, y, 2) od z&iatku O

&):1,)(2+ y2+ Z2

NajkratSiavzdialenog’ d medzi dvoma bodn®(xy, Y1, 1) aPa(Xo, Vo, 25)

d=RR=y(x- %?*+(y- ¥ +(z- ?°

Jednotkové vektory v poradi- j — k tvoria pravotgivy systéem.
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Obr. 1

2.2 Cylindricky systém suradnic

Cylindrické suradnice sa pouzivaju v problémocls@vou (cylindrickou) symetriou
a rot&nou symetriou.

Poloha bodu v cylindrickom systéme je dana suramic(o, ¢, z), kde z je
cylindrick& os,pje kolma vzdialenasboduP od osiz (pozor — nie od zg@atku na osi)
a ¢ je azimutalny uhol medzi referémou rovinou prechadzajicou osawa rovinou
v ktorej lezi bodP (pozriobr. 1V). Definiéné oblasti:

prepje p=0
preg je 0< ¢ < 21t
prez je -0 < z < +oo
0 .
[0} o y
p cosp
”x psing
Obr. IV

Prez = 0 prechadza cylindricky systém na systém polkrrsdradnic. Jednotkové
vektory v poradg, — €5 — €, tvoria pravotdivy systém.
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2.3 Sféricky systém suradnic

Sférické suradnice sa pouzivaju pri problémochred@vou symetriou, napr. v geografii,
pri opise dipélovych poli, v kvantovej mechaniké guise energetickych stavov atémov
ap.

Bod P v sférickych suradniciach je dany trojictigel ¢, &, ¢) naobr. V, kde

r je vzdialenog’ boduP od z&iatku 0 a ma hodnoty= 0,

9 je polarny uhol (geograficka fFkova stradnica) medzi polarnou osou (napr. @sou
a smerom vektora Nadobuda hodnoty z intervalus0Z < 1t

@ je azimutalny uhol (geograficka Sirkova suradnica v rovnikovej royineedzi
priemetom vektora do roviny kolmej na polarnu os (rwdor. V 0s2) a zvolenou osou
v tejto rovine (napr. 0s). Uhol ¢ nadobuda hodnoty z intervalu0p < 21t

Jednotkové vektory v poradi — es — e, tvoria pravotgivy systém.

2.4 Konverzie medzi trojrozmernymi
suradnicovymi systémami

Prechod cylindrickych stradnip,(@, Z) na kartézske stradnice, §, 20 umoziuju
vztahy

X = pCcosg y=psing z= 2

Prechod kartézskych siradnic ¥, z) na cylindrické suradniceo( ¢, Z) umoziuju
vztahy

X
r=yx2+y? ¢ = arccos ——— = arctd. 7=z
[+ V2 X

Prechod sférickych suradnic, (3, ¢) na kartézske suradnice, (y, 2 umoziuji
vztahy
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X = rsind cosp O<¢g<2n
y = rsindg sing 0<d
z=rcosd

Prechod kartézskych suradnic ¢, 2) na sférické sdradnice,(J, ¢) umozuju

vztahy
r=yx%+y?+7° (rovnicaguwovej plochy)

- X P y -y
COSp = ——— sing =——— tgg ==+
/x2+y2 /x2+y2 X
COS«?ZE: z
r

[X2+y2+22

Prechod sférickych saradnic ¢, ¢) na cylindrické suradniceo( ¢’, Z) umoziuju
vztahy

p=rsing
p'=¢ Osg<2m
Z=rcos? 0<d<sm

Prechod cylindrickych saradni@,(¢’, 2) na sférické suradnice,(J, ¢) umoiuju
vztahy

0

r=+p +z g = arctg— g=¢'
z
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Taburlka 22

Diferencialne operacie so skalarnymi a vektorovympoliami

Gradient (grady:

Pravouhlé suradnice (X, y, z) Cylindrické saradnice (rg, z)

ov ov ov ov 1oV ov

radV =—Xg+— Yo +—2 V=——ry+=—@, +—
J ox 0 gy Y0 Tz grad/ =g fo*  ag ot 5 %0

Sférické suradnice (&, @)

oV 1oV 1 v
rad =—ryg+——9, + —
g o % rad8 ° rsind a¢¢°

Divergencia (div)E:

Pravouhlé suradnice (X, y, z) Cylindrické saradnice (rg, z)

oE oE
diVE:ai+—y+a£ divE:Ei(rEr)+E_¢+E
0X oy 0z ror r o¢ 0z

Sférické suradnice (&, @)

i(sinz? Es)+

1 1 0
rsing 04

. 10,
divE =——(r?E, |+ —— "E
2ar( r) rsind og *

r

Rotacia (rot):

Pravouhlé suradnice (x, Y, z)

Xo
0E O0E
rotk = E__y Xo + E_E Yo + _y—ai Zo:i i i
oy 0z 0z  0X ox oy ox o0y 0z
E, E

Cylindrické suradnice (rg, z)

rgo 2o

)
OE orE
rotk = E_GEZ - ro + OF, _OE, ¢0+1 Sy & Zozli o 9
r o¢ 0z 0z or r{ or ¢ rjor o0¢ 0z
E, rE, E,

Sférické suradnice (&, @)

dsindE orE
rotE = 1 —Sm ¢ —ah o +£ __1 ai - ' ¢ 190 +£ arE& —ai ¢0 =
rsind 08 g r|sing o¢ or r\ or 05

ro Iy rsindg,
1 0 2 o
r2singlor 08 ¢
E, TrEy, rsindE,
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Tabulka 23: Laplaceov operator

Pravouhlé suradnicéx, vy, 2

2 2 2
A: DD :a_+a_+a_
ox2  ay? 072

Cylindrické suradnicédr, ¢, 2

Sférické suradnice (&9, @)

_10(,0 1 9(. .0 1 9?
A=——|r2 = |+—— —|sind— |[+————— ——
2 r2sing 09 04) r?sin’3 0¢?

NIEKOLKO LITERARNYCH PRAME NOV K PREDMETU
"ELEKTROMAGNETIZMUS"

O elektromagnetizme bolo napisanycimevela vynikajacich diel. Medzi prvé,
ktorych Urové zodpoveda dneSnym teoretickym predstavam patrindidova monografia
"Treatise on Electricity and Magnetism" (Pojednanie o elektrine a magnetizme) prvy
raz vydana v roku 1873. Jej tretie vydanie vySlowzoku 1891 (3d ed., Oxford
University Press, 1891; reprint ed., Dover, New kr&054) a posledné v jini 1998 vo
vydavatéstve Oxford University Press. Maxwell v nej na adkl Ampérovych a Faradayovych
experimentalnych poznatkov predlozil jednotnu tadelektromagnetizmu ditane
svetelnych javov.

Nepokladam zadelné predkladatu rozsiahly zoznamdéebnic, ktoré boli napisané
potom, a ktoré sa dnes léazko obstaravaju, nemdzem vSak nespothasfidi niektoré,
ktoré si zasluhuji mimoriadnu pozorti@gsobdiv. S to napriklad:

1. Stratton, J.: "Electromagnetic Theory", McGraw — Hill Book Co., Inc., New York
1941 — existujéesky preklad z roku 1961,

2. Sommerfeld, A.: "Elektrodynamik" , Akademische Verlagsgessellschaft Geest &
Portig K.-G., Leipzig 1949,

3. Tamm, I. J.: "Osnovy teoriji elektri ¢estva”, GITTL, Moskva 1957,

4. Jackson, J. D.: "Classical Electrodynamics; J. Wiley and Sons, Inc. New York,
London 1962.

V roku 1961 vznikla na Univerzite v Berkley v Kalihii, USA Specialna komisia
zlozen& z renomovanych vedcov a pedagdgov, ajdiogitNobelovej ceny za fyziku,
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ktoré dostala za Ulohu koordinaverorbu novych modernychiabnic zakladného kurzu
fyziky, ktoré by odrazali vtedajSi stav fyzikalnygoznatkov a pokroky v technike.
Druhy, uz spominany diel tohto felneho kurzu je venovany elektromagnetizmu
a vysSiel v roku 1965. Je to kniha:

5. Purcell, E. M.: "Electricity and Magnetism", Berkley Physics Course, Vol. 2,
McGraw Hill Book Comp., New York 1965.

"Berkleysky kurz" je jedno z najdokonalejSich didlyzikalnej webnicovej tvorby. Je
napisany na vysokej odbornej Urovni a s takym paegiagym majstrovstvom, ze ho mbze
ditat’ kazdy, kto méa aspopriemernd matematickd pripravu zodpovedajlcu gyiairze]
arovni. S nim mozno porovnavaba d’alej citované a tiez uz spominanéelnice
Richarda P. Feynmana. Edward Mills Purcell, auteedenej webnice, dostal spolu
s Felixom Blochom v roku 1952 Nobelovu cenu za ujsk vo vysokofrekvetne;
spektroskopii (jadrova magneticka rezonancia).

V slasnosti okrem tejto knihy existuji u nas pomerrgamee vydania osvédnych
ucebnic, na ktoré su Studenti @byne odkazovani. S to napriklad knihy:

6. Feynman,R. P., Leighton, R. B., Sands, M.: "Feynmanove predn&¥ z fyziky 3",
Alfa Bratislava 1988

7. Sedlak, B., Stoll, J.: "Elekttina a magnetismus’, Academia Praha Vydavatelstvi
Karolinum 1993

8. Ci¢manec, P.: "V3eobecna fyzika 2 — Elektrina a magnimus", Vydavatéstvo
UK Bratislava 2002

Dufajme, Ze aj dielo, na konci ktorého ste sa praeidi, Vam pomohlo odhafi
a pochopt niektoré taje sveta, v ktorom zijeme a ktorého semeddeliténou s@éag’ou.
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