2 ELEKTROSTATIKA NABOJOV VO VAKUU

2.1 SILOVE POSOBENIE NABOJOV. COULOMBOV ZAKON

Pri Stadiu elektromagnetickych javov je otazkouazkeho vyznamu silové pdsobenie
medzi elektrickymi nabojmi. Toto silové pbsobeni y skuténosti vémi zlozité,
pretoze zavisi od mnozstva a pohybového stavu ogpktoré su v interakcii, a aj od
rozloZenia nabojov v priestore. Jednoduchy je ibad silového pésobenia dvoch
bodovych nabojov (napr. nabitych elementarnyagtic), ktoré st vo zvolenom suradnicovom
systéme v pokoji a sU umiestnené v istej vzajonwejialenosti. Takyto systém
nezodpoveda realnej situacii, pretoze naboje vjpsaw prirode nevyskytuju. Ak hovorime
o nabojoch v pokoji, olifajne mame na mysli Vky Statisticky stbor elementarnych
nabojov, ktoré sice v nejakom objeme mdézu vykotidiktuatny tepelny pohyb, ale
ich patet v danom objeme sa nemeni (napr. naboj na nahitéike).

Silové pbsobenie medzi dvoma bodovymi nabojmi skidmaolovici 18. stordia
francuzsky tenec Charles Augustin de Coulomb. Coulomb vykonmazstvo experimentov
na zariadeni nazyvanom torzné vahy, na ktorych wédoaboje boli modelované
kovovymi nabitymi glib¢ckami. Z jeho merani vyplynula skéiood’, Ze bodové naboje
(nabité glidcky) pbsobia na seba silou, ktora je Uumerndirgll ndbojov a nepriamo
umerna Stvorcu ich vzdialenosti. Sila je odpudia#,su naboje rovnakého znamienka
a priazliva, ak su znamienka afpeeho, a posobi poizispojnice nabojov. Silové pdsobenie
spina treti Newtonov zakon, t. j. pdsobiace sily nangtivé naboje su v absoldtnej
hodnote rovnaké bez Bddu na vikos jednotlivych nadbojov. Tieto experimentalne
zistené skuttnosti mozno vyjadtiv nasledovnej matematickej formul&cii

!
F= kr—; (2.1)

kde F je sila pésobiaca medzi nabojn, a g, su vékosti ndbojov,r je vzdialenos
nabojov ak je rozmerova konStanta, ktora zavisi od vybertasgisednotiek. V sustave
fyzikalnych jednotiek Sl (Systéme Internationdldités) je jej¢iselna hodnota

k = 8,987551786.1kg.nt.s* A2 (2.2)

Hodnota konStantk vyplynie zd’alSich naSich Gvah. Z dévodov racionalizaci€ahpv
v elektrodynamike je vhodnejSie konStahtpisa’ v tvare

1
amne,

(2.3)
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kde & je univerzalna prirodna konstanta suvisiaca slogébu svetla vo vakuu a nazyva
saelektrickd konStanta (starSi ndzopermitivita vakua). Jej¢iselnd hodnota je

& = 8,854187818.10"2 F.m™* (2.4)

Sila je ale vektorova veilina, a preto vyraz préu musi obsahovaaj informaciu
0 smere jej pdsobenia. Ak je nalipjvo vektorovej vzdialenosti, od nabojag, (pozri
obr. 2.1), potom silaF;, pdsobiaca na nabaj; od nabojaq, (ndboje su zadané
s prislusnym znamienkom) jedena vektorovym wahom

1 g9
F,=———*=r 2.5
S 2 12 (2.5)
a; a4
F © 0 © '
21 M2 M2 Fi2
Obr. 2.1

kder,, je absolutna vzdialenb®abojov. Ak zavedieme jednotkovy vektgb =1, /1,5,
potom vyraz pre silu mozno napisatvare

1 g% .o
F,= —£, 2.6a
12 4me, rlzz 12 ( )

Existuje eSte jeden spdsob zéapisu Coulombovho zgkpn ktorom sa polohy
nabojovq; a g, zadaju polohovymi vektormi; ar, vzhfadom na nejaky referény
bod 0 ako nabr. 2.2.V takom pripade

o =T~ Ty r12:|r1—rj,

takze vyraz (2.6a) mozno prepisa tvar

Fo=—t % n7fh_ 1 %1 ~12) (2.6b)
4ne, |rl—r2|2 r—ro| AT |lf1‘|fz|3

Posledny vyraz je najvSeobecnejSim matematickyradrgnim Coulombovho zakona,
ale aj najzlozitejSim, a preto ho budeme vyuziba vynima@ne.

Platnog zakona o silovom pdsobeni bodovych nabojov ové@ealomb prostriedkami,
ktoré mal v jeho dobe k dispozicii. NaSa doveraltvému zakonu sa vSak neméze
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zaklad® na experimentoch, pri ktorych jazko meréd sily s presnad®u va&Sou ako
niekd’ko percent. Takéto merania nas nemoézu pregieek zavislossily od vzdialenosti je
skutaine kvadraticka, teda Ze moctitee 2 a nie napr. 2,001. Neskdr uvidime, Ze
platnog’ Coulombovho zakona mozno dokézspriamo experimentmi, pba ktorych
mocnite’ r sa rovna 2 s presnmi lepSou ako +2.18

a, a,
F,, rf ) Fiz
r, r,
0
Obr. 2.2

Coulombov zakon ako zakladny experimentalny zakektm®statiky sa ukazuje ako
mimoriadne vhodnym na stanovenie jednotkového nimaZslektrického naboja.
Skutane, ak vo v#ahu (2.1) polozimé& = 1, potom za jednotkové mdzeme vyhldaké
dve mnozstva elektrického naboja, ktoré v jednatkovzdialenosti pdsobia na seba
jednotkovou silou. Tak bola &¢ena jednotka mnozstva elektrického néboja v slstave
jednotiek CGS (Gaussovej sUstave), ktord sa dnesxi nepouziva, v ktorej jednotka
naboja, a nasledne jednotka elektrického pradu, jeiezadkladnou, ale odvodenou
jednotkou. Ké&’Zze meranie sily medzi nabojmi (#i¢kami) je obtiazne a Zazené znmou
chybou, je v sustave fyzikalnych jednotiek SI jetaonaboja urena inym spésobom.
V Sl sustave je zakladnou elektrickou jednotkowngalla elektrického pradampér (A),
ktory dokdZzeme pohodine mérao silovych dinkov medzi prddmi. Ké&ze elektricky
prudl je definovany ako mnozstvo elektrického natmpjktoré prejde prierezom vadi za
jednotku¢asut, tedal = g/t, mozno jednotkovy naboj definavako mnozstvo naboja,
ktoré pri prade 1 A pretge prierezom vodia za jednu sekundu (s). Toto jednotkové
mnoZstvo naboja sa nazyeaulomb (C). Teda 1 C =1 A 1s = 1 A.s. Teraz je jasny
pbévod hodnoty konstanty(2.2) vo vZahu (2.1). Dva bodové naboje, kazdykasti 1 C,
umiestnené vo vzajomnej vzdialenosti 1 m pdsobissetza obrovskou silou, ktora sa
¢iselne (v newtonoch) rovna hodnote konsténtjanej vyjadrenim (2.2).

Ciselna hodnota konstanty alebo & sa vSak stanovuje inym spdsobom.
V elektromagnetizme sa popri konStamstezavadza eSte jedna univerzalna konsStanta
pola, a tomagnetickd konStantay, (stary ndzoypermeabilita vakua). Jej hodnota

Lo = 4107 H/m (2.7)

je dana definitoricky. Obidve konStanty ljosuvisia s rychla®u c svetla vo vakuu
vztahom
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ktory plynie z vinovych rovnic elektromagnetickéara. Z toho elektricka konStanta

=c (2.8)

1

FhoC’

€= (2.9)

s ¢iselnou hodnotou danou vyjadrenim (2.4). Presno&enia & je dana presndsu,
s ktorou je v séasnosti znama rychlésvetla vo vakuu (pozri odsek 11.7).

Ak je vo vzajomnom silovom pdsobeni nabojov, potom sileF; pésobiaca na
vybranyi-ty ndboj podia principu superpozicie je dana vyrazom

n
Fi=FytFot  +Ra+R gt 4B =) K (j#0)
j=1

Skladanie sil od niekttych nabojov rovnakého znamienka a rovnakej absejut
hodnoty je v proporcionalnej mierke znazornenélma 2.3.

Obr. 2.3

Jedna z uz uvedenych vlastnosti elektrickych nabajwori o ich vazbe na materialne
objekty, t. j. Ze ndboje su vzdy viazané na istdneintarn€astice. Medztasticami ako
nositémi elementarnych nébojov pdsobia okrem elektrickgghgravit@éné sily. Je
otazka, akou mierou sa poti#gi gravit&né sily v porovnani s elektrickymi silami na
vzajomnom silovom pésobeni dvoch elementarnyadtic. Ako priklad mozno posiidi
silové pobsobenie medzi protonom a elektronom v gdarmlialenosti, napriklad
v klasickom atéme vodika. Medzi uvedeny¥assticami pdsobi piéazliva sila, ktora je
vysledkom superpozicie fazlivej elektrickej sily medzi dvoma nesuthlasnytengentarnymi
nabojmi a gravittnej priazlivej sily medzi hmotnaami proténu a elektrénu. Ak
uvazime, Ze hmotnésprotonum, = 1,67.10°" kg, hmotnosg elektronum, = 9,11.10*" kg,

elementarny nabog = 1,602.10" C, gravit&na konstantax = 6,67.10" m>kg™.s?
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a elektrickd konstanta pa & = 8,854.10" F.m*, potom pomer elektricke] silyF,
a gravité&nej Fgy je

e2

— = =22710°m
ATE Gk, M,

Fe _
Fq

Tento priklad sved o tom, Ze elektricka sila medzi nabitymi elememyani
dasticami je mnohokrat ¢&ia ako pifazlivd sila medzi hmotndami ¢astic, a preto
gravitatné pdsobenie medzi elementarnytasticami mozno vzdy zanedbaJvedeny
priklad potvrdzuje eSte jednu skéog’, Ze sily, ktoré drzia atbmy pohromade, su sily
elektrického pdvodu. V tejto savislosti je namiestazka,co drzi pohromade atomové
jadra? Tie pozostavaju z neutrénov a protonov azim@otonmi pdsobia silné elektrické
odpudivé sily. Je zrejmé, Ze ak sa pathkom takejto sily atbmové jadra nerozletia,
musia medzi ich stavebnymi katimai pésobi’ esSte iné priazlivé sily, ktoré musia hy
silnejSie nez odpudivé sily proténov. Tymito silagdijadrové sily, sily kratkeho dosahu,
ovela vasie ako gravittné a elektrické sily, ktoré so vzdialetios vd'mi rychlo
klesaju. Jadrové sily si zodpovedné za konzistematabilitu atdmovych jadieE.ahké
jadra, ktoré obsahuju rovnaky d@b protdnov a neutrénov, su relativne stabilndakkych
jadier je stabilita zaistend &&im p@&tom neutronov, ktoré zmenSuju odpudivd silu
proténov tym, Ze "zriduju" protony v jadre. Stabilit#azkych jadier je vSak vratka.
Verlmi tazké jadra s atomovyrislom va@&Sim ako 83 su nestabilné a pri sebemensSej
excitacii sa rozpadaju. Sily medzi nukleénmi (protd a neutrénmi) v jadrach atomov
susilné interakcie, zatid’ ¢o sily medzi jadrom a elektronmi v atome, pripasdite medzi
atémami v molekulach a v krystaloch patria metdlektromagnetické interakcie

Vo svete, ktory nas obklopuje, je elektrické silgp@sobenie pdé Coulombovho
zakona jedno z najdélezitejSich. Je zodpovednéxizteaciu atobmov, ale aj molekdl,
teda za existenciu latok tak, ako ich v prirodendoze, so vSetkymi ich mechanickymi
vlastnogami. Tieto mechanické vlastnosti su v skatusti odrazom pésobenia elektrickych
sil medzi zakladnymi stavebnymi kanmei latky. Platnos Coulombovho zakona bola
experimentalne overovand a potvrdena v Sirokomatuzsvzdialenosti od rozmerov
atémového jadra (radovo & m) aZ do vzdialenosti radovo lén a niet dévodov
pochybovd, Ze plati aj pre W&ie vzdialenosti.

Na zaklade uvedenych skdtmsti mozno Coulombov zakon povaztva jeden zo
zakladnych experimentalnych zakonov elektromagnetiz

2.2 ELEKTRICKE POLE. INTENZITA ELEKTRICKEHO PO LA

Vypocet silového pdsobenia medzi bodovymi nabojmi jegelichy, ak ide o interakciu
dvoch nabojov. V systéme viacerych nabojov potordnmavyuzi’ princip superpozicie, ale
Uloha sa stava zlozitejSou. ESte zlozitejSou jehalloak na bodovy naboj podsobi
rozloZenie nabojov, ktoré mézeme povazbza spojité. Je zrejmé, Ze priamy vypbje
znane $azeny, alebo aj nemozny. Uvazujme eSte raz systéotovych nabojog, op,
..., On, ktoré silovo posobia na vybrany nalspj Sila F; pésobiaca na nabgj je pod'a
Coulombovho zakona a principu superpozicie

25



5=§:ﬁ (j#i) (2.10)
kde

_ 1 qq _ 1 g ..
F.=— J ¢y . =q | — . Zi 2.11
I 411, rj? ! q‘[4ﬂ£o rj? "] (1#1) ( )

je sila, ktoroui-ty naboj pésobi nty naboj. Vysledna sila pdsobiaca jagy naboj je
teda

; 1 v —_
Fi =ZFJi =qj[4n50 | —3li (j#i) (2.12)

a je dana sfinom nabojag; a sinitela v hranatej zatvorke, ktory zavisi iba od nabojov
0. az g, a ich vektorovych vzdialenosti k nabaju Vyraz v zatvorke je matematicky
vektorova funkcia polohy (ako uvidime neskér v étellynamike, aj funkcigasu)

a fyzikalne predstavuje vektorovl w@fiu, ktor4 saciselne a smerom rovna sile
pOsobiacej na jednotkovy kladny nalopjvel’ky 1 C. Tuto vektorova valinu nazyvame
intenzita elektrického pd’a a ozn#&ujeme ju symbolomE. Priestorové rozlozenie
veliciny E nazyvameelektrické pole. Pod’a uvedenych Gvah je formalne intenzita
elektrického pba dana podielom sily a naboja, na ktory sila pgselbia

E=L (2.13)

Intenzita elektrického gl je doblezita fyzikalna veiina, pre meranie ktorej treba
urgit’ jednotku, najvhodnejSie priamo zotahu (2.13). Vidime, Ze takou jednotkou je
1 N/C. Castejsie sa v3ak intenzita elektrickéhdaparuje v ekvivalentnych jednotkach
1 V/im = 1 N/C, kde V (volt) je jednotka elektrick&tpotencidlu, alebo elektrického
napatia. Rozmer jednotky intenzity elektrickéhdgw sustave Sl jednotiek je

1lzlﬁ=1mm53ﬁ
m C

Ak v nejakom bode priestoru intenzitu elektrickgdua pozname, potom sila pésobiaca
na nabop v danom bode je vyjadrena jednoduchym vyrazom

[F = qE] (2.14)

Tento vzah medzi intenzitou elektrického lf@a silou, ktora v danom bode pdsobi na
elektricky naboj, je jednym zo zakladnychtahov elektrostatiky.

Prv, nez pristupime k vygitu elektrostatickych poli réznych nabojovych ro#ng
odpovieme na jednu kardinalnu otazkio je vlastne elektrické pole? Je to fyzikalna
realita alebo iba bezobsaZzny pomocny pojem na pilpig/ch interakcii medzi elektrickymi
nabojmi. Potia spdsobu jeho zavedenia sa totiz mozno domt\igeaelektrické pole je
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iba pomocna matematicka funkcia, iba fikcia, ktoeodraza nijaku objektivnu realitu.
Ak by to bola pravda, to by znamenalo, ze elek&icilové pdsobenie je okamzité
pdsobenie nabojov na dla, bez akejkbvek (Easti priestoru @&asu. Takyto nadzor na
problém sa vSeobecne povazoval za spravny alebmi dsgicky aZz do vybudovania
elektromagnetickej tedrie, a v kamem désledku aZ do vybudovania teérie relatiVity.
Silové interakcie elektrickych nabojov sa vSak us&tuju v priestore a ¥ase, zéoho
plynie, Ze elektrické pole je noditam energie. O tom sa mozno prestiédhasledovnym
myslienkovym experimentom:

Dva bodové naboje sa nachadzaju vikegvzajomnej vzdialenosti. Predstavme si,
Ze jeden z nabojov v istom okamihu zmenil pololusk&il". Pytame sa: za aku dobu to
pociti druhy ndboj? Ak by sa informacia o zmen®lpplndboja Sirila okamzite s nekéneu
rychlogou, vtedy by sme mohli vyhlaSize vzajomné interakcie nabojov st okamzité
v ¢ase, a teda sa deju bezprostredne, Westilsprostredkovalta, ktorym je priestor
acas. Dnes vSak vieme, Ze spominand informacia o enpafohy naboja sa Siri
koneinou rychlosou, konkrétne vo vakuu rychlému svetlac. Teda prenos informacie
sa uskutoni v priebehu dobt = Al/c, kdeAl je vzdialenog medzi nabojmi. P&as tejto
doby informécia o "uskgeni" ndboja musi hyv nieiom zakdédovand, a tym wien je
realita, ktorl nazyvame elektrické pole.

Na zdbvodnenie existencie elektrickéhol'gponetreba nam vSak rdbinijaké
myslienkové experimenty. Dnes nikto nepochybujeddnej existencii elektromagnetickych
vin, ktoré sa Siroko vyuzivaju na prenos informaaiikiorych vieme, Ze sa $iria kéneu
rychlog’ou, vo vakuu rychlag®u c. Prenos informacii je mozny iba prenosom enetgaa
elektromagnetické viny predstavuji toky energiekEEbmagnetickym a tym aj elektrickym
poliam teda musime priptsanergiu, hybnasa dokonca aj moment hybnosti a povaZova
ich za objektivne reality, pre ktoré su splnengagony zachovania. Treba si uvedtnie
ak by pdsobenie nabojov bolo beéasti priestoru aasu, elektromagnetické viny by
neexistovali. Interakcia elektrickych nabojov teda je bezprostredna, nie je to pdsobenie
na didku, ale pésobenie prostrednictvom redlneho eléklnc pdia, ktoré je energetickym
prejavom naboja.

Intenzita elektrického poa n bodovych nabojov V tomto odseku uvedieme
nieka’ko prikladov na vypéet elektrostatickych poli réznych nabojovych zoskip
Jednoduchy je vypet intenzity elektrického ga skupiny bodovych nabojov, alebo
Specialne jedného bodového naboja v bode, v ktarelezi Ziadny iny naboj. Intenzita
systému bodovych nabojov je dana vyrazom v zatvezkehu (2.12), teda

—= (2.15)

Intenzita elektrického pd’a bodového néboja Intenzita elektrického e od jediného
bodového nabojg vo vektorovej vzdialenosti

E=—— 9, (2.16)
aney r

! Predstavu o bezprostrednom pdsobeni nabojov nikudiaastaval aj vyznamny nemecky fyzik
Wilhelm Eduard Weber (1804 — 1855)
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Z poslednych dvoch ¥ahov vidime, ze pre intenzitu elektrického’@opodobne ako
pre elektrické sily, plati princip superpozicietizpze intenzita pia suboru bodovych
nabojov sa rovna vektorovémuckiintenzit jednotlivych bodovych nabojov. O elikom
poli bodového naboja zatian6Zzeme povedaiba to, Ze je to vektorové pole, ktoré je
radidlne so stredom symetrie v mieste naboja, janfr Umerné Mkosti naboja
a nepriamo Umerné druhej mocnine vzdialenosti obojaéd teda je funkciou 7
V mieste naboja ma pole singularitu, intenzitdgu absolitnej hodnote tam rastie nad
vSetky medze, a naopak, v nekdme ve’kych vzdialenostiach od naboja intenzita klesa
k nule. Takudto informaciu nam poskytuje vyraz (3.16

Intenzita elektrického pad’a dvojice bodovych nabojov Druhym dblezitym systémom
nabojov je dvojica bodovych nabojoay a g, ulozenych v istej vzajomnej vzdialenogti
Intenzita pdia v 'ubovd’nom bode priestoru je dana superpoziciou poli dvadiojov
a matematicky sitom dvoch vyrazov typu (2.16). Ak su nabdjebovd’né, blizSie
neutené, mbdze hy pole vémi zlozité. Polia réznych dvojic maju vSak niektoré
spolainé ¢érty; v miestach nabojov polia vykazuju singulariekonéne verké absolUtne
hodnoty), v nekonéne pole zanika, pole ma valcovi (osovl) symetriolokosi
prechadzajicej nabojmi. NajjednoduchSie pole vgNadvojice v absolitnej hodnote
rovnako vé&kych nabojov, ptiom obzvlag délezita je dvojica rovnako Vieych nabojov
opainého znamienka, ktori nazyvarmeéektricky dipél. Pole elektrického dip6lu je
vhodnejSie analyzovas vyuzitim pojmu elektrického potencialu, pretotamto mieste
posudime iba niektoré zakladiy tohto pda.

.
Epy

Obr. 2.4

Na obr. 2.4je dvojica nabojov ¢ a —-q vo vzajomnej vzdialenost = 2a. Osx
pravouhlého sidradnicového systému je totozna s dgojice nabojov a og prechadza
symetricky medzi nabojmi. Bime intenzitu elektrického pa na dvoch miestach — v bode
M(x; 0) na osix vo vzdialenostix > a a vo zvolenom bod®@(0; y) na osiy. Treba si
vSimnlt, Ze pole je osovo symetrické, teda rovnaké potevaliodeP je v kazdom bode
na kruznici s polomeromleziacej v rovine kolmej na osa so stredom na osi V bode

M je intenzita elektrického fa Ey dana vektorovym stiom poli Ey, a Ey, od
jednotlivych bodovych nabojov, teda
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kde N a  Ep=-—_ 9 ;
4ame, (X+ a) ane, (x— a)
. q 1 1
takze Ey = - i =
" 4ﬂfo[(x+a)2 (x- @2]
_ daxq . 2qd .
_—4 (2_ 2)2|-— 22| (2.17)
TEo(X — 4 4T[£0X3(1— izj

Intenzita pdia v bodeM smeruje proti jednotkovému vektorydo stredu suradnej
suUstavy). V symetrickom bode vo vzdialenostima intenzita elektrického pa rovnaku
absolutnu hodnotu a smeruje v zdpornom smerexo80 zvé&Sovanim absolltnej
vzdialenostix kles& intenzita v absolltnej hodnote k nule. Vdmg kde sidlia naboje,
intenzita v absoldtnej hodnote rastie nad vSetkgizadsingularne body).

V bodoch na osk pre k| <a ma intenzita smer kladnej osia jej vékos’ je dana
vyrazom

q x+a
2
AL (az _ Xz)

X

(2.18)

0 ¢om sacitatel’ mézelahko presvetit. V strede suradnicovej sustawy £ 0,y = 0),
symetricky medzi ndbojmi

q
E. =
* 2meya’

(2.19)

teda intenzita predstavuje dvojnasobok intenzityapbodového nabojaio sa dalo
ocakava.

VSimnime si teraz vlastnosti intenzity ligov bodeP na osiy. Aj tam je intenzita
pora Ep dana superpoziciou dvoch vektor&4 a Ep, t. j.

E,=E:+Ep
kde
149
ang, r?

Ef=Ep=

a zlozky tychto vektorov v smeroch osay v bodeP su dané vyrazmi
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. 1 q
E;X = EPX =mr—2 cosa
0

q

- 1 .
Ep, = —Ep,=———sina
Y Y dmegy r?

Vysledna intenzita v bode je dana vektorom
Ep = Ef + Ep = (Ef, + Epi +(Efy + Epy)| = 2E5i +0]

kdej je jednotkovy vektor v smere ogi Ako vidime z posledného vyrazu, pole v bode
P ma tiez iba zlozkux

Ep, = 2B =2+ 9 cogp =1 289

Ty 12 dmey 13
_ qd _ qd
- 5 S\¥2 T K
aneoy? +a?) 4moy3[1+azj
y

kde sme pri Uprave vyuzili skutoos’, Zea/r = cosr a

r=4y2+a?

Intenzita elektrického fa v bodeP je teda dana vektorom

Ep= qd i (2.20)

NEE
ame, y3[1+ az]
y

a pre rasticg klesa k nule. Prg = 0, teda v strede symetrie (Wigku suradnicového
systému)

: q .
Epr=E,i= i
i 21 a”

¢o je taky isty vysledok, aky sme dostali pri analyml’a na osi dvojice ndbojov [na osi
dipolu — pozri vZah (2.19)].

Obzvla§ délezité je pole vo Jkej vzdialenosti od dvojice nabojov, teda vo
vzdialenostiach ova v&Sich ako je vzdialendsnabojovd = 2a. Takato dvojica
nabojov pozorovana z ¥mi velkej vzdialenosti sa nazyvaodovy dipdl. Intenzitu pda
bodového dip6lu na osiach a y dostaneme tak, Zze vo fahoch (2.17) a (2.20) sa
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povazujex, y » a, takZze veliiny a’/x? « 1 aa?/y* « 1 mdzeme zanedbaOznaime
p = qd, potom

-2p .
Ey = [ 2.21a
M ane ( )
Ep=—P—i (2.21b)
anE,yy

Veli¢ina p je absoldtna hodnota dipdlového momentu. Vidineeinienzita pta vo vékej
v rovnako vékej vzdialenosti kolmo na os dipélu (na gki

Vzhradom na vEkU dblezitos dipolového pda vratime sa k nemu podrobne po
zavedeni pojmu elektrického potencialu. Zatsa vSimnime iba to, Ze dipo6lové pole
v porovnani s piom bodového naboja je slabé a klesa towemocninou vzdialenosti
na rozdiel od pta bodového naboja, ktoré, ako vieme, klesa s drunogninou
vzdialenosti.

V Tubovdnych inych bodoch priestoru v okoli dvojice nabgjyole dané vektorovym
sttom poli jednotlivych nabojov. Jeho matematické adygnie mbze hy zloZzité
a obyajne neposkytuje ndzornu predstavu o priestoroveebehu péa.

Nazornu predstavu o poli mozno zitkak ho nejakym spdsobom graficky zobrazime.
Pod'a uz uvedenych matematickych vyjadreni je elekérigdole spojithd vektorova
funkcia polohy v priestore, v blizkosti bodovéhdaja rastie nad vSetky medze a smerom
do nekonéna klesd k nule. Tato funkciu by teda bolo moznézmnni’ pomocou
nejakychciar. Existuje viacero spdsobov ako graficky zolsraektrické pole. NajrozSirenejsi
spdsob zobrazenia Pmje pomocou sildar. Siladiary v priestore, kde existuje elektrické
pole, st myslené orientovati@ry, ktoré maji nasledovné vlastnosti:

1. V kazdom bode ffa méa vektor intenzity smer détyice k sil@iare. Tato vlastnas
implikuje skut@nod’, Ze sil@iary sa nemézu pretitia

2. Silatiary za&inaju na kladnych a k@&m na zapornych nabojoch alebo
v nekongne.

3. Silatiary znazotiujeme tak, zZe ich pet prenikajuci jednotkovi plochu je amerny
intenzite pda v danom bode. Tam, kde su &idwy hustejSie, je intenzita pa vasSia,

a tam kde su redsie, je intenzita menSia.

Nie je celkom trivialne, Ze existuje subor silr, ktoré maju uvedené vlastnosti.
Mozno sa presveil, ze ak by neplatii Coulombov zakon, takyto subiwcgr by
neexistoval. Netreba vSak zabfidze elektrické siltiary st iba pomocny prostriedok na
zobrazenie pia, Ze nijaké redlndary v priestore neexistuju.

Na obr. 2.5 si znazornené silmry kladného a zaporného bodového naboja.
Z kladného naboja sittary radidlne vychadzaju a stracaju sa v nekneeNa zapornom
naboji maju sildiary opany smer. Naobr. 2.6 sU sil@&iary dvojice opanych rovnako
vel’kych nabojov, nabr. 2.7sU sil@iary dvojice rovnakych kladnych nabojov a napokon
naobr. 2.8silo¢iary dvojice opanych nabojov roznej V&osti. Vidime, Ze najma posledné
silociary su elegantné a zobrazuju relativne zloZiggrjestore osovo symetrické pole.
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2.3 INTENZITA ELEKTBICKEHO PO LA NABOJOV SPOJITE
ROZLOZENYCH NA CIARACH, PLOCHACH AV OBJEME

V praxi je elektricky ndbofasto spojito rozlozeny na telesach réznych georkgth
foriem, prom spojito§ musime chapav uvedenom zmysle rozloZzenia I'kého
mnozstva elementarnych nabojov na objektoch &wmyeh rozmerov. Pod pojmom
rozloZeny naboj tu rozumieme dodatg naboj, ktory bol na teleso privedeny alebo
z neho odvedeny vo forme napr. istéhétpelektronov. Bez tohoto dodétwho naboja
sa teleso javi ako elektricky nenabité, t&jndk naboja vSetkych proténov je kompenzovany
cinkom naboja presne rovnakého ¢po elektrénov. Je samozrejmé, ze tato
kompenzaciu treba chapa relativne vékom objeme, v ktorom &y potet kladnych
a zapornych nabojov je rovnaky. V blizkosti jedivgtth elementarnych nabojov v telese
existuju silné lokalne polia, ktoré v doésledku dig@ho tepelného pohybu maju
fluktuatny charakter a ich priestorov&asova strednd hodnota sa rovna nule. Ak teda
privedieme na teleso dodéatty naboj — in& povedané, elektricky ho nabijeme — zaujmu
tieto naboje na telese isté polohy zavislé od &inyla elektrickych vlastnosti telesa.

Na tomto mieste treba povetlae v prirode sa vyskytujuce latky delimeladiska
ich zékladnych elektrickych vlastnosti na:

a) latky elektricky nevodivé, nazyvanévodie, izolanty, pripadnéielektrika,

b) latky elektricky vodivé, alebo jednoducthodice.

Pojem "vodivos latok" zavedieme neskér ako fyzikalnu ¢@lu, na tomto mieste
definujeme vodivasako mieru vinosti pohybu nabojov v latke. V nevéalth, dielektrikach, sa
privedené naboje nemézu pohybdvéeda zotrvavaju na tych miestach, na ktoré boli
vonkajSimi silami prinesené. Vo vadich sa ndboje mdzu pohybdyadakze privedeny
naboj si na vodivom telese najde sam miesto, neokige ochotny stabilne zotréa
Toto rozmiestnenie nabojov na vodivom telese jedekiivne”, po dohode s ostatnymi
nabojmi. Da sa ukaZaze rozloZenie nabojov na vodivom telese zodpov@iiipu
najmenSieho d&inku — néboje sa na vodivom telese rozlozia tak, ebergia ich
elektrického ptia je minimalna (Thomsonova veta).

Uvedené triedenie latok na vodivé a nevodivé jémiehrubé, pretoze v prirode
v skuta@nosti neexistuju idealne latky, ktoré by patrili gaminej alebo druhej skupiny.
VSetky tuhé latky su viac-menej vodivé alebo nevédiNaviac, popri tuhych latkach
existuju aj latky kvapalné a plynné, ktoré majijev&pecifické zvlastnosti, najma plyny,
ktoré kel s ionizované, predstavuju osobitné skupenstvotyimazyvanéfyzikalna
plazma. Ked'Ze sa na tomto mieste nemienime zaabemaitornou Struktdrou latok,
uspokojime sa s tymto hrubym triedenim, ktoré gufire elektrostatiky dostatne
vyhovuje. Latkové nabité prostredie samo vplyva intenzitu elektrického .
Predbezne si vSak tento vplyv nebudeme vEimavysledné elektrické pole budeme
povazovd iba za pole dodatoych, prinesenych nabojov.

Venujme sa teda spdsobom w§ppintenzity pdla od réznych nabojovych rozlozeni.
VSetky tieto vypdty su zaloZené na platnosti principu superpozisciedil na integraciu
prispevkov k intenzite od jednotlivych elementovboj@vého rozdelenia. Ako prvé
preskimame elektrické pole budené nabojom rozloBeng geometrickom Utvare,
podobnom matematickejiare, ktora méze modeloanapr. tenky vodivy nabity drét
alebo nabité vliakno z umelej hmotyiZRa nosta naboja diary) nech jel a moéze by
konena alebo nekor@a. Naciare je rozlozeny naboj dikovou hustotou, pricom A
méze by konsStanta (kladna alebo zapornd), ak je nabdjare rozloZeny rovhomerne,
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alebo veltina zavisla od polohy n&are. V takom pripade j@ matematickou funkciou
polohy, préom poloha mdze hydana r6znym spdsobom; dastejSie ako priebezny bod
v pravouhlych suradniciack yo, Z), teda vzdialena®u uvazovaného bodu dere od
vhodne zvoleného Zmtku O, pozriobr. 2.9 tedaA(ry). V tomto bode n&iare zvolime
nekongne kratky Usek Id na ktorom je celkovy nekotige maly naboj @(rq) = A(ro)dl.
Tento naboj ma vo Vkej vzdialenosti’ vlastnosti bodového naboja, teda budi nekonee
malé pole &(r) Umerné @ a klesajlce ako funkciarl? so smerom po## vektorar'.
Pole &E(r) mozno vyjadii matematickymi véahmi
dE(r)= ! dQ(SrO)r' =1 )I(rog)r dl = 1 Al)(r 3r0) dl (2.22)
4 r' 4T[€O r' 4TE€0 |r - r0|

kder' =r —rq (pozriobr. 2.9. Vysledna intenzita ga od celej nabiteiary je dana

vektorovym sdtom nekonéne malych prispevkov El od jednotlivych nabojovych
elementov pozid celejciary |. Matematicky je tento $@t dany integralom prispevkov
(2.22), teda

__1 (A
E(r)—4n€o_|[ i (2.23)

\ rsr-r dE

Obr. 2.9

Vztah (2.23) pre intenzitu elektrického llaood nabitej priamky ma iba formalny
vyznam, pretoze nevieme priamocfiat’ integraly z vektorovych funkcii. Ak mame
&astie, Ze polia od vSetkych elementov maju rovrakgr, v takom pripade ide o @byna
integraciu, ale to je zriedkawbsVo vSeobecnosti treba prispevky typu (2.22) rbZlaa
vektorové zlozky a tieto jednotlivo integravd/ysledok dostaneme v tvare troch zloziek
vektora intenzity elektrického pa. Ciastaine sa vypoet zjednodusi aj v pripade,kée
nabojova hustota konstantna.
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Intenzita elektrického pdra v okoli nabitej priamky. Ako uzita:ny priklad uvedieme
vypoiet intenzity elektrického fa v okoli nekongne dlhej priamky nabitej ndbojom
s konStantnou hustotou Naobr. 2.10aje zndzornendas’ nekonénej nabitej priamky.
V kolmej vzdialenostir od priamky (bod O je ¥azny bod) v bodeP je intenzita
elektrického pta od kazdého z dvoch zvolenych elementdvdana vyrazom

1 Adl_ A

dE'=dE"= > =
aney p AT r

dg (2.24)

kde sme vyuzili skuttnog’, ze

r r
I =rtgg d = d¢ p=
cos’ ¢ cosg
1 ]
1 ]
1 1
dQ = adl *
I P
dE"
S E
o \P \\
0 J . b4 > dE
| dE’
p
dQ = Adl /
A b
I i
Obr. 2.10

Tieto elementarne prispevky maju smery spomiz v bodeP sa vektorovo &taju na
vyslednu intenzitu dvojice v absolUtnej hodnote

dE, =2dE' cosp =

co
2MEyr

(2.25)

Smer tohoto prispevku je pdzdspojnicer. Teraz moZzeme integrovavdetky takéto
dvojice pozdz nekonénej priamky, teda
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w2

J' cospdg =2

E (r)=
() 2negr o 2nEr

(2.26)

Vidime, Ze pole nabojov rozlozenych rovnomerne skoné&nej priamke je radialne
okolo priamky a intenzita ga klesd ako funkcia i/ Na obr. 2.10bst znazornené
silogiary pd’a v okoli nabitej priamky.

Intenzita elektrického pala od naboja na kruznici Pognym prikladom je vyptet
intenzity elektrického pg@ na osi kruznice polomer® s nabojomQ rovnomerne
rozlozenym pozit nej s dkovou hustotoul = Q/(21R), pozriobr. 2.11aIntenzitu pda
vypotitame vo vzdialenost od stredu kruznice. Na kruznici zvolime dva prsgbe
leziace nabojové elementygll, ktoré davaji dva rovnako Kieé prispevky intenzity

L Adl__ 1 ARda o,

dE'=dE"= > = >—CO
aney p ane, z

dQ=adl

Obr. 2.11

kde p = Z/lcosp a d = Rda. Tieto dva prispevky sa v bofevektorovo skladaju a vytvaraja
pozdZ osiz element intenzity

AR cos ¢

dE, =2dE' cop =
g ¥ ne, 22

da

Po jednoduchej integracii elementow dd 0 poTt dostaneme pre intenzitu lf@ona osi
kruhu vo vzdialenosti v mieste, odkiobliky kruhu vidi€ pod uhlomg, vyraz v tvare

_JRcosg _ Q z

&= 2e, 7% 4me, (22 + R2)3/2

(2.27)

A
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Z tohoto vyrazu mozeme urdbiiektoré vypovede o priebehulpgpozd? osiz Predovietkym
v z&iatku, v strede kruznicez = 0), je intenzita nulova. To sice priamo z postgt
vyrazu nevyplyva, pretoze by tam mohli okrem zloZkysmerez existova i nejaké
priecne zloZzky, ale aj tie by sa v désledku osovej syimeabzloZenia naboja v strede
kruznice museli rugi Pre zaporné hodnoty je intenzita pta na osi zaporn&:o
znamena, ze tam intenzitall@osmeruje proti smeru 0g a v nekonéne veékych
vzdialenostiach napravo alia&o od stredu O sa intenzitallrorovna nule. Posledny
vyraz mézeme pisagj v tvare

Q 1
E,(2) = 2.28
Z( ) 41t£022 R2 3/2 ( )
1+
Z2

odkia’ vidime, Ze vo vzdialenosti» R je pole dané pribliznym vyrazom

Q

4aneyz

E.(9)= 3

Vo velkej vzdialenosti od kruznice nielen na osi, aléubovd’nom bode priestoru je
pole dané poslednym vyrazom, inak povedané lkejevzdialenosti pozorujeme nabitl
kruznicu ako bodovy naboj.

Zistili sme, Ze intenzita fa v z&iatku a v nekongne sa rovna nule, musi teda na
o0si z existov& miesto, kde intenzita ffa ma maximum. Mozno séahko presvetit,
ked sa vypgita extrém funknej zavislosti (2.27), Ze intenzita nadobuda alisell

maxima vo vzdialenostiach R/\/E od stredu kruznice, kde dosahuje hodnoty

o=
max 6\/?'37'[50 R2

Pole sil@iar v bezprostrednom okoli kruznice je pomerneigoD jeho priebehu si
mozno urohi predstavu obr. 2.11h N&S vypdet sa tyka iba bodov na osi kruznice, vo
vSetkych inych bodoch vygty sa zlozité a vedu na eliptické integraly.

Druhym, v praxi s&asto vyskytujucim nabojovym rozloZenim, je spojiteélozenie
naboja na ploche. Nabr. 2.12je znazornena plochg ktora tiez mdéze kykonena
alebo nekon&na, na ktorej je rozlozeny naboj s ploSnou hustatowo vektorovej
vzdialenostiry od vz'azného bodu O je na ploche zvolena elementarnagldg na
ktorej sidli nekonéne maly naboj @ = odS. Tento néboj produkuje vo vektorovej
vzdialenostr' elementarne malu intenzitu elektrickéhdpo

1 o(ry)r'dS
dE(r)=Fgo% (2.29)

kder je vektorovéa vzdialendshoduP, v ktorom pd@itame intenzitu. Vyslednd intenzita
pola v bodeP je dana integralom vyrazu (2.29), teda
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E(r):ijMds (2.30)

4ne, rs

S
Integral v poslednom vyraze je vo vSeobecnosti myuj integralom a spdsob jeho
vypoitu zavisi od spésobu Yoy ploSného elementusd

Obr. 2.12

Intenzita elektrického pd’a od naboja na kruhovej ploche Ako priklad uvedieme
vypcZet intenzity elektrického ffa na osi kruhu s polomeroRwvo vzdialenostz od naboja
Q rovnomerne rozloZeného s plodnou hustaiouQ/(TR) na kruhu, pozrobr. 2.13a Na
kruhu si zvolime koncentrické medzikruzie s poloomer, s prirastkom da natiom
vyberieme dva proti sebe leziace plosSné elemaiiya, na ktorych su nekotiee malé

naboje @) = ordrda. Tieto ndboje vytvoria v bodPE intenzity elektrického pla
s absolitnymi hodnotami

1 ordrda _

dE =B = g

a
ang, tggdgda
kde sme pri zapise vyuzili rovnosti

z z
r=zt dr=
cosg 97 cos ¢

p= d¢

Tieto dva prispevky sa v bodkevektorovo skladaju a vytvoria elementarne pole

o o
tgp cog ¢ d_2r[5

0 0

dE'”=2dE'cos¢=2 sig d a

Po prvej integracii tohto vyrazu cez elementy dd 0 pom dostaneme elementarnu
intenzitu od celého medzikruzia

g .
dE,=——singd
2 = g SN O
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a ak tu integrujeme cez uhglod 0 pog,, dostaneme

-9 _ __Q .
EZ_ZSO (1-cosg, ) e R (- cog, ) (2.31)

Pre funkciu cog, plati

takze

(2.32)

Obr. 2.13

Z vyrazov (2.31) a (2.32) mbzeme ziskaaujimavé informacie o poli. PredovSetkym
vidime, Ze v nekorime vékej vzdialenosti (preg, = O aleboz — ) pole vymizne
a v strede kruhu (prg, = 172, aleboz = 0) ma koné&nu hodnotu

ag

E=2-_Q (2.33)

27 28, 2me R

Vo velkej vzdialenosti od kruhu pe» R, m6zeme prevratent hodnotu odmocniny vo
vyraze (2.32) rozvinildo mocninového radu a obmetisia na prvé dvéleny rozvoja,
teda

2
1 _, 1R

2 22
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a uvedeny vyraz nadobudne tvar

Q

Aneyz*

E,=

Vidime, Ze vo vEkych vzdialenostiach od kruhu je jeho pole podobkeé pole bodového
naboja.

Na plosny naboj rozlozeny na kruhovej ploche je mjo@Ste iny délezity pdiad.
Predpokladajme, Ze polomer ploc budeme zvwé&ova do nekoné&na. Kruhova
plocha prejde na neko¥l rovinu. Ak vo vyraze (2.31g, — 172 alebo vo vyraze (2.32)
R - oo, davaju tieto vyrazy intenzitu elektrickéhollpgred nekonou rovinou v tvare

ag

E,=—
‘2 2¢,

(2.34)

Ked’Zze nekonénd rovina nema os symetrie, intenzita dand postednjrazom je rovnako
velka v kazdom bode pred a za rovinou. Algj&ladné, potom pole mé smer od roviny
na kazdd stranu. Ide o homogénne polia.

Samozrejme nekotire roZahlé roviny v praxi nemame, ale naSe Gvahy su @latn
pre kazdy pripad, v ktorom« R, kde R je najmensi linearny rozmer rovinnej plochy.
Pole v dostattne malej blizkosti od stredu nabitej roviny mozZepowazova za viac
alebo menej homogénne s hodnotou intenzitf2s,) pod’a vyrazu (2.34). Sikary
v okoli rovhomerne nabitého kruhu su znazornengbma2.13b

dE

0

Obr. 2.14

Podobne ako v pripade nabitégry a roviny méZzeme vygtiat’ intenzitu elektrického
pola aj v pripade naboja rozlozeného v objeme s objemdiwustotouo v objemer
pod’a obr. 2.14.Intenzita elektrického ga v 'ubovd’nom bodeP danom polohovym
vektoromr je dana vyrazom

1 ¢p(rp)rdr

4me, ) r'3

E(r)=

(2.35)
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kder, je polohovy vektor ndbojového elementQ d a(rg)dr ar’ je vektorova vzdialend's
boduP. Bod P pritom méze lezamimo objemur, ale méze lezaaj v tomto objeme
alebo na hradnej ploche objemu. Je zaujimavé, Ze pole zostanetké aj v tychto
vnitornych bodoch objemu. Takisto pole na ploch®sSnou hustotou naboja je kéné,
avSak ak su naboje rozlozené diarach, pole na samotn&jare ma singularitu¢o si
mozno vSimn#tl napriklad v pripade nekotree dlhého priamkového naboja [vyraz (2.26)].
Intenzita elektrického polPa od naboja v guli.Uvedieme priklad vyptiu intenzity
elektrického ptia pre naboje rozloZzené s objemovou hustotou. Akidlitey takéto
vypocty zainaju by neprijemne zlozité. Relativne jednoduchy je wgiointenzity
v okoli gule s polomerorR, nabitej rovnomerne v objeme celkovym naboj@mteda
s konstantnou hustotou nabagga= 3Q/(4TR§‘). Vypcoéitame intenzitu vo vzdialenosti

R >R, od stredu gule. Na guli zvolime element objenmwdvare nekonine tenkého
rezu tvaru disku pd@ obr. 2.15 ktorého obsah

d7r=nR3sin’ S ds

dE
Obr. 2.15
Vyznam symbolov je zrejmy z obrazku, z ktoréhosekividime, ze
r = Rysind | = R, cosd x=R-1=R- Rcosd
S =cosg
X% +r2

Na objemovom elementarnom disku je naboj
3 .
dQ:pdr:ZQsm?'ﬁ a9

ktory v bodeP vo vzdialenostk od neho vytvori osovu intenzitu fovedkosti

dQ

2TE N

£ o (R-Rycos?)sing

. o
8TE Ry JR?+ B -2 RRcos?

dE=

5 (1-cosp )=
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Tento vyraz sme ziskali ako analdgiu k vyrazu prterizitu pda ploSného rovinného
disku [pozri vrah (2.31)]. Vysledné pole dostaneme integraciowsetky elementarne
objemové disky, teda v danom vyjadreni fdhla od O port, takze

1S
_3Q . (R- Rycosd )singd _Q
E—8 stmﬁ— = d19—4 =z
TEQRy 5 \/R + R -2 RBcoss T

Pri vypaite integralu mozno s vyhodou vyt Aubstiticiu
R+ R -2 RRcoss = t
S prekvapenim zisjeme, Ze vysledok integracie je nedéjye jednoduchy. Pole

mimo objemu gule je také isté radialne pole, akie povnako vékého bodového naboja
umiestneného v strede gule, teda

Q

E(r)=
) Amigr?

(2.36)

pre vSetkyr > R,. Vo vnutri giového rozlozenia je tiez nenulové pole, je takisto
jednoduché, ale jeho vypet je zlozity, a preto ho na tomto mieste neuvadzam

Uvedené ilustracie svéd o tom, Zze vypeet pda zlozitejSich rozlozeni nabojov
priamou integraciou je mozny, ale je prinajmenSoepahodiny. Nafastie existuje
metdda, ktora, aj kB nie je univerzalna, umdnje v niektorych pripadoch &ir
intenzity poli takmer spamaéti a uSetitate’a od amornych vyptiov. Metdda spéiva na
jednom zo zakladnych zakonov elektromagnetizmuyykidostal ndzov pdé jeho
objavitd’a — vola sa Gaussov zakon.

2.4 GAUSSOV ZAKON. TOK VEKTORA PLOCHOU

Pojem toku vektora je jednym zo zakladnych pojmedrie vektorového ga. Vo
fyzike sa s nim stretdvantasto, napriklad v hydrodynamike. Staite hydrocentral
samozrejme M@mi zaujima, aké mnozstvo vody préte za jednotkuwtasu privodnym
potrubim k turbine. MnoZstvo prétmnej vody, napr. v ffs, zavisi predovdetkym od
prierezovej plochy potrubia, ale aj od charaktemidgnia a od rychlosti molekdl vody
v jednotlivych bodoch prierezovej plochy. Ak by gainie bolo laminarne, v tom pripade
tloha o mnoZzstve pretenej vody alebo fyzikdlne povedané — dloha o tokutara
rychlosti — by bola vimi jednoducha. Ak vSak podmienka laminarnosti pniaeie je
splnena, Uloha sa mdze ukérgérana na vypoet.

Druhy priklad toku vektorovej veidiny je tok energie elektromagnetickéhd’apak
chcete, tak napr. Ziarivej elektromagnetickej emef@jnka, ktora prenika cez okno do
Vasej izby. Neskor zavedieme vektorovu &eli, ktord sa nazyva Poyntingov vektor
a fyzikalne udava mnozstvo elektromagnetickej ergogenikajicej kolmo jednotkovou
plochou za jednotkdasu alebo vykon prechadzajici kolmo jednotkovolcihpba. Ak
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Poyntingov vektor vhodne integrujeme, dostanemé&oesl sinény vykon cez VaSe
okno alebo inak povedané — tok Poyntingovho vektiarzou plochou.

V uvedenych dvoch prikladoch ide o skup tok realnej fyzikalnej valiny (hmotnos,
energia). Ukazuje sa vSak, Ze niekedy je vhodnégagj tok vektorovej vetiny, pri
ktorej v znAmom zmysle tiinet&ie. Takymto abstraktnym tokom je napr. tok inteyzit
elektrického pba alebo tok magnetickej indukcie. Ich zavedenie namoziuje
elegantne sformulovaniektoré zakladné zakony elektromagnetizmu. PoklisennaSe
Gvahy o toku vyjadti matematicky.

RN B
[ S - Ny
= :H S /) —
¥ =vS ¥ =vS cos ¢ v=0
a) b) c)

Obr. 2.16

Predstavme si, Ze v nejakapti priestoru je dané nejaké vektorové pole.delieoznanos’
predpokladajme, Ze je to pole vektora rychlastpridiacej kvapaliny ako funkcie
priestorovych suradnic. Pre crtok tiez predpokladajme, Ze ide o pole homogénne.
Vlozme do tejto pradiacej kvapaliny mysleny rovinngmiek s obvodoml, napr.
Stvoruholnik ako nabr. 2.16atak, ze vektou je kolmy na rovinnd ploch& ohranéenu
ramiekom. Potom mnozstvo kvapaliny, ktoré pri rychlospretéie plochouS za jednotku
¢asu jevS Toto mnoZstvo vyjadrené napriklad V/sinazveme tokom kvapaliny alebo
tokom vektorav plochouS a oznéime ho

Y =yS

Ak by plocha ranseka nebola kolma na smer vektoreale kolmica k ploche by zvierala
s plochou uhop ako naobr. 2.16h potom tok raréekom by bol

W = pScosp (2.37)

Specialne v pripade, ak kolmica zviera s vektowmhol ¢ = 9 ako naobr. 2.16¢
potom tokW = 0.

Vo vSetkych predoslych pripadoch sme predpoklagaliyektor rychlosti je konStantny
vektor, teda jeho pole je homogénne. Ak sa ryehkespaliny od miesta k miestu ment,
v tom pripade vysledny tok cez rovinni plochu butkny integralnym siiom
nekonéne malych tokov W cez nekonéne malé plosSky 8 na ktoré musime plocHsi
rozlozit. Podobne ako vo vahu (2.37) dostaneme

dW = vdScosp (2.38)
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kde ¢ je uhol medzi vektoronw a kolmicou na prislusnd plosksdvznika tu vSak
jednatazkos, Zze na jednotlivych pléSkach je smer vektondzny, a teda je funkciou
polohy. Pri zapise posledného vyrazu mozno s vyhodaz' pojem ploSného vektora

— je to vektor, ktorého modul sa rovn&kesti rovinnej plochy a smer je dany smerom
kolmice na plochu. Plocha ma vSak dve strany, pretkonkrétnom pripade treba
nejakym pravidlom tento smer vylitaV danom pripade je to smer realneho toku. Nas
plosny element 8 budeme teda stottdva’ s vektorom & a kefZe rychlog je tiez
vektor, vyraz (2.38) pre'd mdézeme napisako skalarny sfin vektorovv a dS, teda

d¥ =p.dS (2.39)

Celkovy tok udava integral jednotlivych prispevk@v39) po celej ploch&

W :jv.ds (2.40)

—— S
KI5, K\I 2

iy
M
H
T\

a
<n<

N ~
¥ ={v.ds w-§v.ds =0
S
a) b)

Obr. 2.17

ZovSeobecnime teraz naSe Gvahy o toku kvapalimghBIS nemusi by rovinna, ale
lubovd’na, a dokonca aj rafek — hraninaciaral, nemusi lezav rovine, pozriobr. 2.17a
Aj v takomto pripade tok kvapaliny je dany integral (2.40), hoci jeho prakticky
zmysel sa straca, nie vSak v pripade inych, alistyak vektorovych poli. V abstrakcii
mébzeme pokrova tak, Ze hrarinu ciaru | budeme skracovana nulu, az z plochy
s hranénou ¢iarou vznikne uzavreta ploctaako naobr. 2.17h ktora uzatvara nejaky
objem 7. Vypogitajme tok kvapaliny takouto uzavretou plochou. BeEzhyby takyto
integral po uzavretej ploche z rychlosti prudiacegtl&itel'nej kvapaliny sa rovna nule,
¢o mézeme matematicky napisa

wzjﬁv.ds=o (2.41)

Integral, teda tok vektora, sa rovna nule, pretozellko kvapaliny do objemu plochou
zlava na obr2.17bvtetie, ta’ko jej plochou vpravo z objemu vyie — kvapalina sa
totiz vo vnutri plochy nehromadi.
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Existuje véa vektorovych poli, ktorych integral toku cé&mbovdna uzavretl
plochu sa rovna nule, ale ajlizetakych, ktorych tok sa nule nerovna. Nulovymgk t
prave diskutovanej nestitel'nej kvapaliny charakterizovanej jej rychlostnyml’'om,
d’alej tok vektora magnetickej indukcie, na druhejisé, nenulovym je napr. tok
intenzity elektrického piia, tok intenzity graviéného pda a i.

Venujme sa teda toku intenzity elektrickéhd’goktory bude teraz stredobodom
nasho zaujmu. Analogicky postup a argumentaciu,sak& aplikovali pri zavedeni toku
rychlosti, mdZeme aplikovaaj pri zavedeni toku vektora intenzity elektrickgbo’a E.
Ak v elektrickom poli intenzityE zvolime uzavretl ploch8, formalne je tok vektor&
dany integraciou prispevkowt= E.dS po uzavretej ploch§, teda

w=jBE.ds (2.42)
S

Polozme si teraz zasadnu otazkdomu sa takyto integral vo vSeobecnosti rovna,
¢omu sa rovna tok intenzity elektrickéholpouzavretou plochou, ak zoberieme do
Gvahy, zZe v priestore, kde existuju polia, sa ndehgl aj ich zdroje — bodové alebo
nejako rozloZzené néboje. PredovSetkym si trebaniBinze tok akéholwek vektorového
pda je skalarna vedina. Dalej, intuitivne citime, Ze hodnota integralu bydecipialne ina
cez také plochy, ktoré vo svojom vnutri obsahujbajé, a ind v pripade, ak vo vnutri
plochy naboje neexistuju. Otdzku o toku nemoznoppeddd na zéklade Ziadnych
poznatkov z elektromagnetizmu, to musel niektotpsts spasnou myslienkou hodnou
génia. Taky génius sa objavil na konci 18. stirxey Nemecku a volal sa Karl Friedrich
Gauss, ktory vyslovilzakon. Slavny zakon o toku vSak Gauss nesformuloval pre
elektrické, ale pre gravitaé pole, ktoré je rovnakého fyzikalneho druhu, @aétv jeho
dobe bolo Studované intenzivnejSie ako vtedy takmaname elektrické pole. Gauss vo
svojom zakone predovSetkym stanovil, Ze tok vekioranzity elektrického d@ je vo
vSeobecnosti nenulovy. Zakon v jeho dnesnej foroiidie:

Gaussov zakon

Tok intenzity elektrického p@ E uzavretou plochou S sa rovna naboju|Q
uzavretému plochou a delenému elektrickou kondtamoa (stary nazow
permitivitou vakua),. V matematickej formulacii:

§>E.o|s=2 (2.43)
S £o

Treba zd6raziii Ze nabo[Q je celkovy naboj v objeme uzavretom plocho& bez
oh’adu na to, ako je tam rozlozeny; mbze t6 jeglen bodovy nabaj, tedaQ = g, alebo
suborn bodovych nabojog;, teda

Q=) g

n
i=1
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alebo naboj rozloZeny spojito v objems objemovou hustotog, t. .
Q=jpdr
T

Ak v objeme uzavretom plochou nie su zZiadne nabdpgy sa tok uzavretou plochou
rovna nule, teda

§Eus=o
S

Uvedend formulacia Gaussovho zakona (2.43) je zrakmantegralny tvar Gaussovho
zakona, pretoze udava vlastnostilgpovo vékom objeme. Neskdr sformulujeme
diferencialny tvar, ktory opisuje vlastnostiligov bode priestoru.

VSimnime si teraz niektoré zakladné vlastnosti elekého pda tak, ako plyni
z Gaussovho zékona. Skétmg’, Ze tok je nenulovy, ak plocha obsahuje naboje,
a naopak, je nulovy, ak tam naboje nie su, je zmaki® pole je Zriedlové a zriedlami su
elektrické naboje — elektrické silary vystupuju z kladnych nabojov a vstupuju doarégch.
Takato vlastnos nema napr. magnetické pole, ktorého fakbovd’nou uzavretou
plochou je vzdy nulovy. Magnetické pole je pretdquo nezriedlovym, piom virovym.

Obr. 2.18

Druhd zavazna skutoog’, ktora plynie z Gaussovho zakona, je intenzifa fimdového
naboja. Ak okolo bodového nabojazvolime Gaussovu plochu v tvare koncentrickej
gurovej plochy s polomerom (obr. 2.18 a ak urobime jediny predpoklad o poli, Ze je
radialne, potom vo vyraze (2.43) skalarnéimsyl E.dS su sdiny absolitnych hodn6t
EdS, pretoZe vektorfE a dS st v3ade na uvazovanejlguej ploche paraleindalej,

E je vS8ade na ploche konStantné, teda ho mozno spedralu vybr&, a nakoniec,

J-dS = obsahu giovej plochy, teda
S
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36E.ds:§Eds: E§ds:4nF =3a
s S S €o

z ¢oho E= 9 5
ATeyr

To je ndm uz znamy vyraz pre intenzitu elektrick@loba v okoli bodového naboja. Ak
na plochuS umiestnimed’alSi nabop,, potom sila, pésobiaca na tento naboj

Rk

Fr=0g,E =
0= ame, r?

¢o je Coulombov zakon, ku ktorému sme takto dospislio teoretickymi Uvahami
z Gaussovho zakona. Mohli by sme vSak naSe Uvablraji’ a z Coulombovho zakona
dokaza platnos Gaussovho zakona. Vznika tak bludny kruh — cirsulitiosus in
probando! Ak sa mu chceme vyhihimusime si ujastiiotazku priority a rozhodnl
ktory z tychto dvoch zékonov je prvotny. Prvotnytgéy zakon, ktory logicky nevyplyva
zinych zdkonov, ma neobmedzenu plath@s pritom neodporuje ziadnemu javu
pozorovanému v prirode. Takéto atribity ma Gaugsion, a preto ho povazujeme za
prvotny zakon elektrostatiky. Coulombov zéakon, itplati pre bodové naboje vo vakuu
ho experimentélne potvrdzuje.

2.5 VYPOCET INTENZIT ELEKTRICKYCH POLI S VYUZITIM
GAUSSOVHO ZAKONA

Gaussov zakon nam v niektorych pripadoch uijezneobyajne jednoducho a elegantne
vypoitat’ intenzitu pda. Jeden takyto vyget sme urobili v predchadzajicom odstavci
pre bodovy naboj. Ak chceme vytziGaussov zakon na vypet intenzity poli,
potrebujeme iba dve veci. Maredstavu o priestorovom rozloZzeni'got. . m& predstavu
napr. o priebehu sittar, a na jej zéklade néj$Gaussovu plochu tak, aby v kazdom jej
bode bola intenzita fa rovnaka a bola kolma na plochu. V takom pripadegral

§ E.dS prejde na sfin plochySa vekosti intenzityE, teda§ E.dS=ES. Je zrejmé, ze
s s

nie vzdy vieme najsvhodnu plochu, a preto get takto rieSittnych Gloh je obmedzeny.
Umenie vhodne zvaliGaussovu plochu je mierou UspesSnosti rieSenia.

Intenzita elektrického pola v okoli nabitej priamky. Vrame sa teraz znovu
k nekonéne dlhej priamke nabitej nabojom s konStantnou diastA a vypditajme
intenzitu elektrického d@a v jej okoli eSte raz, teraz s vyuzitim Gaussadikona. Pole
je radiélne, lebo je valcovo symetrické s osou syim@a nabitej priamke. Ak zvolime
ako Gaussovu plochu koaxialny valec s polomercandZkou| ako naobr. 2.19 bude
ma’ pole na plasti valca vSade rovnakd hodnotu a mmderovaé kolmo na valcovu
plochu. Celkovy naboj uzavrety ploch@u = Al a tok valcovou plochou je dany iba
tokom cez pladvalca, pretoze tok zakladmi je nulovy (vektory intenzity lezia v rovine
zakladni).S vyuzitim Gaussovho zakona (2.43) dostaneme
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Obr. 2.19

ff)E.dS: ol =2
&o
S
A
21Er

a odtid E=

¢o je ten isty vysledok ako (2.26), ktory sme dastakgraciou. Porovnajte a pabie,
ktory postup je jednoduchsi.

Intenzita elektrického polPa od naboja rozlozeného v nekoréme dlhom valci.
Predpokladajme teraz, Ze naboj je rozloZzeny niprieanke, ale s nejakou konStantnou
objemovou hustotop v nekonéne dlhom valci s polomeroR (obr. 2.203. Aj v takom
pripade vypoet intenzity pda je mozny priamou integraciou, avsak je zlozityu¥ime
k vypoitu Gaussov zakon. Preskimame zvf@dle mimo objemu valca & R) a vo valci
(r < R). Zavedieme sildkova hustotu naboja (nédboj na metéiky valca)d = TiR%p.
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Obr. 2.20
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V bodochr > R mb6Zzeme aj teraz¢akava radialne pole, takze Gaussovou plochou
moze by zase koaxialny valec ako v pripade priamkovéhmjséatiRovnakymi Gvahami
dostaneme pre intenzitu feovyraz

A _TRp R
2N 2MEr 2540

(2.44)

teda priebeh g ako funkciu I/, podobne ako u priamkového naboja.

Ak vo vnutri valca (pre body < R) existuje pole, tak z dévodov symetrie musf by
tiez radialne a vyhovujucou Gaussovou plochou e A@axialny valec s polomerom
a dzkoul. Celkovy uzavrety nabd = 1r’dl, a teda pokh Gaussovho zakona (2.43) plati

2
211E :g :M
&o &o
z ¢oho
_Pr

2.45
" (2.45)

Vidime, Ze vo vnutri valca existuje radialne polewdovou hodnotou intenzity na osi
valca, v&kod’ intenzity pda linearne narasta az na hodnpi((2&) a z tejto hodnoty

klesa ako funkcia i/pod’a vyrazu (2.44). Nabr. 2.20bje graficky znazornena zavistbs
absolutnej hodnoty intenzity pa ako funkcie (vzdialenosti od osi valca).

Obr. 2.21

Intenzita elektrického pora od naboja na valcovej plocheAk je naboj rozlozeny

s konstantnou ploSnou hustotoypo povrchu valca, mézeme tiezakava, Ze vo vonkajSom
priestore ( > R) bude intenzita smerovaradialne od osi valca, a teda vhodnou
Gaussovou plochou je vale@ZBly | s polomeronr. Vo vnutri valca je uzavrety celkovy

nabojQ = 2rMRlo. S vyuzitim Gaussovho zakona pre intenzitlapdostaneme
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E=— (2.46)
Eof

Ako vidime, pole je také isté, ako pole nabitepprky s dzkovou hustotoul = 2rMRo:
Zaujimava je otazka o poli vo vnutri valcovej plgcprer < R. Ak vo vnatri valca
zvolime akukévek uzavretu ploch®, nebude obsahov&iadny naboj, pretoZze naboj je

ulozeny s ploSnou hustotou po povrchu valca. Tazadenena, 2# E.dS pol'ubovdnej

ploche vo vnatri valca sa rovna nule, teda Ze sa@nabtegrovana funkcia sa musi
rovng’ nule. Vo vnutri valcaE = 0, o éom salahko mdzeme presvé&d aj priamou
integraciou. Graficky priebeh absolUtnej hodnBty zavislosti od pre nekonéne dlhy

valec nabity povrchovo ndbojom s hustotje naobr. 2.21
Intenzita elektrického pola od naboja na nekonénej rovine. Dolezity je pripad

pd’a nekonénej roviny nabitej nabojom s konstantnou hustatbde logické predpokladaze
na obidvoch stranach roviny je homogénne elektrjpsie E kolmé k rovine. Vhodnou
Gaussovou plochou je valec s plochou zaklaBmeeloZzeny cez nabitl rovinu v jeho
poloviénej dzke podaobr. 2.22a Tok intenzity pla§om valca je nulovy, pretoze vektor
poa lezi na ploche pléa, takZze celkovy tok valcom je &m tokov cez dve jeho

zakladne, t. j. 3E Celkovy naboj obklopeny valcom S, a teda v sUhlase sot@hom
(2.43)

oS
2SE=—
&o
z ¢oho
ag
E=— (2.47)
28,
+0
+ ]+
+|+
+[+
+1+
- 1+ .
c + |+ G
—|E= 1= |E= —
S c 2e, | |+ 2, |
+]+
+1+
+[+
+[+
+|+
b)
Obr. 2.22

Rovnaky vyraz sme uZ dostali pri limitnom prechddahovej plochy na nekoteu
rovinu [pozri vyraz (2.34)]. Pole sit@ar v okoli nekonénej roviny je naobr. 2.22h
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Elektrické pole nabojov na dvoch paralelnych rovingh. Dve paralelné nekotieé
roviny nabité op&ymi ploSnymi nabojmit o vytvoria pole, ktoré je superpoziciou poli
kazdého z nabojov. Medzi rovinami sa intenzity dilgoch rovin &itavaju na hodnotu

E=— (2.48)

so smerom vektorg od kladnej roviny k zapornej. Z vonkajSej stranyirosa intenzita
pola rovna nule, polia sa tam navzajom kompenzujd.sé@ikroviny nabite nabojmi
rovnakého znamienka, medzi rovinami sa intenzitm&onule a z vonkajSej strany rovin

ma hodnotudl &. Polia obidvoch péarov rovin si zobrazenécsiami naobr. 2.23a,b

+
o]
+
[e]
+
q

Ul
Il

m
1
o
ik
|a
+|+|+]+
m
1}
o
+[+[+]+
m
I
|a
L1

auanaaan N
T

m
I
o
++++++‘++++++
1
Sla

i
-

a) b)
Obr. 2.23

Intenzita elektrického poPa néboja rozloZzeného v objeme guleDolezitym
pripadom objemovo rozloZzeného néboja je n&popzloZzeny s konStantnou hustotou
0= 3Q/(4TR%) v objeme gule s polomeroR Pole v okoli gule sme uZ ziskali pomerne
zlozZitou integraciou. Skisme to s Gaussovym zakarRavnomerne rozlozeny naboj
bude produkovaradialne elektrické pole ako v okoli, tak aj voatm gule. Ozname
vzdialenog od stredu gule. Pre body mimo objemu gule ¥ R) je vhodnou Gaussovou
plochou koncentrickd dova plocha s polomerom V kazdom bode tejto plochy je
intenzitaE rovnaka a kolma na plochu, teda tok intenzity sam&c4°E a poda vz'ahu
(2.43)

amE=2
o
z ¢oho
E= Q 5 (2.49)
ATiEr

Teda znamy vysledok [pozri vyraz (2.36)], terakaig neobyajne jednoducho — pole
v okoli gule je také isté, ako pole rovnako’ké&ho bodového naboja umiestneného
v strede gule. Akykivek iny bodovy nabogjj, opainého znamienka ak@ nachadzajici
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sa v okoli nabitej gule bude pahovany do stredu gule podobne, ako sfiapdvané
predmety na povrchu Zeme, alebo Mesiac, smeromtidalis Zeme. Tato vlastnos
silového pdsobenia Zeme alebd’guého naboja, dnes pre nas takmer trividlna, nebola
trividlna pre Newtona, ktory sa takmer dvatisakov zdrahal skutmog’ o centralnom
silovom pdsobeni Zeme a Mesiaca publikyaetoZze mu chybal matematicky dékaz.

EA

Obr. 2.24

Vo vnutri gule prer < R je Gaussova plocha tiez lmva plocha s polomerom
avsak naboj, ktory uzatvara@ = (4/3)rr’p= (r¥R®Q. Tok plochou je #r’E, takze

I,3
_Q_g°

&o &o

4Tr’E

z toho
Qr

Ame R

(2.50)

Vo vnutri gule je teda radialne elektrické polegrého vékos’ intenzity zavisi linearne
od vzdialenosti a na povrchu gule ma hodndi(4Ti5,R?). Naobr. 2.24je zndzornena
zavislos absolltnej hodnoty intenzity elektrickéholpde od vzdialenostr od stredu
ule.
) Intenzita elektrického poPa naboja rozlozeného na gkpvej ploche Ak je naboj
Q rozloZeny na giovej ploche s polomeromR, pole v okoli plochyr(> R) je také isté
ako v pripade bodového naboja, teda je dané vyrg2et). Vo vnutri giovej plochy sa
intenzita pdia rovna nule z tych istych dévodov ako v pripadeone:ne dihého dutého
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valca. Ak vo vnutri dutej gule vytvorime akdkek uzavretd plochu, nebude obsahbva
Ziadne naboje, tok kazdou takou plochou je nulevigda intenzita je nulova.

EA
Q ||l ____
4re R?
y
;
! E=0
h
'
‘
' 5
\\
& co= Q /l
47 R? /
e b)
a)
Obr. 2.25

Pokid’ je takato Gvaha nepresw®del, mdzZzeme intenzitu a vo vnutri dutej gule
pocita’ priamou integraciou. Vo vnutri §avej plochy nabitej rovnomerne nabojom
s ploSnou hustotow zvalme bodP a prelozme nim priamku, ktora pretnd’aed plochu
v bodochP; aP, vo vzdialenostiach; ar, od boduP pod’aobr. 2.25a Vytvorme okolo
priamky Uzky kuZzgé s vrcholom v bodé s priestorovym uhlom@, ktory na gliovej
ploche vytne dve elementarne plosSk$, @ dS,, na ktorych su elementarne nabojové
mnoZstvaodS, a adS,. Nabité plosky vytvoria v bode elementarne intenzity pfa

ad_Sl:a

> dQ
aney ane,

dE=

dE,= g dS5,_ o

= > dQ
aney 1y 4re,

Intenzity sG¢o do vé'kosti rovnaké, pretozeSiri? = dS)/r,” = dQ a ich smery v bodP
sU op&né. Intenzita pfa od vybranej dvojice nabojovych elementov v b&dsa teda
rovna nule a nulovy bude aj prispevok od vSetkystatoych dvojic na dovej ploche.
Skutatnog’, Ze vo vnutri gllovej rovnomerne nabitej plochy je intenzita’aamulova, je
désledkom toho, Ze pole bodového naboja klesa akécia 1t% ako to vidi¢ aj
z poslednych dvoch vyrazov. Toéasne potvrdzuje aj platndSaussovho zakona.

Grafickd zavislos intenzity pda naboja rozlozeného rovnomerne ptiayej ploche
v zavislosti od vzdialenostiod stredu gipbvej plochy je nabr. 2.25b.

Intenzita elektrického pol'a naboja rozloZzeného s dtovou symetriou Gaussov
zékon umotiuje vypditat’ intenzitu elektrického da nielen naboja rovnomerne rozlozeného
na guli, ale aj akéhokeek gu’ovo symetrického rozlozenia nabogr) s hustotou
zavislou iba od vzdialenostiod stredu symetrie 0. N@br. 2.26aje znazorneny priklad
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gu’ovo symetrického rozloZenia naboja. Hustota smendnstredu najprv klesa, potom
narasta, potom znovu klesa a pre vzdialenogigéakor, je nulova. Gliovo symetrické
rozloZenie naboja musi bdidradialne pole so stredom v strede symetrie naliejia
Gaussovou plochou je kazda koncentrickBogé plocha so stredom v strede 0, teda napr.
plocha S na obr. 2.26b Naboj uzavrety kazdou plochdsi s polomeromr sa rovna
integralnemu sttu elementarnych nabojov

dQ=p(r')dr =4mp(' y > dr’

Obr. 2.26

kde dr = 41r'? dr' je elementarny objem nekame tenkej glovej vrstvy s polomerom
r’ hrabkou d'. Integrovanim od 0 ppdostaneme

r
Q(r) = de = 4T[jp(r’)r'2 dr’
S 0
Tok intenzityE(r) plochouSje 4rr?E, takze
r
4n.[p(r')r'2dr'

4Tr2E(r) = QN __ %
& &o

z ¢oho

jp(r')r'zd’

E(r)= 0 5 (2.51)

Eof

Treba si vSimnt} Ze pre vSetky vzdialenostk r je pole dané iba tymi ndbojmi, ktoré
su uzavreté v guli s polomeromnaboje vo vzdialenosti ¢8ej akor nemaju vplyv na
pole vo vzdialenosti.

AK r >, napr.r =r, naobr. 2.26h v tom pripade Gausso®a plocha obopina cely
naboj rozloZenia
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fo
Q =4T[jp(r’)r'2dr’
0
a vo vonkajSom priestore je intenzita dana vyrazom

To
Ip(r,)r,z dr’

Q 0
E(r)= = 2.52
() Amgyr? gor? (2.52)

teda je takd, ako keby cely naboj bol sustredestyede gliovej symetrie.

2.6 DIVERGENCIA ELEKTRICKEHO PO LA

Gaussova veta

Gaussov zakon v integralnom tvare je prostriedkkiory z priestorového rozloZenia
nabojov a z priestorovej predstavy o priebehu¢gtoumoziuje prakticky "uhadntl
Struktaru pda. Vo vyrazoch pre intenzitu pa vystupuje integralny ndboj uzavrety
Gaussovou plochou a hodnotylpcsa wuju na tejto ploche. Pole vo zvolenom bode je
dané nabojmi, ktoré sa nachadzaju v inych bodostoru, teda vo vnutri plochy. To je
jeden poliad na stvis nabojov a poli fadiska Gaussovho zakona v integralnom tvare.

Druhy polfad poskytuje tento zakon sformulovany v diferenoid tvare. Predpokladajme,
Ze naboje su rozlozené v priestore s objemovowtasp, ktora je funkciou polohy.
Polozime si otazku: "V akom wahu je intenzita elektrického ek objemovej hustote
naboja v danom bode?" Aky je vzajomnytak E a p? Je nepochybné, Ze nejakym
spbsobom tieto dve veélny sdvisia. Uvazujme takto! V okoli zvoleného bodu
v priestore, v ktorom je nenulova hustota nabojalime uzavretd plochu, ktora budeme
postupne zmenSovaSo zmenSovanim plochy sa bude zmenSeyaizavrety objent
a s nim aj celkovy uzavrety naboj. V limite objetedd k nule, teda k bodu, a k nule
bude klesg aj tok W vektorakE z daného bodu. ToW z bodu v priestore teda nie je tou
veli¢ina, ktora by charakterizovala pole vaahu k hustote naboja v uvazovanom bode,
pretoZe tok v bode je vZdy nulovy.dému ale bude konvergotzaomer toku¥ k objemur,
ked’ obidve tieto veliiny konverguju k nule? Tento pomer mbze za isty&blmosti
klesa k nule, ale mbze konvergavaj k nejakej nenulovej hodnote. \@tia — limitny
pomer tokuW vektora k objemur — vyjadruje teda akusi vliastrtbpola, ktora suvisi
s hustotou naboja v danom bode a ako sa ukaze,jestnos velmi cenna a dblezita.
Mézeme ju zaviasnielen pre elektrické, ale pre akékek vektorové pole.

Pokisme sa sformulotavyslovené myslienky matematicky. Predpokladajme, z
v ¢asti priestoru, v objem& uzavretom plochol§, je ndboj rozloZzeny s objemovou

hustotoup zavislou od polohy. Tok vektorla z objemu7 plochouS mozno formalne
zapisd ako
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Obr. 2.27

w=§Eus
S

Rozdéme objem7 na dvecasti 1; a T, hrantnou plochou (priehradkol§ ako naobr.
2.27a Jednotlivé objemy su uzavreté plochania S,, hrantna plochaS je spol@na
obidvom. P&vodny tok plochoB sa rovnéa sttu tokov plochamiS, a S, (tok hranénou
plochouS jednym a druhym smerom je rovnakd’kyz ale ma op&né znamienko), teda
mozZeme napisa

w=§Eus=§Edg+§Ed%=“ﬁ+Wz
S S S

V tomto site je kazdy z tokov mensi ako povodny a takistonsdSie aj odpovedajluce
objemy r; a 1, pretoze tok¥ zostava rovnaky. V deleni objenmumbzeme pokrsova’
d'alSimi priehradkami a po-tom deleni mamer2objemov uzavretychr2plochami ako
naobr. 2.27b Celkovy tokn plochami

n n
w=§Eus=§:§Eua=§:wi (2.53)
S i=1 S i=1
je dany konvergujicim radom prispevko§ EdS;, ktorych vékos' so zv&Sovanim

S

n - o klesa k nule. Na tejto Grovni vytlee a vynasobme pravi stranu posledného
vyrazu postupne objemamj takZe vyjadrenie toku dostaneme v tvare
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§E.o|si
qJ=§E.o|s=ZS I, (2.54)

S i=1 Ti

Ak teraz vo vyraze (2.54) urobime limitu pre— 0, po nekongnom pdte deleni
objemu ako naobr. 2.27¢ prejdd r; na nekonéne malé objemy da suma prejde na
objemovy integrél cez cely objemNuz teda

jBE.ds
w:§E.ds:j1iinOSTdr (2.55)
S T

Pod objemovym integrdlom sme dostali nejakil nowalédsku funkciu polohy v priestore,
ktord ozn&ime symbolicky ako "diE" a nazvemalivergencia intenzity elektrického
pola E:

§E.ds

divE =lim S (2.56)
-0 T

Vyznam slova "divergencia” je "vytok"; diZ je teda vytok vektor& z nejakého bodu
v priestore. Pojem divergencie moézeme tiez vyjadaisledovnou definiciou:

Divergencia vektord& (divE) v nejakom bode priestoru je skalar dany limitnym

o

pomerom v;’/tokuiﬁ E.dS vektoraE uzavretou plochols okolo uvazovanéh
s
bodu a objemu uzavretého plochou S, pre- 0, teda

jBE.ds

divE =lim S (2.56)
7-0 T

Za pomoci vyrazu (2.56) pre divergenciu mozno pikeibhtenzity elektrostatického
pola pisd vyraz

w:j?eas:jdivE dr (2.57)
S T

Z vyrazu (2.57) vidime, Ze nekamym delenim pbvodnej uzavretej plochy a naslednymi
matematickymi operaciami na vyraze pPesme premenili integral prispevk&dS po
uzavretej plocheS na integrél prispevkov di&dr v objemer uzavretom plochols.

Z (2.57) plynie identita

§E.ds:jdivE dr (2.58)
S 4
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ktora patri skor do matematiky, pretoze plati pubovd’né vektorové pole a na jej
odvodenie sme zafiani¢ "elektrického" nevyuzili. Je to jedna z integréhyviet tedrie
vektorového pta. Na pées’ K. F. Gaussa, ktory bol rovnakolkgm matematikom ako
fyzikom, nazyva sa identita (2.5&aussova veta

Pod’a Gaussovej vety existuji dva rovnocenné sposolpociy toku intenzity
elektrického pBa uzavretou plocho8z objemur:

1. vychadzajuc z hodnét na ploches;

2. vychadzajuc z dif v objemer.
V tomto zmysle mézeme dig povazovd za zZriedlo pBaE, za jeho zdroj. O Gaussovej
vete mbézeme tiez vyhldsize dovduje premeni ploSny integrél vektorového p@ na
integral objemovy, a naopak.

Pozrime sa terazo nam Gaussova veta poskytuje v slvislosti s naboioZenymi
v objeme. Celkovy naboj rozlozeny v objemge

Q= jpd r
T
a poda Gaussovho zdkona
§E.o|s:g (2.59)
&o

Ak porovname vyrazy (2.58) a (2.59) vidime, ze

IdivEdr:jﬁdr (2.60)
T T SO

alebo Ze objemovy integral z divergencie intenztgktrického pta E sa rovna
integralu cez ten isty objem z wghy o&. Kedze vyraz (2.60) plati préubovd’ny
objem, potom v kazdom bode priestoru je spinenyakz

dive =2 (2.61)
&o

Vztah (2.61) jeGaussov zakon v diferencialnom tvare- je to fadany lokalny véah
medzi intenzitou elektrického pe a objemovou hustotou naboja. V kazdom bode prigst
je divergencia, vytok vektor&, Uumerny hustote naboja. V miestach, kde sa hustota
naboja rovna nule, rovna sa nule aj divergencenirity elektrického péa.

Vzt'ah (2.61) dava aj presnejSi zmysel naSmu tvrderadrojoch alebo Zriedlach
vektorového pba. Zdrojmic¢i Zriedlami elektrického dia su objemové naboje. Elektrické
pole je pdiom Zriedlovym, ma nenulovi divergenciu. Existujdigyoktorych divergencia
v kazdom bode priestoru sa rovna nule. Takynfopo je napr. pole pradiacej
nestl&itel'nej kvapaliny alebo magnetické pole. Je pochiipiteze prudiaca nestitel'na
kvapalina nema Zriedla, pretoze by to vyzadovalpikvmovych molekdl v pradovom
poli.

Nakoniec mozno poloZieSte jednu otazku: "Ako a kedy moznotatz (2.61)
vyuzit?" Za predpokladu, Ze je znama intenzita elekthiokpd’a ako funkcia polohy,

59



mozno pomocou \ahu teoreticky uiit objemovi hustotu naboja ako funkciu polohy,
samozrejme za predpokladu, Zze dokdzeme praktichpditat” divergenciu pta. Teda
zo znameho priebehu feby sme ufili ndboje, opak tohoio sme robili z integralneho
tvaru Gaussovho zakona. ZdtigSak divergenciu vypidtat nevieme, pretoze vah
(2.56) je iba defiringym vz’iahom a moZnasvypaitu div E neposkytuje. Ak chceme
ziska’ vztah, ktory umozni divergenciu vy§itet’, musime zvoti vhodny systém saradnic
a uvedenu procediru zopakdva

Vztah (2.61) ma vSak aj hlbSi teoreticky vyznam, @eteyjadruje principialnu
vlastnog elektrického pba — jeho Zriedlovas Rovnica (2.61) alebo (2.43) je jedna zo
Styroch zakladnych rovnic elektromagnetizmu vo wakktoré v rokoch 1864 az 1873
sformuloval anglicky fyzik James Clerk Maxwell. [édno p@es’ sa nazyvajiMaxwellove
rovnice.

X,y,z+dz)

K
)
S O
' E,(xy,z+dz)
/——\ ;
)
' dT \ E,(xy.2)
S L7
: = ¢ o)
: 7 ®@ g @
; E, (xy.2) E (x,y+dy,2)
T AT ” " B xedxy2) '
/// }'_(K‘Z)Z_)___dy ________ \_A;y?Jy,L’
)\/ \ P o / /
x+dx.y,z

Obr. 2.28

2.7 DIVERGENCIA VEKTQROVEHO POLAYV PRAVOUHLYCH
SURADNICIACH

Teraz odvodime vyraz pre divergenciu vektora WasgjSie pouzivanom systéme
pravouhlych suradnig, y, z V tomto systéme zvolime objemuzavrety plochos ako
na obr. 2.28 Predpokladajme, Ze v uvaZzovanom priestore egistgnulova intenzita
elektrického pta E(x,y,2. Toto pole rozloZzime na jeho zlozky v smere sti@lych
osi Efx.y,2, E/(xy,2 a EAx,y,2. Objem r rozdelime na elementarne objemy d
= dxdydz, jeden z nich je zv@eny a zobrazeny nabr. 2.28 Kazdy takyto pravouhly
objem je ohrarieny troma dvojicami pléchxdy, dxdz, dydz na obrazku &slovanych
ako 1 az 6. Tok'# cez tuto uzavretu plochu je dang®m troch tokov &,, d¥,, d¥,

v smere sUradnicovych osi, teda

dW=dw, +dw, + dw,
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Tok d¥ nekonéne malou plochou sa pbal Gaussovej vety (2.58) rovna divdz, alebo
div E dxdydz, teda

dWw = div E dxdydz (2.62)

Jednotlivéciastkové toky sa rovnaju &om zlozky intenzity a prislusnej nekdéne
malej plochy pri reSpektovani znamienka toku. Takrn d¥, je dany rozdielom toku
E.(x + d, y, 2)dydz cez stenu 2 von z objemu a tok(X, y, 2)dydz cez stenu 1 dovnutra
objemu. Prvy prispevok je kladny — tok z objermuvgiteka, druhy je zaporny — tok do
objemu vteka. Tento rozdiel predstavuje nekmeemaly prirastokdE,/dx)dxdydz toku
v smere osk. Vyjadrené matematicky

¥, =E(x+dx Y, z)dydz—E, (x y, 2)dycz =
~[E,(x+dy,) - Ex(xy,z)]dyolz{aEx dx} b=
Podobne tok v smere ogi
aw, =[Ey(x y+dy 2~ E(x y }d zaa—iy & &
avsmere os
OE

dW, =[E(x y,z+d)- E(x y Jd & ¥ azd<cyct

Seitanim tychto prispevkov a s vyuZitim (2.62) dostae divergenciu vektora vyjadrenu
v pravouhlych saradniciach

9E
divE(y 2) =5 + &y 08 (2.63)
ox o0y 0z

S olfadom na vyraz (2.61) Gaussov zakon v diferencidlneare v pravouhlych
suradniciach nadobudne tvar

9B, , 98, L O, _ p(xy.2)

(2.64)
ox oy az &

Z matematického lladiska je posledna rovnica parcialnou diferencialnovnicou pre
zlozky intenzity elektrického ga. Pri znamych furbaych zavislostiach zloziek pa od
stradnic mozno z nej vypitat’ objemova hustotu ako funkciu pravouhlych suradnic.
Zial’, rovnica vo vdeobecnosti neuntiofe vypaitat’ intenzitu pda. To vyZzaduje zada
nejakydalSi vz’ah. Intenzitu pta mozno utit' iba v jednorozmernom pripade, ake
funkciou iba jednej premennej. Takyto pripad mé&vianajvys akademicky vyznam.
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2.8 ELEKTRICKY POTENCIAL

2.8.1 Praca v elektrostatickom poli

Intenzita elektrického fa ma z kadiska vypétov jednu véka nevyhodu, Ze je to
vektorova veltina, a na jej ufenie v kazdom bode treba zéda ¢isla, tri zlozky vektora.
Ani priame silové meranie intenzity fnie je jednoduché, a preto je namieste otazka:
"Nemozno elektrické pole opiéakalarnou vetiinou, ktord by pole rovnako dobre
a jednoznéne charakterizovala, a ktord by naviac d@bko merattnd?" Taka vetiina
sa skuténe da zaviasa nazyva sa elektricky potencial, alebo jednodysbiencial i
potencialova funkcia.

S pojmom potenciél ste sa stretli v mechanike tadig gravit&ného pda. Gravitgny
potencidl bol zavedeny ako skalarna funkcia pollgyavitasnom poli,¢iselne sa rovna
praci potrebnej na prenesenie jednotkového bodow@mystva hmotnosti z refergrého
do daného bodu. Pretoze grawitd pole aj elektrické pole su polia rovnakého
fyzikalneho druhu (konzervativne polia), zavediepmelobnl potencialova funkciu aj
pre elektrické pole.

Predpokladajme, Ze v elektrickom poli intenZftysa nachadza kladny nalmgj ktory
chceme premiesthiz bodua do bodub (obr. 2.29. Takyto prenos sa musi uskémdt’
po nejakej drahé a musi sa pritom vykoridsta pracaM,.. Na naboj v kazdom bode
drahy pésobi sild = qiE. Pri prenose nabojgy po drahel vykonaju vonkajSie sily
pracu

b b
vvba=—jF.d| =—q)J.E.dI (2.65)
a(l) a(l)

Zaporné znamienko dokumentuje fakt, Ze praca sa gowti silam pba.

b
Woa= - QOIE.dI
Obr. 2.29

Z matematickéholladiska sa vyraz (2.65) nazyva drahovy integralrsiédzi bodmi
a ab. Hodnota takého integralu sa ziska tak, ze v kazolode integrénej drahy vypoitame
skalarne sfiny — F.dl alebo —qoE.dl, a tie po drahe¢stame. Lenze po ktorej drahe?
Body a ab mozno predsa sp@jnekongénym mnozstvom drah. Na prvy piad sa zda,
Ze hodnota drahového integralu zavisi od drahktpej pracu koname.
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Elektrostatické pole ma vSak tl pozoruhodnl viestnde praca vykonana
prenosom naboja medzi dvoma bodmi nezavisi od dgihitorej naboj prenaSame, ale
iba od zaiatocnej a konénej polohy prendSaného naboja. Je to prave takézitil
vlastnos elektrostatického fga, ako fakt, Ze toto pole je Zriedlové. Skutog’, Ze
hodnota drahového integralu nezavisi od drahyjenteivialna, a neplati preubovd’né
silové pole (neplati napr. pre sily trenia). Prekglostatické pole plynie zo zakona
zachovania energie: Ak je pole vytvorené danym sainostatickych nabojov, museli
byt tieto naboje "dopravené" do svojich poldh (napnekonéna), a na to sa musela
vykona’ uritd praca zavisla od kotieého rozmiestnenia nabojov. Teda systém nabojov
spolu s ndbojong, v bodea ma utitl potencialnu energiW,. Ak nabojqg, prenesieme
do bodub a vSetky ostatné naboje zostanu v pévodnych pdiohdri prenose sa prekonava
iba elektricka sila, zmeni sa potencialna energiahadnotuW,, ktora zavisi iba od
koneEného rozlozenia nabojov beziaHu na spdsob, akym sa nafpafio bodub dostal. Praca
W, vykonana pri prenose nabajg z bodua do bodub je dana rozdielom potencialnych
energiiW, —W,, a skuténe nezavisi od drahy po ktorej bol ndboj prenesgrigho pre
elektrostatické pole plynu dva délezité zavery:

E.dl=
WortWpa=0 f 0

Obr. 2.30

1) Pri prenose naboja v elektrostatickom poli po uzawetej drahe sa celkova
vykonana praca rovna nule Ak prenesieme nabaj z bodua do bodub po drahd;,
ako naobr. 2.3Q vykoname préacu

b
W, = - j E.dl
a(l)
a ak teraz nabajy z bodub prenesieme znovu do bodupo inej drahd,, potom sa

vykona praca
a

W, = - jE.dI
b{l,)

Vykonana praca je v prvom pripadé, = W, — W, a v druhom pripadé/,, = W, — W, =
= W, a teda skuttme praca po uzavretej drahe v elektrostatickom smliovna nule,
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a to polubovd’nej drahe, pretoZze nasa Gvaha plati'pl®vd’na dvojicu bodov v priestore.
Matematicky tuto skutmos’ zapisujeme

b a
V\/ba+V\4ib=—q,[ J-E.dl + J'E.le =- q§E.d| =0
a(h) b(l,) |

Pre nenulovéy, plynie, Ze prd’ubovdnd uzavretd drahli=1; + |, v elektrostatickom
poli je

§E.d| =0 (2.66)
|

Vztah (2.66) je popri Gaussovom zakone jeden z dvékladnych véahov elektrostatiky.
Vyjadruje skuténog’, Ze elektrostatické pole nema uzavretécaly, po ktorych by
integral intenzity mohol manenulovi hodnotu. Inak povedané, elektrostatioké e
nevirové, a teda je Zriedlov€asto sa pole s takymi vlastiasi nazyva konzervativne
pole. Vyraz (2.66) by si zaslUzil pomenovanie, fm@oako Gaussov zakon, neméa ho vSsak.
ESte sa k nemu vratime, kRdbudeme posudzovadeho lokalny vyznam v elektrostatickom
poli.

2) Praca vykonana prenosom naboja v elektrostatickom @i medzi dvoma
bodmi (z bodu a do bodu b) je dan& rozdielom potencialnych energii kontného
a za&iatoéného stavu S vyuzitim vZahu (2.65) mézeme teda napisa

b
W, = W= W= - [ Exdl (2.67)

Prava strana vyrazu (2.67) jessiom nabojay, a veltiny

b
—j E.dl
a

ktord zavisi iba od intenzity a E a od dvoch zvolenych bodavab v priestore a je
dana rozdielom dvoctisel. Je to skalarna véina a ak je jeden z bodov (napr. bad
pevny, referetny, potom je to bodova funkcia v priestore, v ktorje poleE definované.
Ak vyraz (2.67) vydelime gy, dostaneme

b

%:%—%:—IE@H (2.68)
B d Y% -

Podiely W./go a Wi/go nazyvame potencidly elektrostatickéholgos bodocha a b

a budeme ich oziavat’ V, a V,. Podiel praceM,, vykonanej pri preneseni nabaja

z bodua do bodub a tohto naboja nazyvame rozdiel potencidlgv- V, alebo elektrické

napéatieUy, bodub oproti bodua. Vyraz (2.68) mézeme prepisdo tvaru
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b
uba:vb—va:—j E.d (2.69)
a

Hodnota elektrického napatid,, = V, — V, mdZze by kladna alebo zaporna piadtoho,

¢i sa praca na nabofj pri jeho prenose kona (zvySuje sa jeho potenciéimergia),
alebo néboj pracu kona (znizuje sa jeho potencidhmagia). Z vyrazu (2.69) plynie, ze
potencial v bod® je

b
v, =va—j E.dl (2.70)
a

Ak a je pevny referetny bod, v ktorom je dana hodnota potencié{a), potom vyraz
(2.70) je bodova funkcia polohy (funkcia boduv elektrostatickom poli, ktor nazyvame
potencialovou funkciou.

Studenti ¢asto prijimaja vfah (2.70) s rozpakmi, pretoZe evidentne predstavuje
nejednoznénu funkciu, ktorej hodnota zavisi odlay refereného bodwa. Hovorime,
Ze potencialova funkcia je ¢gna s presngeu na aditivnu konstantu, a teda ako taka,
nema priamy fyzikdlny vyznam. V praxi sa ¢egtejSie pracuje s potencialovou funkciou
s refereinym bodom v nekorime, tedaa — o a potencial v nekoee sa povazuje za
nulovy, V(«) = 0. Takyto postup je mozny, ak sa vSetky nabkijeré sa podiaji na
tvorbe pdia, nachadzaju v kotee, o je prakticky vzdy splnené. V takom pripade vyraz
(2.70) dostane tvar

b
v, =—J' E.dl (2.71)

Pomocou tohto wahu obyajne utujeme potencialovi funkciu zo znamehd'pB.

Aky ma teda potencialova funkcia vibec zmysel? &rgetkym ten, Ze rozdiel jej
hodnét v dvoch bodoch udava elektrické napatie mgdato bodmi, a napéatie je jedna
Z nafastejSie meranych ve&in v elektromagnetizme. Skdtee, ak urobime rozdiel hodnot
funkcie (2.71) v bodoch aa, dostaneme ¥ah (2.69).

Druhy, teoreticky vyznam potencialovej funkcie gnt Ze istymi matematickymi
operaciami mozno z nej dif intenzitu elektrického @, ako sme to na &atku tohoto
odstavca &ibili, aco aj dokadzeme.

Jednotkou potencialu, alebo vhodnejSie — rozdialtepcialov,¢i elektrického
napatia — je jeden volt (1 V). K jeho definicii nmzvyuzi’ vztah (2.68), poth ktorého:

Medzi dvoma bodmi v priestore je rozdiel potenciale jeden volt (1 V) vtedy, ke
pri preneseni naboja jedného coulomba (1 C) medzimito bodmi treba vykonat’
pracu alebo sa ziska kineticka energia jeden joulgl J). Rozmer jednotky volt plynie
z rozmerového vyrazu

[V]= It =m?.kg.s3.A?

€]
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Uvedena definicia voltu je statickd, a nie je praekpcké @&ely vhodna. Existuje
druha, dynamické definicia, ktora vychadza z eiekého pridu a z odporu vadi, alebo
z elektrického vykonu (neskor sa ukaze, ze 1 Vampérx 1 ohm = 1 watt/1 ampér).

VSimnime si eSte jeden dblezity vyznam elektrickétapatia pri urycfovani
elementarnyclastic. Ak nejaky nabaj (napr. nabit&astica) prejde v elektrickom poli
z bodua do bodub pod &inkom tohto pda, bude na svojej drahe uryokany a prirastok
kinetickej energieAW pod’a vz'ahu (2.68) je dany jednoducho ¢siom naboja
a prejdeného rozdielu potencialov alebo napatig te

AW =V~ Vo) = qUs, (2.72)

kde s@in qUy, je kladny. Ak je stin qU,, zaporny, budeiastica na svojej drahe
brzdena. Akiasticou je elektron s nabojogn= —e = —1,602.10° C, a ak prejde rozdiel
potencialov 1 V v smere narastu potencialu, zvg3ehko kineticka energia o hodndtw
=1,602.10"°C. 1V = 1,602.18° J. Toto mnoZstvo energie sa nazglektronvolt (eV),
ateda

1leV =1,602.13°J

Elektronvolt je jednotka energie pouzivana v atéepdyzike a fyzike elementarnych
Castic.

2.8.2 Vypo €et potenciélovych funkcii réznych
nabojovych rozlozeni

Ak si zrekapitulujeme postup naSich Uvah zistineeylastne doteraz nevieme vyftar’
potencialovu funkciu¢i rozdiel potencidlov, pretoze tahy (2.69) az (2.71) mdzu
poslizi’ iba na vypoet potencidlu zo zndmej intenzitylpoMy by sme vSak potrebovali néjs
spdsob vypd&tu potencialovej funkcie z rozloZzenia nabojov.éaime najjednoduchsSim
pripadom a vypiitajme potencial budeny jedinym bodovym nabojom.

Potencial od bodového nabojaVo vzdialenostry od bodového nabojg zvolme
bod b, v ktorom chceme vypfta hodnotu potencialovej funkcie (pozobr. 2.3).
Intenzita elektrického gia bodového naboja ako funkcia vektorovej vzdialénosd
naboja je dana vyrazom

__q r
4me, 3

Dosadenim z& vo vyraze (2.71) dostaneme pre potenciéhiz

fo
1
V() =- 4135 J.Fr.dl
O 00

Integra&né drahd prebieha z nekoiera do bodwb napr. tak, ako nabr. 2.31 V nejakom
bode vo vzdialenosti od naboja, na dralesa skalarny in r.d da v suhlase asbr. 2.31
vyjadrit’ takto:
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rd =rd cosg=rd,=rdr

Po dosadeni do vyrazu pre potencial dostaneme

__a fdr_q 1°_ q
V()= 5= =
TEge 17 Amgg T |oo AT fg

Takto sme dostali potencidl vo vzdialenosfiod bodového nabojg. Potencialova
funkcia v okoli bodového naboja ma tvar

v()=—1_4 (2.73)
aneg r

[se]

Obr. 2.31

VSimnime si vlastnosti tejto funkcie. Je to jednoldé, gliovo symetricka, skalarna
funkcia, taka, Ze jej hodnota je konStantna nkogej ploche a meni sa s prevratenou
hodnotou vzdialenosti od naboja. K potencialu (2.73) méZzeme peipay 'ubovd’ny
konstantny potencial — vyraz bude opigbi@isté elektrostatické pole. Plochy konStantného
potencidlu nazyvame ekvipotencialne plochy a pdetap naboj si znazornené olar. 2.32
Ekvipotencialne plochy maji zaujimava a dolezigsthos, Zze vektory intenzity da su na

ne kolmé. To znamena, Ze pri akorkek pohybe nejakého iného naboja po ekvipotengialne
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ploche sa nekona Ziadna praca, pretoZze naboj séyehkolmo na intenzitu elektrického
poa, teda kolmo na pésobiacu silu. Rozdiel potencidt®dzi dvoma bodmi danymi
polomermir,; ar, dvoch ekvipotencialnych plécholfr. 2.32 dostaneme ako rozdiel
hodnét vzahu (2.73)

u12=vl—v2=4q (l—ij (2.74)
TG\l Ty

Je zrejmé, Ze rozdiel potencialov alebo napatymaké medzl'ubovd’nou dvojicou
bodov na dvoch ekvipotencialnych plochach.

Obr. 2.32

Potencial odn bodovych nabojov Ak sa v priestore nachadmebodovych nabojov,
potom potencial v nejakom bode danom polohovymorekh r je dany superpoziciou
jednotlivych potencidlov prisluSnych bodovych nd@wjeda

V(r) =2 Vi)
i=1

kde Vi(r) je potenciali-tého nabojag;, ktorého poloha je dana polohovym vektorgm
teda

=1 G
wi(n) 4mgg |r =]

Vysledny potencial je dany vyrazom

_1 v 9 _ 159
V= ame, ;h - ~ 4me, |2=1: r (2.75)

kde ri =} —ri| je vzdialenosnéboja od bodu, v ktorom sa potencidlitao Predpokladé sa,
Ze v bode, v ktorom sa potenciatuie, nie je Ziadny naboj, teda zet r.
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V pripade, ak je naboj rozloZzeny s nejakou hustotoozno tiez vyuii princip
superpozicie tak, ako vo vyraze (2.75) s tym, Zeakmjq nahradi ndbojovym elementom
dqg, jeho vzdialenasod bodu, v ktorom sa potenciéldi@a, ozngimer' a diskrétna suma
prejde na integrél cez obtay ktorej je naboj rozlozeny.

AK je naboj rozlozeny naiare dzky | ako naobr. 2.9s dZkovou hustotoul(r),
bude potencial Yubovd’nom bode mimdaiary dany vyrazom

_ 1 dg _ 1 A(ro)
V(r)= — = dl 2.76
(") 4n50~!. r' 41150'!- r' ( )

V pripade ploSného rozloZenia nabojov feoobr. 2.12bude potencial v bode

__1 roa(r)
V(r)—4n£0£ Soas (2.77)

a ak su naboje rozlozené priestorovo akolma2.14, potom v bodé je potencial

V(r):ﬁj@dr (2.78)
0 T

Treba upozoriii Ze vyrazy (2.76) az (2.78) sa nedaju popZe vypdet potencialu
vo vSetkych pripadoch, menovite nie vtedy, ak nébdjrozlozenie siaha do nekdéna.
Musime si uvedondj Zze uvedené vyrazy maji povod v potenciéli bodovéhboja,
ktorého potencial v nekotiee sme zvolili rovny nule. Tak napriklad, ak by someeli
vyuzit vztah (2.76) na vypiet potencialovej funkcie naboja rovnomerne rozléhenna
nekonéne dlhej priamke a pouzili pritom rutinu podobny &&o pri vypdte zodpovedajlcej
intenzity pda [pozriobr. 2.10aa vyrazy (2.24) az (2.26)], zistili by sme, Zesprsny
integral diverguje. Je to z toho fyzikalneho dévoeke v nekonéne, kde uz potencial ma
byt nulovy, sa eSte nachadzaju naboje.

Potencial nadbojov na nekonéne dlhej priamke. Potencial od nekotige dlhej
nabitej priamky vSak mdzemediti z vyrazu (2.71) s vyuzitim vahu (2.26) pre intenzitu
elektrického pba v tvare

Ar’
E(r')=
) 2mE,r'?
DosadeninE do vyrazu (2.71) mame
0 A prd A pdr' )
V(r):—J-E(r').dI =- J- — == —=- Inr|" =
. 21, o 21, o 21, *
=- A Inr + C(c0)
211,

Pri integréacii sme vyuZili skutmog’, ze
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r'.dl =—'d =r'dr’

pretoze vektory' a d smeruju opéne a d' = —dl (prirastok d znamen& Ubytokrd —
nezabldajme, Ze postupujeme z beddo bodur).

Potenciédlova funkcia obsahuje nekdme ve’kd konsStantuC(e), ktorej hodnota je
nepodstatna, pretoze pri vyie rozdielov potencidlov vypadne. Tak teda potdacé#
funkcia nekonéne dlhej, rovhomerne nabitej priamky ako funkcidnk&j vzdialenostr
od priamky ma tvar

V(r)=—2/] Inr+C (2.79)

0

Je to valcovo symetrickd funkcia, takze ekvipotélmg plochy sU valcové plochy
koaxialne s nabitou priamkou.

Llnri
2ng, T

Obr. 2.33

Rozdiel potencialov (napati¢),g medzi bodmiA a B na dvoch ekvipotencialnych
plochach s polomermmj, arg vypositame ako rozdiel dvoch hodnét vyrazu (2.79), teda

A r
|n_B

Upag =V(rp)—V(rg) =
o =V (1) ~V(rg) =5 in

(2.80)

Ak je A kladné a5 <rg, rozdiel potencialov je kladny, teda potenciavzdialenogour
klesd. Naobr. 2.33 su grafické zavislosti dvoch potencidlovych furksirdznymi
konStantamiC. Z obrazka vidié, Ze obidve funkcie poskytuju rovnaké napéfig; pre
pevné hodnoty, arsg.
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Potencial od nabojov na nekonénej valcovej ploche Aka potencidlova funkcia
opisuje pole naboja rozlozeného ploSne a rovnomekunStantnou hustotamna ploche
nekonéne dlhého valca polomemyg? Spoméme si, Ze elektrické pole v okoli nabitej
valcovej plochy > ro) je rovnaké ako v pripade priamky nabité&fkbvym nabojom
A = 21rq0, teda aj potencial vo vonkajSich bodoch v okolt&ébude dany priebehom
(2.79), t. .

v()=-1hr+c (2.81)
&o

Otazkou je, aky bude potencial v dutine valca, kteje Ziadny naboj? Z nasej
doterajSej skusenosti vyplyva, Zze v dutinAch nabab rozloZzeni sa intenzita
elektrického ptia rovna nule. Drahovy integral nulovej intenzitydmedvoma bodmi sa
rovna nule, a teda pba vyrazu (2.70) potenciél v oblasti s nulovou izitou pda je
konStantny. A ako zvdlitito konStantu? Neskor uvidime, Ze potencidlovkdia musi
byt z fyzikélnych dévodov spojita. Ak by v nejakom lgobola nespojita, potom by tam
intenzita elektrického fa musela by nekongna (formalne by prenos naboja na
nulovej vzdialenosti musel IByspojeny s nenulovou pracou). Teda v dutine valea p
r <rgje potencial taky isty, ako na jeho nabitom powrdhj.

v(r)=-17 ro +C = konst. (2.82)
&

Potencialova funkcia nekotige dlhej valcovej nabojovej plochy je dblezita pypocet
elektrického ptia v koaxialnom kabli.

Potencial nabojov na kruznici. Vr&‘me sa vSak k moZnostiam vyfto d’alSich
potencialovych funkcii pd vz'ahov (2.76) az (2.78). Vyraz (2.76) mozZno napr.2iyu
pri vyposte potencialu naboj& rovnomerne rozlozeného na kruznici s polomef@m
ako naobr. 2.11a Na osi kruznice vo vzdialenogtod jej stredu je potencidl

v(p=2R__1 __Q ! (2.83)

260 \[R? + 2 ~angg JR2+ 2

ktory ziskame jednoduchou integraciou elementarmy&pevkov spdsobom podobnym
ako pri vyp@te intenzity.

Potencial od nabojov na kruhovej ploche Dalsim prikladom je potencial na osi
kruhovej plochy s polomeror®R rovnomerne nabitej plosnym nabojoen= Q/(T1R?)
podraobr. 2.13a S vyuzitim vyrazu (2.77) dostaneme

V(z):%(\/ﬁ+ Z-| @: Q 2[\/R2+z2—|¢) (2.84)

4nggR

Potencial od nabojov rozloZzenych v objeme gulddlezitym pripadom je potencial
nabojaQ rovnomerne rozloZzeného v objeme gule poloni®ra objemovou hustotou
0 = 3QI(4TRY). Fyzikalna intuicia nAm napoveda, Ze tento péééno vzdialenostiach
r >R od stredu je taky isty, ako potencial bodovéhmj@® uloZzeného v strede symetrie,
teda
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Q

V(r)=
(") 4ATiEr

(2.85)

0 ¢om sa mbzeme presvit! priamou, ale neprijemnou integraciou Pdryrazu (2.78)
s pouzitim podobného postupu ako pri Wtpointenzity péia ilustrovaného nabr. 2.15.
Podobnou neprijemnou integraciou mozno tt&jsyrazu pre potencial vo vnutri tavého
rozloZenia

2
V(r) = 8T[~°:3R3 (RZ —%j (r<R) (2.86)

Na obr. 2.34je graficky znazornena zavistbpotencidlu glového rozloZzenia naboja
v zavislosti odr.
VA

3Q
8me R

4ng R

Obr. 2.34

Potencial od nabojov rozloZzenych na dtovej ploche Ak je nabojQ rozlozeny
rovnomerne ploSne na kpvej ploche s polomeroiR, potom potencial pre> R je dany
tiez vyrazom (2.85). Vo vnutri dovej plochy je konStantny a z dovodov spojitosti
rovnaky ako na povrchu gule, teda

Q
anesR

V(r) = (r<R) (2.87)

Naobr. 2.35je graficka zavislaspotencialu ploSne rozlozeného’'guého naboja.
Potencial od nabojov rozlozenych s dovou symetriou Nakoniec, ak je naboj
rozlozeny v priestore s fiovou symetriou s objemovou hustotp(r') zavislou iba od
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vzdialenostir' od stredu symetrie (pozobr. 2.2, potom potencial vo vzdialenostje
dany sdtom potencialw/y(r), ktory vo vzdialenosti produkuju naboje uzavreté v guli
s polomeronT a potencialonV,(r), ktory produkuju ostatné naboje mimo objemu gule
s polomeronmr, teda naboje vo vzdialenosti 8&j akor, pripadne az do nekotre.
Celkovy naboj uzavrety v guli je

QN = [ pryam 2 = anf pe 'y 7l
0 0

takze potencidV, je

Vl(r) = LM =

r
ij‘p(rr)rrzd.r
ane, r Edf

Obr. 2.35

Na vypaet potencialw/, treba zvoli nekongne tenké glové vrstvy s polomeromi >r
a hrubkou d. Celkovy naboj na vrstve

dQu(r') = 4mo(r')r'4dr’

budi na vrstve a v jej vnutri potencial

dQ,(r' r'r'd’
dVZ(r') — 4Q2( ') - p( )
of &o

Celkovy potencial nabojov mimo zvolenej gule dostar integraciou tychto prispevkov
odr po, teda
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1 T T I T
vz(r):—j'p(r o
Vysledny potencial vo vzdialenostje potom
1 17
V(D) =2V V() =— [ o) 7+ = [ ptr 'y d (2.88)
£of 4 £

Ekvipotencialne plochy uvaZovanych I'guych rozloZzeni nabojov su Epvé plochy
koncentrické so stredom symetrie. V pripade, akjo&B rozloZenie nesiaha do nekdne,
ale korgi pri nejakom polomere,, treba nekonmo nahradi tymto polomerom.

Samozrejme, Ze vSetky tu uvedené potencialy mo¥pocitat’ aj pomocou veahu
(2.71) zo znamych intenzit elektrostatickéhdgo

\%
V@) =-—S-z +C V@=-—2-z +C
2g, 2g,
Upe= —2 -
AB 2¢, 1zg- z4
Zg Za 0 Zp Zg ’

Obr. 2.36

Potencial od naboja na nekonénej rovine. Pre naSefalSie avahy bude obzvias
dolezita potencialova funkcia v okoli nekénej rovnomerne nabitej roviny s konStantnou
nabojovou hustotow: Tuto potencialovd funkciu dostaneme &@vanim polomeriR
kruhovej plochy a limitnym prechodom vo vyraze @.preR — co. Takto dostaneme
potencial v okoli nekorimej roviny v tvare

V(2) = —%|2|+Cw (2.89)
0

KonstantaC,, ziskana limitnym prechodom, je sice nekove véka, ale mozno ju
nahradi fubovd’nou kon&nou konstantou. Vidime, Ze potenciél je linearnesjuca
funkcia na obidve strany od roviny (pontor. 2.3§. Ekvipotencialne plochy su vSetky
roviny planparalelné s nabojovou rovinou. Napétig medzi dvoma ekvipotencialnymi
plochami vo vzdialenostiach az, je dané rozdielom prisluSnych hodnét (2.89), teda

Une =5, (lzel-|2d) = (2.90)
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kde d = |z| — |z]| je absoldtna vzdialenbpotencialnych rovin. Napéatie medzi dvoma
ekvipotencialnymi rovinami je umerné vzdialenostvin. Naobr. 2.37je znazornena
siet’ silogiar a ekvipotencialnych pléch nekaimej nabitej roviny.

Vs< V<V, <V<V, 40 V> V3V >V >V

Obr. 2.37

Potencial nabojov na dvoch planparalelnych rovinach DélezitejSi ako potencidl
osamotenej nabitej roviny je priebeh potenciélu riegtore dvoch nekotiee vékych

planparalelnych rovin nabitych ploSnymi nabojhaf, uloZzenych vo vzajomnej vzdialenosti
d (obr. 2.233. Potencial ziskame ako superpoziciu potenciabddj z rovin. Ak ogje
kolma na roviny, a ak rovina s kladnym nabojom iatkuz = O (pozriobr. 2.39, potom

potencial medzi rovinami (8 z< d) je dany vyrazom

+o -

S Ak S
o, — o
-.._..'{/ V= -Z +C
N 0 d z
€g
= G_ ..'s
_ G _14
V=-—2z}/ _ G
€, \ V=-—
€9
Obr. 2.38
g
V(z)=——z+ C (2.91)
&,

0

Mimo rovin je potencial konstantny a rovnaky akdepaial prfahlej roviny. Ak zvolime
potencial kladnej roviny nulovy(0) = 0, potom nulovy bude vSadéawvo od nej (pozri
obr. 2.39. Potencial medzi rovinami, pre0z< d
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V(2)= _gi z (2.92)
0

Potencial zapornej roviny a priestoru vpravo odjedjonstanta

V(=-Zd

&o

Samozrejme, potencialova funkciu mozno posumahor oad/ g, takZe potencial kladnej
roviny budead/g a potencial zapornej bude nulovy. Rozdiel potdogidnapatie)U
kladnej roviny oproti zapornej je

u=2d (2.93)
&o

Medzi rovinami je intenzita elektrického [®E = d/& a smeruje doprava, z vonkajsej
strany rovin je intenzita nulova.

Nabojové roviny v praxtasto predstavuju nabité kovové plochy (kondenzatpozri
odsek 3.5) na ktorych napati¢ a ich vzdialenasd mozno mer& Zo vzahu (2.93)
potom plynie jednoduchy vyraz

E=— (2.94)

ktory umoZiuje vypaitat’ intenzitu homogénneho elektrickéhd’@anedzi dvoma kovovymi
platiami. Z vyrazu (2.94) je jasné, pme v praxi pouzivanou jednotku intenzity
elektrického pia je 1 V/m (= 1 N/C).

2.8.3 Gradient skalarnej funkcie. Vz tah medzi intenzitou
a potencialom elektrostatického po la

Vo fyzike je vda skalarnych poli, ktoré z matematickéhadiska predstavu;ji
funkcie priestorovych suradnic. Takyto funk vztah méze by zapisany ako skalarna
funkcia polohového vektorffr) alebo skalarna funkcia pravouhlych suradifkcy, 2).
Budeme predpokladaze kazda takato funkcia je spojita a diferencelvet v nejakej
oblasti alebo v celom priestore, a Ze je jedndzéaio plati o prevaznej ¥dine funkcii
pouzivanych vo fyzike.

Ako priklad takého skalarneho llsombzeme uvigsteplotné pole v nejakom telese,
ktoré je v istej oblasti ohrievané a v inej chlagletakZe po istondase sa v telese ustali
rovnovazny stav. Jednotlivé body telesa maju ispilotu T(r), ktora je véase konStantna
ameni sa od miesta k miestu. Ak by sme mali mazrmmshybovéd sa v telese
s imaginarnym teplomerom, zistili by sme, Ze v delexistuju plochy, na ktorych je
teplota rovnakd. Takéto plochy rovnakej teplotyebal vo vSeobecnosti rovnakej
hodnoty skalarnej funkcie, nazyvame ekviskalarnemy.

Inou nazornou ilustraciou ekviskalarnych pléch satevnice na geografickych
mapach, ktoré udavaju konsStantni nadmorskd vysSkieréne, a tak aj konsStantnd
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hodnotu gravittného potencialuG. Na obr. 2.39 je znazorneny profil hory a jej
vrstevnice, jedna oztiana akds a druha nekorime blizka akds + dG. O vrstevniciach
vieme, Ze v miestach, kde su husté, je terén seemgiopak, kde su riedke, tam je svah
mierny. Pre pohodiného turistu méze'lmplezitou vekina, ktora udava v&os’ narastu
vysky (gravit&ného potencialu) @ v pomere k prejdenej drahéd do svahu medzi
dvoma vrstevnicami, teda v&ha dG/dl. Prekon& vySku ds alebo prej§ medzi
vrstevnicami mozno réznymi spésobmi. MoZno napijstry boduMy na obr. 2.39

a prej$ po drédhe H do boduM’, alebo po draheld do boduM", alebo postupova
najkratSie v smere normaly k vrstevnici a pfefgahu ¢ do boduM. Pri kazdom

z tychto vystupov sa prekonava rovnaka vysSka, ajedsi narast vetiny dG/dl, teda
najvasie stipanie na svahu, je v smere normaly k vrgteweda ds/dn. Tato veltina
ma vSetky vlastnosti vektora — markes’ dG/dn a ma smer. Je to smer maximalnej
strmosti funkcieG, ktory mbézeme opisajednotkovym vektoronng v smere normaly

k ekviskalarnej ploche smerujicim na td stranu,kt@( funkciaG narasta. Takuato
vektorovl veléinu nazyvame gradient.

Obr. 2.39

NaSe uvahy mdzeme zovSeobécma 'ubovd’nu skalarnu funkcid(r) a definovd
gradient nasledovne:

Gradient skalarnej funkcie rf{ [grad f(r)] je vektor, ktory v danom bode
skalarneho pfa udava vé&kos’a smer maximalneho narastu funkcig,ffeda

df
radf ¢ )J=—n 2.95
gradf ()=~ (2.95)

kdedn je prirastok nezavislej premennej plizdormaly k ekviskalarnej ploche
ang je jednotkovy vektor v smere normaly.

Pamaétajte si, Ze gradient v kazdom bode prieswkolmy na ekviskalarnu plochu.
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Ak si pozorne vSimneme vyraz (2.95) vidime, Z&adiska matematiky jeho
prava strana je Uplnou derivaciou funkdiea teda @ je Uplny diferencial tejto
funkcie. Upiny diferencial — ako vieme — je nekéme mala zmena funkcie pri
nekongéne malom naraste vSetkych nezavislych premennyatiiaPdefinicie gradientu
(2.95) tato nekorime malad zmenafdmusi by dana stinom absolitnej hodnoty
gradientu a posunutiandy smere normaly k ekviskalarnej ploche, teda

df = |gradf| dn

Kolma vzdialenos dn medzi ekviskalarnymi plochami sa da vyjadako 'ubovd’nu

vzdialenog dl medzi dvoma bodmi na dvoch ekviskalarnych ploch&tbrd mozno
zavies ako vektor ¢ pricom ch = d cos¢ = no.dl, kde ¢ je uhol medzi smermildano.

Mozno teda pisa

df =|gradf|d cog = grad.d (2.96)

Vlastnosti Uplnych integralov maju aj vyrazf.dl pod integralmi (2.66) a (2.69), ktorym
sme definovali napéatie medzi dvoma bodmi ako rdzubeinét potencialovej funkci¥,
teda

dv =-Edl (2.97)

Potencialova funkcia je z matematickétiadiska skalarna funkcia, ktoralim podmienky
pre definiciu gradientu, t. j. je spojité a difetewaténa. Pre jej Uplny diferencial mozno
napisd podobny vyraz ako (2.96) v tvare

dv =grad/. d (2.98)

Ak porovname vyrazy (2.97) a (2.98), dostaneme navgth medzi potencialom a intenzitou

elektrostatického da
@99

ktory je inverzny k vyrazu (2.71) a umiafe zo znameho potencialu vyfiat’ intenzitu.
Zo vztahu (2.99) vidime, Ze intenzitali@oje vektor, ktorého V&os’ sa rovna prirastku
potencialu na jednotkultky kolmo na ekvipotencialne plochy a je orientovarsmere
poklesu potencialuo je v suhlase s naSou predstavou o elektrickom pol

Nakoniec treba odpovetima otazku, ako sa gradienty funkcii¢fiaju, ak je dana
konkrétna funkna zavislog, pretoze defiriny vz'ah (2.95) taki moZznéspriamo
neposkytuje. VEmi ¢asto su potencialy dané ako funkcie pravouhlychdiicV(x,y,?.
V takom pripade vektor posunutia

dl = dxi + dyj + da (2.100)

kdei, j, k st jednotkové vektory v smere stradnicovychxesi, z Uplny diferencial &
je potom
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Y, . V. oV o
V(X y, 2)= dx+— NV Vi OVl (i + g+ dk
(xy.2= Y+ (ax' Yoy oz j( I+ dj+ k)

Ak porovname tento vyraz s vyrazom (2.98) s uvakenjrazu (2.100), vidime Ze vyraz
vo ve’kej zatvorke je gradientom potencidlu, teda

gradv(x, y, z)——V|+a—VJ+a—Vk (2.101)
o0x ay 0z

a intenzita elektrostatického jf@v pravouhlych siradniciach je dana vyrazom

E(x,y,2)=—-gradV (X, Yy, 2F - (—XI +—j+—Kk (2.102)

Druhou skupinowasto sa vyskytujucich potencialovych funkcii s&éauo a valcovo
symetrické potencidly zavislé iba od vzdialenostid stredu symetrie, teda potencialy
V(r), ktorych ekvipotencialne plochy suligwé alebo valcové plochy. Gradienty takychto
funkcii su vektory smerujlce radialne od alebo dwers symetrie s narastonVidr
a intenzity pda mozno pditat’ pod’a va'ahu

E(r)=-grad/(r) = —((jj—\r/r0 (2.103)

kdery =r/r je jednotkovy vektor v smere narastu
Uvedieme niektko ¢asto sa vyskytujlcich gradientoviguo a valcovo symetrickych
funkcii:

grad Inr = 1 o =L2 (nekonéna nabita priamka) (2.104)
r r

gradr =rg =$ (nekonéna nabita rovina) (2.105)
1 1 1 L

grad-=-—r,=-—r (bodovy naboj) (2.106)
r r r

di- 2, =2 bodovy dipdl 2.107

gra rz——r—sro——r—4r (bodovy dipal) (2.107)
1 3 3 . .

grad—4 =-—rp=-—T (bodovy kvadrupdl) (2.108)
r r r

atd’.
Mozno sa presveit’, Ze vSetky doteraz vyptiané potencidly a im zodpovedajlice
intenzity spnaju zakladny véah (2.99), alebo ¥ahy (2.102) pripadne (2.103).
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2.9 POLE ELEKTROSTATICKEHO DIPOLU A VYSSICH
MULTIPOLOV

2.9.1 Bodovy elektrostaticky dipol

Elektrostatickym dipélom nazyvame dvojicu rovnake’kych nabojov op&ného
znamienkatq uloZenych v pevnej vzajomnej vzdialenodtiCitatela mdZze okamzite
napadné otazka¢im sa tato dvojica liSi od dvojice nabojov aiar. 2.6s analyzou pia
pod’a obr. 2.4. Dvojica sa niim neliSi, odliSny bude pristup k analyze. Budemeajimé
o0 jej potencial a pole iba v relativnelkej vzdialenostr, takej, zZer » d, alebod/r « 1.
Tato podmienka vysvaije, pr&o dip6l nazyvame bodovym. Z Rleej vzdialenosti ho totiz
vnimame ako bod. Délezitou charakteristikou bodovéipdlu je jehcelektricky dipSlovy
moment (vektorova veina) p, definovany ako siin kladného nébojag a vektorovej
vzdialenostd, orientovanej od zaporného ku kladnén@boju teda

p=qd (2.109)

Elektricky dipélovy moment sa meria v jednotkéclilombmeter (C.m). Z praktického
hradiska je to jednotka Vi velka, vo fyzikalnej chémii a v molekularnej spektropk
sa este stale pouziva vhodnejSia jednotka 1 débye 8,33.10%° C.m, i kel Sl-ststava
jednotiek ju nepripda.

Po takomto Uvode do problematiky je namieste elag otazka; pt® venujeme
az taku véku pozornos elektrickému ptu vo ve’kej vzdialenosti od dvojice blizkych
rovnako vékych nabojov opéného znamienka? Mevo ve’kej vzdialenosti dvojicu
vidime ako takmer nulovy naboj, ktorého pole jeatapé. Je to pravda, ale prave toto
nepatrné elektrické pole je zodpovedné za siloveopénie medzi molekulami latok
v prirode. O molekulach vieme, Ze su elektricky tridoe, teda Ze obsahuju rovnaké
mnozstvo kladného a zaporného naboja (proténoeldréhov). Ak v okoli molekuly
predsa len existuje elektrické pole, potom nabojolekule musi by rozlozeny tak, ze
v nej existujitaziska kladného a zaporného naboja, ktoré nie #iZrié, ale su
v molekule navzdjom posunuté. V molekule moze tepretickyl'ubovd’ny patet parov
takychtotazisk. Ak ma molekula dve takéfaziska, hovorime o elektrickom dipdle, ak
ich ma Styri (dve kladné a dve zaporné) o kvadreipdti 6smich o oktupole dit Kazdej
konfigurécii prislicha moment rozlozZenia. V pripatiech nabojov je to uz spominany
dipélovy moment, v pripade Styroch nabojov kvadiapp moment at’. Pole vySSich
bodovy, alebo gliiovo rozloZzeny naboj rovnakého znamienka.

Vhodnym prikladom molekuly s vlastntesmi elektrického dipélu je molekula
najrozSirenejSej a zivotne dblezitej tekutiny — ehola vody. Molekula pozostava
z jedného atému kyslika O a z dvoch atémov vodik&tblré st v kovalentnej vazbe a
vytvaraju Struktdru zobrazenu ohr. 2.40a v ktorej vodikové atdémy zvieraju uhol 135
vzhfadom k stredu kyslikového atomu. Takato konfiguwréaidomov nie je vrtochom
prirody, je to energeticky najvyhodnejSie zoskupewb vSak mozno dok&raiba
prostriedkami kvantovej fyziky. Uvedené rozlozemtiémov v molekule kD vedie k tomu, ze
tazisko kladnych néabojov je madbr. 2.40anad stredom O atdmutazisko zapornych je pod
jeho stredom. Molekula vody je teda elektrickym ddiggn s dipélovym momentom
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6,14.10%° C.m. Medzi beznymi molekulami v prirode je to malla s najvasim
dipélovym momentom a k&e dipélovy moment duje elektrické viastnosti dipolu, je
aj jej elektrické pbsobenie jedno z najsilnejSidblektrické dipblové momenty
nieka’kych molekul st uvedené v tdlie 1.

105°3' H0

N aU0s R0

H) COgl
O 3 4G @ D
© Q % Cr 73 Q)
a) "
Obr. 2.40
TabuPka 1
Molekula Dipp"?'fég(rgf)nrsent
H.0 6,14
CH:OH 567
NH; 4,77
HCI 3.44
Co 0,33

O vode je zname, Ze je najlepSim rozjadom réznych soli. Ak do nej nasypeme
kuchynski sb, déjde k procesu, ktory chemici nazyvaglektrolyticka disociacia
Molekula NaCl sa rozpadne na iény Na CI. Stane sa tak poctiakom intenzivneho
chaotického dorazania molekdl vody na molekulu, sktiorej ibnova véazba nakoniec
povoli a molekula sa rozpadne. Vzniklé fragmentyogamzite obalené molekulami
vody (dipdlmi) a vzniknd hydraty ako redbr. 2.40b Dipdly sa otdia svojimi kladnymi
polmi k iénu CT a zapornymi k iénu Na

Lekari vystrihaju pacientov s vysokym krvnym tlakpned priliS slanymi jedlami. $o
v elektrolytochTudského tela vyvolava vznik hydratgch "strapcov' pozostavajucich
z viac ako 30 molekul vody na jeden ion"N# zvy3Suje prevodnenie organizmu a vedie
nasledne k vysokému krvnému tlaku.

Tento Uvod je dostatoym motivom k potrebe analyzy potencialu a elekéim
pola dipélu. Uvazujme teda elektricky dipél gacbbr. 2.41 V bodeP bude potencial
dany superpoziciou potencialov jednotlivych nabpjeda

v(r) =L(i——1j (2.110)
Ameg\ry 1y
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Pomocou kosinusovej vety m6zeme vzdialengsdir, naobr. 2.41vyjadrit’ vyrazmi

2 2
= r2+(£) -rdcosd =r 1+(i) 9 e
2 2r r
2 2
r,= r2+(£) +rdcosd =r 1+(i) +9 cow
2 2r r

Iy

2
42

Obr. 2.41

Ak zoberieme do Uvahy podmienkulkej vzdialenosti, teda ak

E«1
r

potom &len (@d/2r)? pod odmocninami poslednych vyrazov mézeme opmdingtke
zanedbéa pre recipréné vzdialenosti pisa

ile (2.111a)
I

oy 1—?cosz9

i (2.111b)

Vyrazy (2.111) rozvinieme do mocninového MaclLauvine radu potla mocnin
X = (d/r)cosd, t. .

=1¢%x+—x2¢... (2.112)

a obmedzime sa na prvé dilany. Takto dostaneme priblizné vyjadrenia
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Dosadenim tychto vyrazov do (2.110) pre potenm&taheme

V(r)= qdcosf =P Coi (2.113)
4ATiegr 4 r
alebo v tvare
v =—Pr_ (2.114)

3
4ATiEr

Potenciél dipélu klesa so vzdialerios ako funkcia 1f a zavisi od uhla? na rozdiel od
bodového naboja, kde pokles je & samozrejme bez uhlovej zavislosti.
Intenzita pdia dipolu podla vz’ahu (2.99) je

graép—';j (2.115)

E(r):—grao\/(r):—4i£ .

0

Gradient z vyrazu v zatvorke vygitame tak, Ze zlomok napiSeme v tvaréirau
dvoch funkciip.r a 1f° a vyuZijeme skuténos’, ze

grad(ab) = bgrada+ a grad
teda

grad% =( p.r)gradri3 +ri3 gradpr )

Gradient v prvonglene je dany vyrazom (2.108), v druhom, kde jekonst. vektor
grad(p.r)=p grad( co8)=p grag =p

ar, =r cosd je priemet vektora do smeru vektor@. Gradient tohto priemetu je
jednotkovy vektor v smere dipdlového momentu. Psadeni vo veahu (2.115)
a elementarnych Upravach dostaneme &oyevyraz pre intenzitu elektrického fm
dipolu

E(r):L[M__P} (2.116)

angg| > 8

Vyraz (2.116) je zlozity a nepriddny, vidi¢ z neho iba to, Ze intenzita klesa so
vzdialenogou ako funkcia ¥#, ma valcovii symetriu a zloZitG uhlovi zavislosepsiu
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predstavu o poli ziskame, ak vo zvolenej rovinestarej lezi dipol, rozlozime pole
pozdZ dvoch suradnic. NajvhodnejSie su polarne suradnicd, ako naobr. 2.42
Z obrazka je zrejmé, ze

r=re
p=pcosde — psinde,
p.r = prcos?

kde e a ey su jednotkové vektory v smeroch polarnych siradbizsadenim tychto
vyjadreni do vyrazu (2.116) a po jeho Uprave dastan

E(r,d)= P 3 (2cosde + sinfey) = E (r,d)g +Ey(r,d)ey
ATE 1
kde

2pcos?
E (r.9)= 4'° - Es(r,9)=

of TE T

p sind
3

(2.117)

Absolitna hodnota intenzity

E=yE’+E} =—F—[3cod9 +1 (2.118)

ATiEr

Obr. 2.42

Zo vztahov (2.117) a (2.118) vidno, Ze pre danu vzdiaé®intenzita maximalna
na osi dipdélu pre? = 0,1, ma smer dipélového momentu d’kest’

E =E=—P— E, =0 (2.119a)
21Er

a v prignej rovine, pred = 12
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E =0 Ey= E=—P— (2.119b)
ATEr

a ma smer ogay ako dipélovy moment [porovnaj vyrazy (2.119)ysazmi (2.21)]. Pole
elektrického dipélu je znazornené &ilyami naobr. 2.43 V bezprostrednej blizkosti dipélu
vztahy (2.116) az (2.118) samozrejme neplatia, a pr@to pole nie je zobrazené.
V tejto oblasti ho treba gttat’ ako pole dvojice bodovych nabojov tak, ako to bolo
urobené v odseku 2.2 a zobrazen®loa 2.6

Nakoniec treba povedaze pojem elektrostaticky dipdl je jednym zo zékigch
pojmov, na ktorych je vybudovana teéria dielektrik.

Obr. 2.43

2.9.2 Energia dip6lu v elektrostatickom poli

Odhliadnuc od vlastnej energie dipélu, kazda zmeha orientacie vo vonkajSom
elektrickom poli je spojena s vykonanou alebo poijapracou. Kazdej orientacii dipélu
v homogénnom elektrostatickom poli prislicha istéepcialna energia. Pri vSeobecnej
orientacii v poli ako nabr. 2.44je jeho potencialna energia

W=qV-qV-AV)= & V
kdeAV = —-EAx = —El cosp. Z obrazka vidig, Zeql = p, teda
W = - pEcosp =-p.E (2.120)

Dip6l mav poli maximalnuenergius hodnotou,.,= pE ak mieri proti smerupola (¢ = 11).

Ak ¢ =172, vtedyW = 0, a akg = 0 energia je minimalna a ma hodnbty;, = pE. Zo

stavu s maximalnou energiou v labilnej polohe sknyalipdl méze preklogido stavu
s minimalnou energiou a tento stav jefpséabilny.
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\Y V- AV

X X +AX X

AX

Obr. 2.44

2.9.3 Silové U €inky elektrostatického po Fa na dipd6l

V homogénnom elektrickom poli posobi na dipél dvajsilF = +qE na ramene,
ktorého dzka sa rovnaldke dipdlu potlaobr. 2.45 teda silovy téivy moment

M = Fl sing =qEl sing = pE sing
alebo vo vektorovom tvare
M=pxE [N.m] (2.121)

Na dipdl orientovany v smere alebo proti smeriiap@ = 0, ) nep6sobi ziadny tivy
moment, tedaM,, = 0. V kolmej polohe ¢ = 172, 3W2) na dipdl pdsobi maximalny
momentM,,.x = PE. Volny dipél sa teda v homogénnom poli &tdo smeru tohto ga
a tato poloha je ptestabilnad. V homogénnom poli na dip6l nepdsobi rigattansléna
sila.

*q F*=qE

F =-qE -q
Obr. 2.45

Ak pole, v ktorom sa dipdl nachadza, je nehomogépdsobi n& okrem t@ivého
momentu aj transtaa sila, ktora ma tendenciu premiestnd do miesta, kde je absolitna
hodnota intenzity pa v&sia. Ak dipél smeruje pod silodiary v smerex ako na
obr. 2.46 potom na kazdy z jeho n&bojov pdsobia dvetn@sily, ktoré sa W&os'ou
nepatrne liSia, takZe vysledna pdsobiaca sila
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Fe=GE(x+d) - gE( 3= I B( *d - K )= qg’(d%x

E() E(x+dx)
e p = qdxi s E.i
. © x
4 dx *q
Obr. 2.46

Sila je umerné siinu priemetu diplového momentiglx do smerw a zmene intenzity
na jednotku t¥ky dE/dx, teda gradientu-ovej zlozky pda. VSeobecne mozno napisa

F, = p.gradg, (2.122)
Podobné vyrazy platia aj pFg aF,. Vo vektorovom tvare
F =(p.grad)E (2.123)

Ak sa vdny dip6l ocitne v nehomogénnom poli, n&étsa do smeru siftary a bude sa
pohybova pozd? nej, aZ skoki na zdrojoch pka.

2.10 MULTIPOLOVY ROZKLAD POTENCIALU

Predpokladajme, Ze v nejakom objemg rozlozeny naboj s objemovou hustotou
p, celkovy integralny naboj méze byenulovy, ak pdet elektronov a protdénov je
rozny, alebo aj nulovy, ak je &t rovnaky. Také zoskupenie nabojov méze predstvov
chemicky radikal alebo zlozitd molekulu. Budeme zmujima& o potencial takého
rozloZenia v nejakej vzdialenostiod zvoleného zgatku O v objemer, alebo aj mimo
objemu. Situicia je ilustrovand nebr. 2.47 Poda vSeobecného tahu (2.78)
s ozn@enim poda obrazka potencial v bodkje

1 r'ydr
Vo= Ip( )
TEo R

kde vzdialenosR elementu @ od boduP pod’a kosinusovej vety

T 2 T
R:\/r2+r’2—2rr’cosﬂ :r\/l+[(r—) _2 o
r r

Vytvorme prevratent hodnof a vyraz rozviime do mocninového radu plamocnin
X = (rr)?> = (2 Ir)cosd s vyuZitim vzorca (2.112)
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P

Obr. 2.47

Ak tento zlozity vyraz dosadime do vyrazu pkg po usporiadani dostaneme

1
ATE o1

1
ameyr®

1
Ame,r?

= J'p(r')dr+ jp(r')r'cos9d+

(2.124)
+

J-%p(r')r'z(C%coszzS‘—]) ar+-

VSimnime si zvlaStnu Struktdru vyrazu (2.124). destiperpozicia potencialov, ktoré so
vzdialenogou r klesaju postupne akorl/1/r? 14* atl’., teda ako potencial bodového
naboja, potencial dipdlu, potencial kvadrupdld.aintegraly vo vyraze zavisia iba od
charakteru rozloZenia naboja v objeme a nazyvajumsanenty rozloZenia. Ak ich
oznaime postupne symbolrii;, K,, K; atd’., mozno dé potencialu jednoduchsiu formu

1 (Kl K,  Kig j
Ve = K, Ko K, 2.125
P lang\r 2 3 (2129
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Prvy koeficient (moment) K= j p(rdr=Q
T

je celkovy naboj rozlozenia, nazyvany tiez monogglmoment.

Druhy koeficient (moment) K, :Ip(r’)r’co&9 ar
T

udava relativne posunuti@ziska kladnych a zapornych nabojov pdzezdialenostir

a nazyva sa dipélovy moment rozlozZenia. Ak sa \ewigji7 nachadzaju iba dva bodové
nabojexq, kladny v mieste nabojového elemeptlr vo vzdialenostr ' = d/2 a zaporny
otoceny o 180, potom koeficient

KZ:Q%CO&9+(_Q)% COSt[ 419) =qd cof8 = p ces

Vidime, Ze v pripade dvoch bodovych nabojojepriemet dipélového momentu do
smerur.

Treti koeficient (moment) K, = %J' p(r')r'2(3c05219 —1) o
T

charakterizuje kvadrupoélové rozlozenie naboih at

Ak sa v objemer integralny naboj rovna nule, teda ak ide napreatndinu molekulu,
v tom pripadeK; = Q = 0 a vysledny potencial bude dany radom bez pryééna.
V pripade, Ze nas zaujima iba potencial vikepvzdialenostr, moznocleny s mocninami
vy38imi ako 1" zanedb& Pole v tomto priblizeni je fom dipélu. Ak méa rozloZenie
vySSi stupg symetrie a jeho dipélovy moment je nulovy, potoenumovy modze bty
kvadrup6lovy moment a vo ikej vzdialenosti bude potencial dany zavistns 14° atf.
Kvadrupodlové rozloZzenie nabojov je napr. také, taZiska Styroch rovnako Keych
zoskupeni so striedavymi znamienkami su rozlozengreholoch Stvorca. Kvadrup6lové
pole a jemu zodpovedajuce silové pdsobenie je uinivgemné a v mikrosvete
ovplyviiuje také efekty, ako je napr. hyperjemna Struktspektralnychciar — pojem,
s ktorym s&itatel’ stretne v atbmovej fyzike, pripadne v kvantoveghamike.

2.11 POTENCIAL A POLE ELEKTRICKEJ DVOJVRSTVY

V praxi sa vyskytuje eSte jedno rozloZenie elekirah nabojov, ktoré si zaslizi
nasu pozornas Su to dve viEmi blizke nabojové vrstvy s rovnakolkeu, ale op&nou
ploSnou hustotou nabojao. Ako priklad mozno uvigs plastovd foliu, ktorda bola
zelektrizovana tak, Ze na svojej jednej strane faélry a na druhej strane zaporny
naboj. LepSim a prakticky vyznamnejSim prikladomejektricka dvojvrstva, ktora
vznik& pri polarizacii elektréd galvanického zdrajapr. oloveného akumulatora.
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Bez toho, aby sme na tomto mieste podrobnejSie akigiektrické pochody, ktoré
prebiehaju vo vnutri akumulatora, uvedieme ibaprepovrchu kladnej PbOelektrédy
nabitého akumulatora sa vo vodnom roztok8® vytvori monomolekularna vrstva aniénov

SO,” a pri zapornej Pb elektrode vrstva katidnovtak, ako to vidié naobr. 2.48a Takto

vytvorené dvojvrstvy na obidvoch elektrédach vyajardva potencialové skoky, ktoré
v si&te ukuju elektromotorické napétie jednélithinku akumulatora. Nabr. 2.48bje
plnouc¢iarou znazorneny priebeh potencialu vo vnuitri réintlanku od jeho kladnej po
zapornu elektrédu. Hrabka kaZzdej z dvojvrstige velmi mala, radovo molekularnych
rozmerov, takZze intenzita elektrickéholpde ~ U/l je ved’'mi vysoka a dosahuje hodnét
10° — 16 V/m. Prerusovanodiarou na obrazku je znazorneny priebeh potencialu n
nenabitontlanku v okamihu jeho pripojenia na nabijaci zdroppétim ~2,1 V.

+ u=21Vv =
? | ?
1+, N
I+ (=1 -
|- SO4
-k
i+
I+ |-
I+ ]-1
a) | Poo, | HSO,
i+ +H,0
1+ |-
I+ -1
e
! |
i+
1+ |-
I+ [-1
o
+ |
| |
| |
| |
V — .
I ~|
I I\\
| | NS
| | S
[ | S e
= | >
b u=21v '} ~
I | ~
—_— | — s
I I
I I
PR A L
Obr. 2.48

Venujme sa teraz analyze potencialu dvojvrstvy pt@a@jlicej z dvoch rovnakych
pléch S, ktoré si umiestnené blizko seba vo vzdialenostid’la mensej ako linearne
rozmery vrstiev, \d@’ obr. 2.49a Kazda z vrstiev nesie ploSny nahioj(ry), kder, je
polohovy vektor miesta na vrstve. Podobne ako smedvojicu bodovych nabojov
zaviedli dipélovy moment, mézeme pre dvojvrstvuieai/ploSny dipélovy moment

p'(ro) = a(ro)l (ro) (2.126)

V praxi mame ndjstejSie ddinenia s dvojvrstvami, ktorych absoldtna hodnota
dipélového momentp’ je konStantna. Takéto dvojvrstvy nazyvame homogénn
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Uvazujme element dvojvrstvy s nabojovymi elementiodS, ktoré su zv&Sene
znazornené nabr. 2.49b Elementarny prispevok k potencialu vo vzdialendge

av

_ Ods[i_ij- ouS B-y
4ne, aney rf;

[

nor;

Obr. 2.49

S vyuzitimobr. 2.49bmozno pre’ » | pis&
r, —r{ =l cosd a ry5=r

Ak okrem toho uvazime, zeSkos? = dS, je priemet plosky 8 do roviny kolmej na
smerr' a ze

5 o
rl

je elementéarny priestorovy uhol, pod ktorym vitd@6sku ¢ teda uvazovany element
dvojvrstvy, z bodP vo vzdialenostr’, potom elementarny prispevok k potencialu

av = a COSz92dS= 1 p’ﬁgz—l p'dQ’
ane, r' aney  r'c 4mg,

Vysledok mbzeme integrovecez cely priestorovy uhdD, pod ktorym vidime vrstvu
z boduP daného polohovym vektoroma vysledok vyjadtiv nasledovnom tvare

1
ane,

V =

j pdQ’ (2.127)
Q

Tento nevinne vyzerajuci integral méze’wel'mi zloZity, ak si uvedomime, Ze dip6lovy
momentp' a nasledne aj@ su funkciami polohy na dvojvrstve. Na&stie, v praxi sa
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vyskytujace dvojvrstvy su vo ¥dine pripadov homogénne s jednoduchou geometriou
(rovina, giova plocha a pod.). V takych pripadoch mof\aspod integralu vybra
a dostaneme

v=—L_[do
ane,
Q
Pre ilustraciu uvedieme dve prakticky délezité davstvy: rovinna, nekonme vé’ka
dvojvrstva a gliova dvojvrstva, v obidvoch pripadochgé= dl = konst.
Pre rovinnd, nekorsme veé’kd dvojvrstvu potla obr. 2.50av fubovd’nom bode
vpravo od nej je potencidl

v, =2 (2.128a)
28,
a vlubovd’nom bode Vavo od nej
v.=-F (2.128b)
28,

m
o

+ + 4+ + + 4+

S

Obr. 2.50

pretoze dvojvrstvu zo vSetkych bodov vpravo vidipge uhlomQ . = 2 a z bodov
vlavo, pod uhlomQ _ = -2t Potencial je teda konStantny vpravo #awo. Rozdiel
potencialov alebo napéatie na dvojvrstve
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u=v,-v.=P =9 (2.129)
& &o

To je ale znamy vyraz pre napatie medzi dvoma rekgymi rovinami nabitymi ploSnymi
nabojmi to. Intenzita pda v dvojvrstveE = dlg. Vyrazy (2.128) a (2.129) platia
priblizne aj pre roviny korimych rozmerov, ak sa zaujimame o potencialy bodiaikch

k dvojvrstve. V bodoch bezprostredne na oboch atfamlvojvrstvy vyrazy platia presne
pre 'ubovd’né rozmery a tvar. Pri prechode cez dvojvrstvu stenzial vzdy meni
o hodnotuw'/&.

Gurova dvojvrstvu naobr. 2.50bvidime zo vSetkych vonkajSich bodov pod
priestorovym uhlomQ = 0 a zo vSetkych vnutornych bodov pod priestorowjmom
Q = —4m Potencidl z vonkajSej straiiy = 0 a vo vnitriV_ = —p'/&. Pri prechode cez
dvojvrstvu sa aj v tomto pripade potenciél mepf/e&, a to je stiasne napétie na vrstve.
Takato dvojvrstva modeluje nabity lpvy kondenzéator, alebo napriklad aj béma
membranu biologického tkaniva.

Zaverom mozno povedaze pojem dvojvrstvy je uzitmy v takych pripadoch, ke
pri ploSnom rozloZeni ogaych nabojov je dbleZity potencidlovy skok medzigbiami,

a nie elektrické pole.

2.12 ROTACIA VEKTOROVEJ FUNKCIE.
DIFERENCIALNE OPERATORY POLI

2.12.1 Rotacia elektrostatického po la. Stokesova veta

Pri definovani potencialu elektrostatickéholaosme zistili zavazni vlastrnibs
elektrostatického d@a, Ze praca pri prenose naboja fudbovd’nej uzavretej drahé
v elektrostatickom poli sa rovna nule, teda Zegrékintenzity pda po tejto drahe sa
rovna nule

§>E.d| =0 (2.130)

O tejto skuténosti sme vyhlasili, Ze vyjadruje zakladnu vlasthekektrostatického ga
a jej zavaznasje porovnaténa s Gaussovym zakonom. Mézeme si pdladvnaku
otazku ako pri zavedeni divergencielacti vyraz (2.130) nevyjadruje nejaku lokalnu
vlastnos pola vIubovd’nom jeho bode. Vyraz skutoe vyjadruje jednu vliastnopada,
ktora slvisi s jeho rotaciou. Prv nez ju sformuhge posidime niektoré dolezité
vlastnosti drahovych integralov typu (2.130), pubovd’né vektoroveé pole.
Predpokladajme, Ze v priestore je definovana nejekforova funkcigE(r), pricom
tento symbol nemusi vyjadrowantenzitu elektrostatického pa, ale l'ubovd’nu
matematick( funkciu, ktora Ba Standardné podmienky pozadované vo fyzike — tsoji
a diferencovafinos’. Drahovy integral typu (2.130) sa v matematickigratire nazyva
cirkulaciou vektor& a budeme ho ozoava’ C, teda
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c=§3E.d| (2.131)
|

Hodnotu cirkulacie mbézeme vypitet’ aj tak, ze drahli premostime spojkoly,, ako na
obr. 2.51a takZe vzniknl dve uzavreté dréhyal,. Treba si uvedonij Ze ani draha,
ani premostenie nemusia |€2arovine nakresne. Po kazdej z takto vzniklychveegch
drdah mbzeme vypidtat’ cirkulaciu pri zachovani smeru obehugé&tcirkulacii

cl:§E.o||1 a C,=§Ed,
L i

2

Obr. 2.51

sa rovna cirkulaciC, teda

c:q+g:§>E.d|l+§E.d|2
I, I

Na spol@nom usekuly, integracie jednym a druhym smerom sa tieto prikpev
k jednotlivym integralom navzajom ruSia. V deleni6zame pokréova® dalSim
premostenim ako nabr. 2.51b,&im vznikna Styri uzavreté drahy, po ktorych s&edd
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cirkulacii tiez rovn&C atd’. Po dostatétne v&kom mnozstver() deleni vznikne sitako
naobr. 2.51ca cirkulacia

c:Zn:{nz.oui (2.132)
|

Cleny tohto radu sa zmen3uji so zvySovanjmpretoZe sket sa rovn&C. VSimnite si, Zze
postupné delenie drah prebieha na nejakej pl&cktord ma tu vlastndsze jej hranicu
tvori uzavreta krivka, ale in& ma plocha v priestorubovd’na formu a vékod’, pretoze
vznikla ako désledok istého, v podstdigbovd’ného, spbsobu nasSho delenia. Kazda
uzavretd drahé obopina pléskug s nejakou orientaciou v priestore a tato orientaci
mézeme vyjadti ploSnym vektorons.

Ak budeme v deleni poktava’ do nekonéna, jednotlivé drahy sa skracujd na nulu
a obopinaju stale lepSie definovany bod.I'Z& zodpovedajlce cirkulacie budl kigsa
k nule, a teda nepredstavuju ta informéaciu, po djt@atrame. K nule vSak klesaju aj
pléSky, ktoré drahy obopinaju, to znamend, tadhnou vetiinou by mohol by limitny
pomer cirkulacie a plochy, pri &snom poklese obidvoch w#h k nule. Vynasobme
a sitasne vydeme teda jednotlivéleny radu (2.131) plochartyj, takze dostaneme

) {)E.dli
c=>4t — 5 S

i=1

Ak v tomto vyraze ufime limitu pre nekonmy paiet deleni, teda pr§ - 0, resp.
k nekonéne malej velline dS, prejde suma na ploSny integrél po plo&eda

c:j im 1——as (2.133)

Pri interpretacii tohoto vyrazu ndm méze podlidhbr. 2.51d na ktorom je zobrazeny
vybrany plosny elementipo nekonénom deleni plochys. Jemu odpoveda vektor
dS =nydS, kde ny je jednotkovy vektor normdly k pléSke v orientagiiavot@ivej
skrutky. Zlozitd funkcia pod integralom musitby skut@nosti priemetom nejakého
vektora do smeru normaly,. Tuto vektorovd funkciu nazyvame rotaciou vektajov
funkcieE, ozn&ujeme "rotE" a jej definEnym vyrazom je

{)E.dl

— i J
no.rotE—Islin0 S (2.134)

Na zéklade uvedenych avah, mézeme vyslosledovnu definiciu rotacie vektorovej
funkcie:
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Rotacia vektorovej funkcigé (rot E) v nejakom bode priestoru je vektor, ktorého
priemet do smeru jednotkového vektagge dany limitnym pomerom cirkuladie

vektorak (drdhového integréluﬁ E.dl ) po obvode l'ubovdnej plochy S kolmgj
|

nang a vekosti plochy S, ak S 0, teda

{)E.dl

— lim J
no.rotE—Islin0 S (2.134)

Uvedena definicia ma nedostatok, pretoZze neudavanaer, ani vékos' vektora

rotacie, iba jeho priemet do smeru normdly k zve|grldSke. Tento priemet je viac-
menej 'ubovd’ny, pretoze zavisi od naSej by orientacie plochy. Ak budeme vo
vyraze (2.134) metliismer vektoran,, teda v skuténosti menf orientaciu plosSkyS,
a tym aj priestorovu orientaciu jej hranej ciary |, bude integral pod limitou nadobdda
r6zne hodnoty, ptom existuje jedna taka orientacia, Ze limita vyijgzmaximalna. Priemet je
teda smer vektora rotacie je rovnaky aid([no| = 1) a vékos’ jeho priemetu sa rovna
verkosti vektora rotacie.

Ak teraz vyraz (2.134) vynasobime S grejde na tvar

§E.d|

rotE.dS = lim- ds
s.0 S

a po jeho integracii na ploctgdostaneme

§E.d|
c= j rotE.dS = [ lim——ds (2.135)
L Ssﬁo S

Porovnanim posledného vyrazu s vyrazom (2.131)adeste jednu z integralnych viet
tedrie vektorového ga

E.dl = | rotE.dS (2.136)
pe=]

ktord sa nazyvé&tokesova vetdSir Georg Gabriel Stokes (1819 — 1903) — anglicky
matematik a fyzik]. Pokth Stokesovej vety existuju dva rovnocenné spOsoimpdiu
cirkulacie vektoré& po uzavretej drahle

1. vychadzajuc z hodnét funkdienaciarel;

2. vychédzajuc z "virovosti" funkcik (rotE) nalubovdnej plocheS ohrantenej
giaroul.

Casto sa tiez hovori, ze pouzitim Stokesovej vetymogremeni drahovy integral
pola na plosny a naopak.
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V priebehu mnohych rokov prednaSok som dospel kn@om, Ze Studenti majtiazkosti
s chapanim pojmov ako su rotacia, divergencia digmg a nerobim si iluzie, Ze gftani tohto
textu to bude inak, a Ze vSetko bude okamzite jasm&Sak jasné, zetah (2.134) nie je vhodny
na priamy vypoet rotacie vektorovej funkcie. Na to treba cellhvairobt’ znovu pre funkciu
zadanu v konkrétnom suradnicovom systémel, Ziapoznam matematick( préku, v ktorej by
problém diferencialnych operacii typu divergengeipadne rotacie, bol na drovni zakladného
kurzu fyziky uspokojivo podany a bolo by A@ldnené fyzikalne chapanie matematiky. Elegantny
vyklad pojmov divergencia a rotacia mozno waysu¢ebnici "Electricity and Magnetism —
— Berkeley Physics Course" od nobiteNobelovej ceny Edwarda Millsa Purcella citovanej
v zavere tejto &ebnice.

Nuz ale vrdme sa k fyzike! Ak plati wah (2.130), potom zo Stokesovej vety
plynie, Ze

jrotE.dS= 0
S

a to polubovdnej plocheS s jedinou hrainouciaroul. To je mozné iba vtedy, ak

(2.137)

v kazdom bode priestoru, v ktorom je elektrostatipiole definované. Vyraz (2.137) je
hradany lokalny veah, ktory hovori, Ze elektrostatické pole ma nulostiéciu, je to pole
gradientové, pole Zriedlové, ktoré nema uzavrdt€iary. Treba poveda Ze elektrické
pole ktoré vznikne pri elektromagnetickej indukopisanej v kapitole 7 uz nebude
poom Zriedlovym, jeho rotécia je totiz nenulova. Gtainé pole je pbom s nulovou
rotaciou. Naopak, magnetické pole je typickym vimmavpd’om, pdom s nenulovou
rotaciou. Drahovy integral takéholjposa nerovna nule. Viac sa problematike poli slogou
rotaciou budeme venova kapitole 0 magnetizme a elektromagnetickej iraiiuk
Rovnica (2.137) je tiez jednou z Maxwellovych ravpie statické elektrické pole.

2.12.2 Rotacia vektorovej funkcie
v pravouhlych suradniciach

Predpokladajme, Ze vektorové pole jeéamé funkciouE(x, y, 2) a v pravouhlych
suradniciach je danfiaral ohranéujuca nejaku vSeobecnl plocBypod’a obr. 2.52 na
ktorej je definovana funkcia r@&. RozloZme tato funkciu do zlozZiek

rotE=rot Ei+rot, Ej+rot Ek
Vektorovy ploSny elementSirozlozme takisto do zloziek
dS=dSii +dS,j +dS k
Vytvorime skalarny stin

rotE.dS = rot E dS, + rot, E dS; + rot, E dS,

97



premietneme ploch8 do rovinyz xzaxy, ako naobr. 2.52a priemety plochy oziane
postupnes,, S, aS,. Z obrazka vidime, ze

ds, = dydz ds, = dxdz ds, = dxdy

Cirkulaciu vektoraE po drahd mdZzeme na jednej strane vyjadako integral rotacie
vektoraE po plocheS, teda

C=J-rotE.dS=jrothdSX+.[rotyEdS/+J. rot EAS
[ S S

y z

Ey(x,y,z+dz)
—

dc,

dS,=dydz

‘ E (x,y+dy,2)

Obr. 2.52

a na druhej strane akocet troch cirkulacii po obvodovyatiarachly, 1y, 1, jednotlivych
priemetovs t. j.

c:jﬁdcx+§do,+§5dq
I I I

Elementarne cirkulacie@, dC,, dC, su cirkulacie po nekodee malych obinikoch
dydz, dzdx, dxdy, z ktorych prva je zv#&ene zobrazena oér. 2.52 Porovnanim poslednych
dvoch vyrazov vidime, Ze plati

rot, E dS, = dC, (2.138a)
rot, E dS, = dC, (2.138h)
rot, E dS, = dC, (2.138c)
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Vypogitajme elementarnu cirkulacilCd Z obr. 2.52vidime, ze
di=[E (x y+dy, 2 -E (x y, 9ldz- [E, (x,y, z+ d) —E, (x, y, D]dy

Vyrazy v hranatych zatvorkach sd nekomé malé prirastky-ovej zlozky E v smere
y ay-ovej zloZkyE v smerez, teda

oE 0E j [6E 6Ej
dC, =| 2 dydz—— dedy| =| 2 -—L
X (ay & 0z & dy 0z S

Ak porovname tento vyraz s vyrazom (2.138a). Vididex-ova zlozka rotacie vektora
E ma tvar
oE
rot, E = 9, Ty

(2.139a)
dy 0z

Ak td istd Gvahu urobime pre cirkulacie vo zvySnybloch sdradnych rovinach alebo
cyklickou zamenou slradnic, dostanefravl az-ovu zlozku rotaci€e v tvaroch

rot, E =E—E (2.139b)
0z  oOx
oE
rot, E=—2> _9& (2.139c¢)
ox oy

Vektor rotacie intenzity elektrického pev pravouhlych stradniciach ma teda tvar

O0E O0E
rotE(x,y,z)=(E——yji+(E—E)j+(—y—aijk (2.140)
dy 0z 0z 0x ox oy

Vyraz pre rotéciu séasto zapisuje vo formalnom tvare determinantu

[ ik
rotE(x,y,z)=% aiy ai (2.141)
E, E, E

Skutanog’, Ze rotécia elektrostatickéholiosa rovnéa nule, vyjadrena rovnicou (2.137),
moze teraz biypre pole dané v pravouhlych suradniciach vyjadrgmazom

oE oE
[E__yji{ﬁ-ﬁjj{—y—ﬁjk:o (2.142)
dy 0z 0z 0x ox oy

alebo vo forméalnom tvare
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i
9

=0 (2.143)

X
nglem
m Q’|an

9
EX Z|

Diferencialne operacie gradient, divergencia adiat& skalarnom a vektorovom
poli v pravouhlych, cylindrickych a sférickych sdraciach su zhrnuté v tabke 22.

2.12.3 Diferencialne operatory vektorovych poli.
Poissonova a Laplaceova rovnica

Pri odvodzovani takych zékladnychtehov elektrostatiky, ako je ¥ah intenzity
elektrického pBa a potencialu, Gaussov zékon v diferencialnom etvar rotacie
elektrostatického ga v pravouhlych suradniciach, sme definovali difieiéine operacie
gradient [pozri v#ah (2.101)], divergenciu [¢ah (2.63)] a rotaciu [wahy (2.140), resp.
(2.141)]. VSetky tieto operacie maju jeden spoiprys, Zze su vytvorené parcialnymi
derivaciami potencialu, resp. zloziek intenzityl@opoda siradnicx, y, z Kazdu
parcialnu derivaciu tychto funkcii (t. j. potencighlebo zloZzky pta) mozno formalne
povaZovd za sw@in predpisu o operacii na funkcii (operatora) a etmgj funkcie.
V tomto odstavci operatormi s symboly derivéciﬁtmsuradnic%,aiyaaiz, ktoré

mozno "nasolil' skalarnymi funkciami ako sV(x, y, Z) alebo naprE,(x, y, Z). Operacie

. o, . LoV, S .
nasobenia nie st komutativne napr. VyI‘-a-Za— ma vyznam x-ovej zlozky intenzity
X

T 0 P . o .
pola, ale samostatnestojaci vyraz VO_ ma vyznam ibad’alSieho operéatora. Zo
X

spominanych operatorov mozno vytYosymbolicky vektor, ak kazdy zo symbolov
derivacii postupne vynasobime jednotkovymi vektoirnp k v smeroch saradnicovych
osi a vysledky&tame. Dostaneme tak vektorovy operator

O=—i+—j+—k (2.144)

kde symbol[] sa¢ita ako“operator nabla" a bol nazvany pda starohebrejského
(podra niektorych autorov fenického) strunového hudobnéfstroja podobného tvaru.
V literatdre sa tento operator uvadza aj pod nazikamiltonov operator.

Vynasobme teraz operator nabla potencialovou funk¢isprava. Vidime, Ze tento
s(&in je vlastne gradient potencialu, t. j.

vV = gradv (2.145)

Podobne, ak operator nabla vynasobime skalarneaspiiatenzitou elektrostatickéholjao
E a vysledok porovname s vyrazom (2.63) vidime gz jdivergencia vektora, teda
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0.E=divE (2.146)

a nakoniec, ak operator nabla vynasobime vektaspkawva s intenzitou jfaE, porovnanim
vysledku s vyrazom (2.140) alebo (2.141) sa preSwesl Ze ide o rotaciu vektoia,
teda

0 X E = rotE (2.147)

Na zaklade wiahov (2.145) az (2.147) sa mdzu zakladné zakorktrektatiky nabojov
vo vakuu napigavo forme

ne=*~ (2.148)
&o
¢o je vzah (2.61) a
OXE=0 (2.149)

¢o je zase vyraz (2.137). Yah intenzity elektrostatického fm a potenciadlu (2.99)
prijme formalny tvar

E=-0V (2.150)

Vratme sa vSak eSte raz k vyrazom (2.61) a (2.99)o/é&h mozno ziskadblezity
lokéalny vz’ah medzi objemovou hustotou nabgia potencidlonV v okoli nejakého
bodu. Ak do vyrazu pre Gaussov zakon dosadimeteazitu pda jeho vyjadrenie cez
potencial potla va'ahu (2.99), dostaneme

div(— gradv) =£ﬁ
0

Po Uprave s vyuzitim ¥ahov (2.145) a (2.146) dostaneme vyraz

OOV = —gﬁ (2.151)

0

v ktorom sa objavif’alSi diferenciélny operator
0.0 = div grad =02 = A (2.152)

vzniknuty skalarnym stinom operatora nabla samého so sebou, takze

% 9% 9 _,
00= —+—+—=0°=A 2.153
ox? oy’ o7 ( )

Tento skalarny operator sa nazylaplaceov operator. Treba vSak podotkniyl ze
operatorova identita (2.152) plati iba pre opesatorpravouhlych stradniciach. Pre
funkcie dané v inych suradnicovych systémoch trebeiesto operatoral.d = A
pouziva jednoducho postupna operéciu div(grad). V t&eu23 je uvedeny Laplaceov
operator aj v cylindrickych a sférickych suradnatia
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Pomocou Laplaceovho operatora mozno rovnicu (2.hpEdpisé do tvaru

vV oV NV _ p
+ +

=-= 2.154a
x> ay? 0z° £ ( )
alebo jednoducho
av=-L (2.154b)
&o

Rovnica (2.154) sa nazyvRoissonova rovnica V oblastiach, v ktorych nie su
makroskopické naboje, teda tam, kale O, rovnica prejde na tvar

AV=0 (2.155)

a nazyva saaplaceova rovnica

Poissonovej a Laplaceovej rovnici Vadom na ich dbélezitdsa komplexnos je
venované viké mnozstvo vedeckych prac a monografii a tvorsm@dicas’ matematickej
fyziky. Z matematického pdldu su to linearne parcialne diferencialne rovuiaehého
radu, prvad je nehomogénna a druhd homogénna. Roissorovnica pri znamej
potencialovej funkcii umatlje najs priestorové rozlozenie elektrického naboja. &pga
Uloha — najg potencial zo znameho rozlozenia nabojov — je ng poh’ad zlozita. Na
nase prekvapenie, my toto rieSenie uz davno poznden® integralny vyraz (2.78) pre
vypocet potencialu naboja rozlozeného spojito v priest8vyuZzitim Greenovej vety sa
da dokazg, Ze integrél (2.78) je skutne rieSenim Poissonovej rovnite.

Poissonova rovnica vystupuje pri rieSeni mnohyetkipckych problémov fyzikalnej
elektroniky suvisiacich s priestorovym nabojom piavanym katddou elektronovakuovych
zariadeni. VyuZiva sa aj v Statistickej tedrii atdm

Laplaceova rovnica ma vo fyzike eSte SirSie uplkithea neobmedzuje sa iba na
elektrické javy. Vystupuje napriklad aj pri Studilastickych kmitov, pri stacionarnom
prudeni tepla, pri difuzii a i. VInova rovnica ahBidingerova rovnice v kvantovej mechanike
sU z matematickéhd’adiska vlastne ibs&asovym rozSirenim Laplaceovej rovnice.

Na zaver tohto odseku uvadzame v t&ieu2 niekdko matematickych vektorovych
identit s nabla operatorom, ktoréésato vyskytuju vo fyzike. SymboljyaV tu predstavuju
skalarne &, B vektorové funkcie saradnic.

Okrem identit uvedenych v takke 2, prefubovd’né funkcieV aA vzdy plati

O x (V) = rot(grad/) =0 (2.156)
0.(O0 x A) = div(rofA) =0 (2.157)
pretoZze v prvom pripade formalny vektorovyisildl x 00 = 0, a v druhom pripade

skalarny stin O-operatora s vektororl x A, ktory je na kolmy sa tieZ rovna nule.
Z tychtocisto matematickych wahov priamo plynu fyzikalne zakony:

! Pozri napr. Jackson, J. D.: Classical Electrodyosml. Wiley and Sons, Inc. New York — London
1962
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1. v elektrostatike rdE = [0 x E =0, pretozeE = {1V = —gradV

2. v magnetizme di8 = 0.B = 0, za predpokladu, 2= 0 x A = rotA.

Vektor B je ¢itatelovi uz ukite znamy vektor magnetickej indukciedge vektorovy
potencial. K poslednému vSak eSte vedie dlha cesta.

Taburka 2

(T, V — skalarne funkcied, B — vektorové funkcie)

QRY] = TOV +VOT
= TgradV + VgradT
= grady'T)
0. (VA) = V(O.A)+A. (OV)
= Vdiv A + A . gradV
= div(VA)
O x (VA) = V(O xA)—Ax (OV)
= Vrot A — A x gradV
= rot(VA)
O.AxB) = B.(OxA)-A. (OxB)
= B. rotA—-A.rotB
= div(A x B)
Ox (AxB) = A0 .B)-B(O.A)+ B.O)A-(A.O)B =
= Adiv B —Bdiv A + (B.gradA — (A . gradB
= rot(A x B)
O(A . B) = Ax([OxB)+Bx (OxA)+ B.OA+A.O)B
= A xrotB + B x rotA + (B .gradA + (A . gradB
= grad@ . B)
O.@av) = (C.Oov
= (grad . grady
= div(gradV)
= nRY,
= AV
Ox (dxA) = oo .A)-C.OA
= 0@ . A) —AA
= grad(divA) — O%A
= rot(rotA)
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Ulohy 1 — 37

1. Dva bodové néabojg; a g, si umiestnené vo vzajomnej vzdialenastN4ajdite miesto na
priamke prechadzajlicej ndbojmi, v ktorom sila péescdona treti nabaj, je nulova.

2. Vypaoéitajte priazliva silu medzi jadrom a elektronom v atome vadlika polomer atému
povaZujte hodnotu 5.18 m! Naboj proténu a elektrénu v absolltnej hodiete,6.10%° C.

3. Vypitajte klasickl obezna rychloselektronu okolo jadra v atdéme vodika! Hmothos
elektrénu je 9,1.1G% kg.

4. Thomsonov model atému predstavuje rovnomerneokerly kladny naboj v dovom
objeme s bodovymi elektronmi rozlozenymi vo vngie. Ukazte, zZe elektrén vo vnatri takejto
gule vykonava jednoduchy harmonicky kmitavy pohywmlo stredu atomu! Vyp#itajte ¢iselne
frekvenciu oscilacii elektronu vo vodikovom atdm@aovnajte ju s frekvenciami spektralnych
giar vodika! Za polomer Thomsonovho vodikového atmmuvaZzujte hodnot® = 5.10 m.

5. Povazujte atdbmové jadro za rovnomerne nabiti gunajdite maximalnu hodnotu intenzity
elektrického pta! Polomer jadraR = 1,5.10"°AY* m, n&bojQ = Ze (A — atémova hmotndsZ —
atomové&sislo, e — elementarny naboj).

6. Dana je vektorova funkcia so zlozkami v pravochlysuradniciachE, = Ky, E, =KX,
E, = 0,K = konst.

a) Vypciitajte divergenciu a rotaciu tejto funkcie a rozhid, ¢i méze predstavova
elektrostatické pole.

b) Vypasitajte dréhovy integréGE.dI medzi bodmi (0; 0) a (1; 1) po nidkych jednoduchych
drahach! Zavisi hodnota integralu od’g drahy?

c¢) N4jdite potencialovu funkciu k danému vektorowépa’u.

7. Priestor medzi dvoma koncentrickymirguymi plochami s polomerni, aR; (R, > R,) je
nabity priestorovym nabojom

Q

AN R R P

kdeQ je konStanta. Vyp#itajte:
a) celkovy naboj medzi gavymi plochami,
b) intenzitu elektrického ga ako funkciu vzdialenostiod stredu symetrie,
¢) potencial ako funkciu.

8. Isté gliovo symetrické rozlozenie naboja vytvara potencial

—ar

ge

V(r) =
(" 4ATiE o1

kde q aa su konStanty. Najdite rozloZenie néaboja, ktoréradpoveda tento potenciél — dblezity
vo fyzike elementarnycitastic a v jadrovej fyzike nazyvany Yukawov poteHcidladané
priestorové rozloZenie naboja zodpoveda rozlozeahoja v atome.

9. Pod’a kvantovej mechaniky atém vodika v zadkladnom stagezaporny naboj rozlozeny
gurovo symetricky okolo kladného jadra s hustotou
_2r

ee %
pr) = ——
8,
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kdee je elementarny nabaj, = 5,29.10"* m je Bohrov polomer a e je zéklad prirodzenyctatitgnov.
(V skutainosti o(r) predstavuje hustotu pravdepodobnosti vyskytutedek vo vzdialenosti od
jadra).

a) Dokazte, ze celkovy zaporny naboj v celom poiesie -e.

b) Vypctitajte intenzitu elektrického jfa budent atbmom ako funkciu vzdialenoshd stredu
symetrie za predpokladu, Ze protdn predstavuje Wodéaboj v strede symetrie.

c) Vypoiitajte potenciél ako funkciu

d) Znazornite priebehy intenzity a potencialu grafi

10. Molekulu vody moZno povaZovaa elektricky dipl s momentom= 6,14.10%° C.m:

a) Za predpokladu, Ze takyto dipdl je tvoreny bganivnabojmite, najdite jeho t#ku.

b) Najdite intenzitu elektrického pa takého dipélu vo vzdialenosti 32am na osi dip6lu
a kolmo na jeho os.

c) Najdite maximalnu silu, ktorou dipél pésobi radikovy i6n vo vzdialenosti 3.70m.

d) Najdite elektrickd silu medzi dvoma molekulanbdy, ktorych elektrické dip6lové
momenty leZia na priamke spajajlcej stredy molekadialenos dipélov je 5.10° m.

11. Tri ndboje -g st umiestnené vo vrcholoch rovnostranného tropikals dzkami strara
a naboQ je v jehotazisku.

a) Odvaf'te vyraz pre silu, ktora pdsobi na jeden z nabemwrite smer tejto sily.

b) Odvaflte vyraz pre interall energiu tejto ststavy nabojov.

¢) Aky musi by vztah medzi hodnotangj a Q, aby sila pésobiaca na nabgj bola nulova?
Je tento systém elektrickych nabojov stabilny?

12. N&bojq = -5.10° C je rovnomerne rozloZeny na kruZnici s polomerf@m 10 cm.
Vypocitajte vzdialenosna osi kruznice, v ktorej je intenzita elektrickgbd’a maximalna. Aka je
intenzita v tejto vzdialenosti?

13. Dva bodové néboj® a —Q sl umiestnené vo vzajomnej vzdialenosti Zypositajte tok
intenzity elektrického g kruhovou plochou polomef ktorej stred lezi na polatiej vzdialenosti
nabojov a plocha je kolma na spojnicu nabojov.

14. Vypitajte potencial v strede Stvorcovej dosky so stwas nabitej ploSnym nabojom
o= konst.

15. Potencial vo sférickych sdradniciach je dany zgra

acosd b
V(p! ¢! 19) = r2 +?

nezavisi od suradniag a ab su konstanty. Najdite zlozky intenzity elektrickéhd’a.

16. Nekon&nd rovinnd vrstva hrabka je nabita objemovym nabojom= konst. Vypditajte
intenzitu elektrického dia a potencial Yubovd’nom bode priestoru. Znazornite priebehy potencialu
a intenzity graficky.

17. Na nekoneénej rovinnej ploche nabitej ploSnym nébojam= konst. je nekorima vrstva
hribky a nabita objemovym nabojom= konst. Vypditajte intenzitu elektrického pa a potencial
v fubovd’nom bode. Znazornite priebehy potencialu a intgrgriaficky.

18. Plosna hustota naboja na tenkom kruhovom diskolemeromR je dana funkciou
o = Ar, kdeA je konStanta a je vzdialenos od stredu disku. Vypgtajte intenzitu elektrického
pora a potencial na osi disku.

19. N§jdite potencial na okraji tenkého dielektrickédisku nabitého ploSnym néabojom
o = konst. Polomer disku j&.
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20. Dané je sféricky symetrické rozlozenie objemovéhboja s hustotou
p=Ar pre 0<r<R
p=0 pre r>R
Najdite potencial a intenzitu elektrickéholpako funkciu vzdialenosti od stredu symetrie.

21. Dana je potencialova funkcia

- A a
amne,

kde A a a su konStantyr je vzdialenos od stredu symetrie. Najdite objemové rozlozZenigoje
ktoré budi takyto potencidl.

22. Potencilelektrickéhopol'a vo vnutri nabitejgule je danyvyrazomV = ar? + b, kder je
vzdialenos od stredu guleg, b su konstanty. Najdite objemovi hustotu nabojali gu

23. Potencial nejakého elektrickéholpge dany vyrazom
V=axy-2)
Najdite priemet vektora intenzity elektrickéholpoE do smeru vektora =i + 3k v bode
M(2; 1; 3).

24. Dva néboje € a 10, (Jai| < [|) st rovnomerne rozlozené na koncentrickycfogych
plochach s polomermi, ar, (r; < ry). VypcZitajte intenzitu elektrického ffa a potencial ako
funkcie vzdialenosti od stredu symetrie. Aky budéemcial vo vékej vzdialenostr » ry, r,, ak sa
gura s polomerom, posunie o mali vzdialenbgk v smere osk?

25. Dva nekonéne dlhé priamkové néaboje su ulozené paralelne afumej vzdialenostl.
Hustoty nabojov na priamkach stil. Najdite potencial v kolmej vzdialenosti od osi
priamkovych nébojov pre » d. Vypcéitajte intenzitu elektrického fa vo vzdialenostir.
Uvedené rozlozenie nabojov sa nazyva priamkovyldip6

26. V cylindrickych suradniciach je dana priestordwéstota naboja
p=0 pre r<a
o) =kir pre r>a

kde k aa su konStanty. Hustota naboja nezavisi od surad@e. RieSenim Poissonovej rovnice
urcite potencial ako funkciu.

27. Nekoneéne dlhy pasik Sirky 2 je nabity ploSnym néabojom tak, Zeltes’ naboja zavisi
iba od suradnice paralelnej so Sirkou pastar.(27), tedaoc= o(y). Najdite vyrazy pre zlozky
vektora intenzity elektrického pa vI'ubovd’nom bode. Uvazujte dva pripady:

a) o= o = konét.,

b) o= o sin(2W )y, kde s, aA su konstanty a — .

28. Dve nekonéné kovové roviny st umiestnené planparalelne. Nméeh st nabojg; ag,
na jednotku plochydbr. 28. Najdite ploSné hustoty nabojov a intenzity aliekého pda.

29. V rovinexy (z= 0) je dany potencial ako periodicka &bdkova funkcia poth obr. 29
RieSenim Laplaceovej rovnice najdite potencial akik€iu suradnic. Phdany potencial nezavisi
odza prey — oo klesa k nule.
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Obr. 27 Obr. 28

30. Molekula kyseliny stnej je umiestnena v Zatku suradnic tak, Zze os H-CI je totozna
s osouy (obr. 30). Aky je smer a vikos' intenzity elektrického fg@ v bodeA na osix vo
vzdialenosti 10° m a v bodeB na osiy v tej istej vzdialenosti od Zimtku stradnic? Dipélovy
moment molekuly HCl je 3,44.18 C.m a smeruje od Cl k H.

y
B
y
a
Vo 2
0 . A X
Obr. 29 Obr. 30

31. Elektricky dipél s momentorm, sa nachadza vo vzdialenostdd dip6lu s momentom,
(obr. 31). Vypitajte vzajomnu (interaid) energiu obidvoch dipdlov.

Obr. 31
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32. Molekula s dip6lovym momentom je vo vzdialenostr od nekonéne dlhej priamky
nabitej dZzkovym nabojomi. Vypotitajte silu a moment sily pdsobiace na dipdl, ak:

a) vektorp je kolmy na priamku,

b) vektorp je s priamkou paralelny.

33. Dana je konfiguracia nabojov mdr. 33 nazvana linearny kvadrupdl. Najdite potencial
vo vzdialenosti od centralneho nabojalubovd’nom smere. Platf:» d.

34. Dvojvrstva v tvare kruhu s polomerdfma dipélovy momenp' = konst. vektor v smere
rotaénej osi kruhu. Vypditajte potencial a intenzitu elektrickéholpama osi kruhu.

35. Polpriamka je nabita nabojomna jednotku fky. Najdite vékost a smer intenzity
elektrického ptia v kolmej vzdialenosti od konca priamky.

Obr. 36

36. V gu'ovom objeme s polomeroiR je rovnomerne rozlozeny naboj s hustomuaz na
gulovl dutinu s polomeror®, v ktorej jepo = 0. Stred dutiny je vo vzdialenostiod stredu gule
(obr. 36.

a) Pouzitim zékona superpozicie v¥fiajte intenzitu elektrického fia v dutine. VSimnite si,
Ze pole v dutine je homogénne.

b) Ako treba zvoli pomer polomeroR'/R, aby pri danonR bol s&in intenzity elektrického
pola v dutine a objemu dutiny maximalny?

37. Dva bodové naboj®, a —Q. si umiestnené vo vzajomnej vzdialenosti [94jdite plochu
nulového potencialu.
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