Fourierova transformácia
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Vypočítajme koeficienty Fourierovho radu� EMBED Equation.2  ���, n = 0,1,2,…, pri priebehu  � EMBED Equation.2  ��� podľa obrázku vľavo.


� EMBED Equation.2  ���





Doba trvania T0 impulzu s amplitúdou F, nech je konštantná, uvažujme však o prípadoch s postupne sa zväčšu-júcou periódou T. Označme � EMBED Equation.2  ��� a ( = n(. Frekvencia prvej harmo-nickej zložky priebehu � EMBED Equation.2  ��� sa pri predĺžení T zmenší a keďže vzdia-lenosť dvoch susedných čiar spektra � EMBED Equation.2  ���, okrem zmien jeho jednotlivých zložiek, znamenáme aj zhustenie čiar spektra. V dolnej časti obrázku sú znázornené výsledky pri ( = 1/3, ( = 1/6, a ( = 1/9.  Vo všetkých prípadoch je� EMBED Equation.2  ��� párna funkcia - spektrá sú reálne. Priamym výpočtom dostaneme: 
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� EMBED Equation.2  ���, n =1,2,3…. Pri predlžovaní periódy (( - klesá) sa koeficienty pri danom n zmenšujú. Ak teraz (formálna úprava) zavedieme namiesto koeficientov� EMBED Equation.2  ��� nové koeficienty: � EMBED Equation.2  ���, s využitím � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� dostaneme:� EMBED Equation.2  ���. Upravené koeficienty, vypočítané integráciou� EMBED Equation.2  ���, explicitne neobsahujú ani dĺžku periódy T, ani číslo určujúce poradie harmonickej zložky n, od oboch parametrov však závisia, a to nepriamo, prostredníctvom vzťahov � EMBED Equation.2  ���, n =0,1,2,3… Fourierov rad môžeme potom zapísať takto:


� EMBED Equation.2  ���.
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� EMBED Equation.2  ���


Spojitá funkcia � EMBED Equation.2  ���podľa obrázku vpravo, predstavuje obalovú krivku všetkých možných hodnôt disktrétneho spektra (n = 0,1,2,3…) pôvodného priebehu� EMBED Equation.2  ��� pri rôznych hotnotách periódy T. Čím viac sa perióda T predlžuje, tým “hustejšie” je spektrum, tým lepšie je splnená náhrada � EMBED Equation.2  ���. V limitnom prípade � EMBED Equation.2  ���, bude preto spektrum funkcie� EMBED Equation.2  ���, ktorá už nie je periodická, reprezentované všetkými hodnotami uvedenej spojitej funkcie � EMBED Equation.2  ���a môžeme hovoriť o priamej Fourierovej transformácii � EMBED Equation.2  ���: � EMBED Equation.2  ���, a po približnej náhrade sumácie integráciou, � EMBED Equation.2  ���, (pozri pomocný obrázok vpravo dole) o spätnej Fourierovej transformácii � EMBED Equation.2  ���: � EMBED Equation.2  ���. Funkcia � EMBED Equation.2  ��� už nemusí (ale môže) byť periodická. Na obrázku v strede strany je spektum � EMBED Equation.2  ��� ojedinelého pravouhlého impulzu s amplitúdou F a dĺžkou trvania T0, ktorý sa rozkladá symetricky okolo začiatku t = 0, obrázok vľavo hore, pričom T( (. Používanie oboch, záporných aj kladných indexov “n” v sume na vyjadrenie� EMBED Equation.2  ���, má za následok výskyt záporných aj kladných hodnôt “(“ pri opise spektra a vyjadrení pôvodnej funkcie� EMBED Equation.2  ���pomocou vyššie uvedeného integrálu. V tomto kontexte ( nie je frekvenciou vo fyzikálnom zmysle, je to číselný parameter z oboru (-(,+(), podobne ako čas: t ((-(,+() na obrázku vľavo hore. Ako však uvidíme ďalej, interval ( ostane nezmenený aj keď záporné hodnoty času pri opise signálov vylúčime - tzv. princíp kauzality.


Podmienkou konzistentnosti transformácie je splnenie identity:





� EMBED Equation.2  ���.
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Problém je v tom, že integrál v poslednej svorkovej zátvorke v klasickom zmysle neexistuje. Ide o výraz, ktorého imaginárna časť - ako integrál nepárnej funkcie v symetrických hraniciach je nula, ale integrál z reálnej časti (označili sme t - ( = k):


� EMBED Equation.2  ��� neexistuje, pretože oscilujúca funkcia 2.sin((k)/k nemá limitu pre ( ( (. Na obrázku vpravo sú vynesené prípady tejto funkcie pri dvoch rozličných hodnotách frekvencie ( =2(0 a ( =10(0, ((0 - je ľubovolná vzťažná hodnota). Ako nezávisle premenná vystupuje tu podiel k/k0, pričom k0(0 = (. Pozoruhodné sú dve okolnosti. (1) - pri k = 0, ako to vyplýva z posledného tvaru uvedeného výsledku� EMBED Equation.2  ���rastie úmerne rastu frekvencie, takže pri k ( 0 integrál diverguje (nadobúda neohraničenú hodnotu), (2) -pre každé iné k ( 0 výsledok síce osciluje, avšak dosahuje nevýznamne malé hodnoty v porovnaní s prípadom kedy súčasne: k ( 0, ( ( (. Naviac, stredný kladný impulz, v okolí k = 0, dosahuje nulové body pri (k = ((, a tieto sa s rastom (  posúvajú k menším hodnotám k.  Pri ( ( ( sú preto významné číselné výsledky (stredný kladný impulz) sústredené v úzkej oblasti okolia k = 0. Všade inde sú hodnoty (alternujúce impulzy) relatívne málo významné. Takéto “rozdelenie” (v matematike tzv. distribúcia) číselných výsledkov nejakej operácie je všeobecnejší pojem ako klasická funkcia - a rigorózne sú definované aj príslušné úkony, ako je napríklad  derivácia alebo integrál distribúcie. Nakoniec vypočítajme integrál z vyššie uvedeného výsledku na intervale k ((-(,+() - teda plochu vymedzenú priebehom funkcie a vodorovnou osou podľa obrázku vpravo.
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kde sme využili že výsledok integrálu známeho ako Integrál-sínus: Si(() = (/2. Stojí za zmienku, že výsledok poslednej integrácie nezávisí na hodnote (.  Ak  označíme: � EMBED Equation.2  ���,  bude:� EMBED Equation.2  ���. Táto vlastnosť (tzv. normovacia podmienka) spolu s požiadavkou, aby “výsledok” ,,teda � EMBED Equation.2  ���, dával významné hodnoty len pri  k ( 0  a (prakticky) nulové pri k ( 0 - definuje tzv DELTA distribúciu (tiež zovšeobecnenú funkciu) známu aj pod názvom Diracova funkcia (distribúcia). Treba si uvedomiť, že hodnoty ktoré nadobúda distribúcia nie sú z hľadiska jej aplikácie podstatné. Dôležité sú jej vlastnosti - najmä v súvislosti s určitými integrálmi. Napríklad, podľa horeuvedeného vzťahu a v zmysle prv zavedenej Delta funkcie, aby bola splnená podmienka konzistencie Fourierovej transformácie, musí platiť: 


� EMBED Equation.2  ���.





Nakoniec poznamenajme, že za Delta funkciu (pre naše účely) možno považovať každú funkciu ktorá zabepečuje splnenie poslednej identity. Vzhľadom na jej zásadnú dôležitosť v teórii lineárnych sústav - uveďme inú, tež vhodnú “interpretáciu” delta funkcie. Definujme dve (pomocné) funkcie takto:
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je zrejmé, že platí � EMBED Equation.2  ���=1, a to dokonca bez ohľadu na hodnotu (, a   ďalej, čím menšie je (, tým viac sa funkcia D((,t) svojimi vlastnosťami - t.j. rozdelením hodnôt  - blíži k Delta funkcii (distribúcii) ((t). Porovnaj prípady zakreslené tenkou a prerušovanou čiarou v obrázku.
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Vypočítajme teraz integrál vyššie uvedeného typu zo súčinu funkcií, podľa obrázku vľavo, keď uvážime, že D((,t-() na intervale ( ( (t - (, t + () nadobúda konštantnú hodnotu 1/(2().
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Výsledok je stredná hodnota � EMBED Equation.2  ��� funkcie f(() na intervale, kde funkcia D((,t-() nadobúda nenulovú hodnotu. Je samozrejmé, že ak sa bude ( zmenšovať,  dostaneme hodnotu funkcie priamo v bode “t”
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Zjavne, keby existovala limita� EMBED Equation.2  ��� mohli by sme ju stotožniť s ((t). Pri podobných úvahách ako bola táto nám však nič nebráni približne považovať Delta funkciu za niečo podobné priebehu � EMBED Equation.2  ���( ((t) pri dostatočne malej hodnote parametra (. Ak uvážime že limita postupnosti funkcií � EMBED Equation.2  ��� existuje: � EMBED Equation.2  ���, 





tzv. jednotková alebo skoková funkcia, môžeme dokonca (intuitívne) implikovať: � EMBED Equation.2  ���.  Posledná derivácia (ktorá nemá v klasickej analýze zmysel, nakoľko funkcia 1(t) je nespojitá) je v zmysle teórie distribúcií korektne definovaná. Počíta sa síce inak ako “klasická” derivácia - symbolický zápis je však rovnaký.
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Vrátime sa teraz k impulzu no začiatku, ktorý, ak má jednotkovú amplitúdu, môžeme popísať pomocou jednotkových funkcií takto: � EMBED Equation.2  ���a jeho spektrum bude 


� EMBED Equation.2  ���,


ako sme to poznali už aj pri predchádzajúcich výpočtoch. Naposledy sme označili (0  = 2(/ T0. Pri T0 ( ( bude sa oiriginál f(t) blížiť ku konštantnej “funkcii” s hodnotou F, ak F = 1 príslušný obraz (spektrum) bude konvergovať k 2(.((t), nakoľko jeho amplitúda T0 , pri ( ( 0, porastie cez všetky hranice a nulové body  ((0 = (2(/T0 ( 0, pozri na obrázku vpravo priebehy nakreslené tenkou čiarou. Súčiniteľ 2( pri ((t) má pôvod vo výššie uvedenej normovacej podmienke. Naopak, pri T0 ( 0 ak súčasne bude F = 1/T0, bude originál f(t) ( D(T0,t)  ( ((t) a príslušný obraz (spektrum) bude sa blížiť ku konštantnej “funkcii” s hodnotou FT0 =1, resp. s nulovými bodmi pri  ((0 = (2(/T0 ( ((, na obrázku vpravo pozri priebehy nakreslené prerušovanou čiarou.





Vypočítajme spektrum impulzného signálu oproti predcházdajúcemu prípadu v čase posunutého o T0/2  tak, že nahradíme � EMBED Equation.2  ��� , bude
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� EMBED Equation.2  ���





keď sme použili naznačenú substitúciu, v poslednom integrále na hornom riadku sme rozpoznali spektrum pôvodnej funkcie a výsledné spektrum � EMBED Equation.2  ���sme vyjadrili v exponenciálnom tvare pomocou amplitúdového spektra � EMBED Equation.2  ���a pomocou  fázového spektra � EMBED Equation.2  ���.  Priebeh � EMBED Equation.2  ��� nie je ani párna, ani nepárna funkcia - jej spektrum je komplexné. Amplitúdové spektrum je v oboch prípadoch rovnaké, frekvenčné spektrum predstavuje lineárnu závislosť (pri prvom prípade s nulovou smernicou). Teraz môžeme formulovať jeden veľmi dôležitý záver:  Keby funkcia � EMBED Equation.2  ��� - predstavovala vstup nejakej sústavy a funkcia � EMBED Equation.2  ��� jej výstup  - bola by to ideálna sústava - preniesla by síce signál zo vstupu na výstup s oneskorením ale bez zmeny jeho tvaru. Reálne, skresľujúce  sústavy nemôžu mať preto lineárne frekvenčné spektrum.


