4. RieSenie prechodnych javov pomocou integralnych
transformacii

Na rieSenie diferencialnych rovnic s konStantnymi koeficientami (sustavy DR typu (C.3))
sa v urcitych pripadoch daji pouzit’ integralne transformacie. Tieto transformacie prirad’uju
casovej funkcii f(7) (tzv. origindl) funkciu inej premennej F(p) — tzv. obraz. Predpis, ktorym
sa toto priradenie realizuje sa nazyva aj priama integralna transformdcia. Funkcia f{t) pritom
musi spinat’ isté matematické vlastnosti. Zoznam tychto vlastnosti je mozné najst’ v roznych
literatirach, napr. [Rek2], str. 529. Pri kazdej z transformacii existuje aj inverzny postup —
priradenie origindlu f(r) k danému obrazu F(p) — tzv. spdtna integralna transformadcia.
Funkcia F(p) opit musi spinat’ isté vlastnosti. Vypocet obrazov, resp. origindlov moze byt
v niektorych pripadoch zna¢ne komplikovany a pri praktickom vyuziti integralnych
transformacii sa vac¢sinou pouzivaji rézne slovniky originalov a prislichajucich obrazov.

Existuje viacero integralnych transformacii; pre nami rieSené ulohy su délezité tri z nich:
Fourierova, Laplaceova a Laplace—Carsonova. Kvoli rozliSeniu sa pre obrazy v tychto
transformaciach, ako aj pre transformacné premenné zvyc€ajne pouziva rézne oznacenie.
Vzt'ahy pre priamu a spétnd transformaciu st uvedené v tabul’ke DT.1:

Tabulka DT.1

. . e skratené
Transformécia priama spitna .
oznalenie
Fouricova Ho)= [ e de f(t)=21—n Flo)eds 1) o)
Laplaceova Fls)= [f (t)e*de 27” I F(s)e™dt fl)= Fls)
G—joo
R 0 G+jo f(p )
Laplace—Carsonova | f (p)= pj fle)ePde j eP'dt 0= f(p)
0 Jo- joo

Spolo¢nou vlastnostou uvedenych transformécii je to, Ze ich aplikdciou na sustavu
diferencialnych rovnic pre casové funkcie yi(t) ... yu(f) typu (C.3) ziskame sustavu
algebraickych rovnic (rovnic, v ktorych vystupuju len operacie scitania, odcCitania a
nasobenia konStantou) pre obrazy funkcii yi(?) ... yu(f) — napr. v Laplaceovej transformacii
takto ziskame ststavu rovnic pre Yi(s) ... Y,(s). Po vyrieSeni tejto sustavy (po najdeni funkcii
Yi(s) ... Yu(s)) pouzijeme prislusna spétnu transformaciu na vypocet originalov (hl'adanych
funkcii y1(7) ... yu(?)).

Kazda z transformacii spiiia isté v§eobecné vlastnosti, ktoré mozeme vyuzit pri vypoéte
obrazov, resp. origindlov. Zoznam tychto vlastnosti a ich pouzitie je opdt mozné najst
v roznej literatire [] a nebudeme ich na tomto mieste uvadzat’. Pre nase potreby uvadzame
v tabulke DT.2 len najCastejSie sa vyskytujuce funkcie (zdkladné vlastnosti Heavisideovej
funkcie 1(¢) a Diracovej funkcie d(¢) st uvedené v dodatku 1).
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Tabulka DT.1

Original Fourier Laplace Laplace—Carson
) Ho) Fs) /(p)
l(t) 1t8(o))+_L 1 1
Jo s
3(¢) 1 1 p
1
B0 : : P
Jjo+a s+a pta
1
(l—e_’”)-l(t) —— 1 a -
JO Jjo+a ss+a pt+a
*1(¢) K (k) k! k! k!
i 8%(0)+— —
k prirodzené (J 03)k+1 sk P g
sin Q¢ %[6(&) ~Q)-8(w+ Q)| - _
cosQt n[S(u) -Q)+ 80+ Q)] - -
T
—[5(0-0)- Q
in10) 2] [8(0-Q)-8(0+ Q)]+ o e
Q s +0? pr+Q?
+ S —
Q% -0’
g[S(m—Q)—S(m+Q)]+ s 2
cosQ)t - 1(1) . 5 5 £
L1 sT+Q pr+0?
02 _ o2

Pouzitie Fourierovej transformécie na rieSenie prechodnych javov v elektrickych
obvodoch je v principe mozné, ale vedie k niektorym matematickym problémom (blizSie
[Sum], str. 297). Laplaceova, resp. Laplace—Carsonova transformacia tieto problémy
odstraniuju. Z tabulky je zrejmé, Ze obe tieto transformécie su v podstate rovnocenné; vol'ba
I'ubovol'nej z nich vedie k rovnakému sposobu riesenia. V d’alSom texte sa budeme zaoberat’
Laplace—Carsonovou transformaciou, ktora (na rozdiel od Laplaceovej) zachovava fyzikalny
rozmer originalu a obrazu'.

4.1. Laplace—Carsonova transformacia

Na zaciatku si treba ujasnit’ jeden ddlezity fakt. Laplaceovu aj Laplace—Carsonovu (L-C)
transformaciu je mozné pouzit’ iba pre tzv. kauzalne funkcie, t.j. funkcie, ktoré st definované

len pre cas ¢ > 0. Takuto funkciu oznacime f +(t) a plati pre fu:

17 0=10-10)

Spravne preto treba vzdy pisat

10 7p). resp. f(0)-10)= f(p)

! Transformaéné premenné o, s, p maji rozmer s '. V Laplaceovej transformacii teda plati [F (s)] = [f(t)] s, kym

v Laplace—Carsonovej [/}(p)] =s7. [f(t)] s= [f(t)]
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Z tohoto dovodu napr. v tabul’ke DT.2 nie st uvedené obrazy funkcii sinQ¢ a cosQt
v Laplaceovej a Laplace—Carsonovej transformacii, pretoze tieto funkcie nie si kauzalnymi
funkciami. V daliom texte budeme vsade jednotkova funkciu 1(7) uvadzat”, aby sme
zdoraznili, ze vSetky uvazované Casové funkcie platia len pre ¢ > 0.

Ukazeme najprv vSeobecné vlastnosti pouzitia L-C transformécie pri rieSeni sustavy DR
pre stavové veli¢iny obvodu v tvare (C.3). RieSenie je zalozené na jednoduchom vztahu
medzi obrazom funkcie f{¢) a obrazom jej derivacie f'(¢):

ak 10)-16)= f(p)
potom  f'¢)-1¢) = pf(p)- pf(0)

kde f(0) je hodnota funkcie f{(r) v ¢ase t=0 (konstanta). Derivécii funkcie f{r) v Casovej

oblasti teda zodpovedd algebraicka operacia ndsobenia jej obrazu f (p) transformacnou

(D.1)

premennou p. Vztah (D.1) je mozné jednoducho odvodit’ integrovanim per partes.
Uvazujme teraz ststavu diferencidlnych rovnic (platnt pre ¢ > 0):

Vi =apy +apyy +oay Y, + fl(f)

Y= Ay +andy + . oV + 1) (D.2)

y;n =N +am2y2 +"'ammym +fm(t)

Zopakujme, ze takato sustavu ziskame pri rieSeni linedrneho elektrick¢ého obvodu s
prvkami R, L, C. Funkcie yi(¢) ... yu(f) zodpovedaji stavovym veli¢indm obvodu, t.z.
napitiam na kapacitoroch a pradom induktormi. Koeficienty aii, az1 ... @mm si urcené
hodnotami R, L, C a funkcie fi(?) ... fu(?) si dané (zndmymi) ¢asovymi priecbehmi napéti a
pradov zdojov.

Vynasobme kazda rovnicu v (D.2) e?’, zintegrujme podla df od 0 do o a nakoniec
vynasobme p. Dostaneme

A

- Pyl(o) = ap ) + @Yy + . @y Yy + A
Py — Pyz(o) : ay i +apyy +... @y + fo (D.3)
pj}m - pym(o): amljjl + am2ﬁ2 +.. 'ammj}m + fm

Na T'avej strane (D.3) sme pritom pouzili vzt'ah (D.1) a kvoli skrateniu vynechali funkéna
zavislost od p, t.z. f/l(p)—> » atd. Po tuprave dostaneme ststavu algebraickych rovnic

(zapisanu v maticovom tvare) pre obrazy j;...y,,:

P—a1 —aqp 0 T4y Vi J;1 + Py1(0)
—dy p~dxp o T Y2 _ fz + Pyz(o) (D.4)
— Ay L) v Py .)A/m fm+pym(0)

2 Casto sa viak 1(7) neuvadza s argumentaciou, Ze pri pouziti Laplaceovej, resp. Laplace-Carsonovej
transformacie vzdy uvazujeme iba oblast’ > 0.



Kazda z funkcii jy...y,, ma potom rieSenie v tvare:

oy Fi) oy Blp)
Hp)= Ap) (p) ) (D.5)

kde [)(p) je determinant matice na lavej strane (D.4) a }%l(p), I:“Z(p), ... st determinanty

ziskané nahradou stipca 1, 2, ... pravou stranou (D.4). b(p) je pritom vseobecne polynom
m—tého stupiia premennej p a I%(p), ﬁ'z(p), ... s uréené obrazmi budiacich veli¢in”.

Postup pri rieSeni elektrického obvodu pomocou L-C transformécie je vSobecne
nasledovny:

1. Zostavime rovnice (D.2), napr. metddou stavovych premennych.
Ur¢ime pociatocné podmienky y;(0) ... y,(0).

Najdeme obrazy funkcii fi(¢) ... fu(?) (zdrojov) v L-C transformacii.
Rovnice (D.2) prepiSeme do tvaru (D.4).

Vyrie§ime sustavu algebraickych rovnic (D.4) — najdeme ...y, .

S bk

Pouzijeme spédtni L-C transforméciu na najdenie casovych priebehov hladanych
veliin yi(?) ... ym(?)

Z uvedeného postupu je zrejmé, Ze pri zlozitejSich obvodoch je tento postup neefektivny a
pre obvody vyssich radov (uz pre m > 3) prakticky analyticky nerieSitelny (predovsetkym
kvoli spitnej transformécii). Existuje tu sice moznost’ numerickej spitnej transformacie, ale
pre numerické rieSenie je vacSinou jednoduch$ie pouzit' priamo sustavu diferencialnych
rovnic (D.2) a rieSit’ obvod v Casovej oblasti. Pouzitie integralnych transformadcii je ale
opravnené z dvoch dovodov:

e Pre obvody nizSich rddov (m <3) je mozné ngjst’ rieSenie analyticky a pritom cCasto

jednoduchsie, ako priamym rieSenim sustavy diferencialnych rovnic (hlavne pri pouZziti
slovnikov priamych a spitnych transformaciti).

e Zavedenim tzv. operdtorovych impedancii mame moznost pouzit zndme postupy z
metdd rieSenia linedrnych sieti (Cize isty ekvivalent k rieSeniu obvodov v ustalenom
harmonickom stave).

4.2. Operatorové impedancie

Budeme uvazovat pasivne dvojpély R, L, C. Ulohou je najst vztah medzi obrazom
napitia a obrazom pradu v L-C transformécii pre kazdy z nich. Na zéklade tohoto vztahu
potom najdeme nahradnua (operatorovil) impedanciu pre kazdy dvojpol.

Rezistor R

Vztah medzi pruidom a napdtim na rezistore je:

ug(t)=R-ip() (D.6)
Z linearity L—C transformdcie vyplyva:
ig(p)=R-ir(p) (D.7)

a preto operatorova schéma je

3 Vsimnite si, Ze budiacimi veli¢inami (zdrojmi) su aj pociatocné podmienky y,(0), ¥»(0) ... y,,(0) pre stavové
veli¢iny obvodu — porovnajte s rieSenim pre obvod na obr. CO.5.
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ir®) R 7 R
— :> R(P)|:|

R D
ur(?) Ug (P)

Obr. DO.1

Kapacitor C

Vztah medzi prudom a napdtim na kapacitore je:

: duc(t)
ic(t)= C-T

Pouzitim (D.1) dostaneme:

odkial

) S uc(0)
ic(f) C ic pC —_—
[ '
uc(t) ic(p)
Obr. DO.2
Induktor L
Vzt'ah medzi pradom a napétim na induktore je:
di, (¢)
u(t)=L-—L
)=

Opét pouzitim (D.1) dostaneme:

i, (p)=L-[pi, (p)- pi, (0)]

resp.

iy (p)= pL-i;(p)- pL-i(0)

Poslednému vztahu zodpoveda operatorova schéma:

. le L(O)
ity L i(p) PL =~
N e :> -+ )
ur(?) =
iy (p)

Obr. DO.3

(D.8)

(D.9)

(D.10)

(D.11)

(D.12)

(D.13)
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Z obr. DO.2 a DO.3 opét’ vidime, ze nenulové pociatocné podmienky pre uc(t) a iz(¢) sa
prejavia ako zdroje pdsobiace v obvode (porovnajte so vtahom (D.4)). Upozoriiujeme
predovSetkym na orientaciu tychto zdrojov v pripade kapacitora a induktora a suvis s
orientaciou uc(0) a i7(0) — pri kapacitore je napétie zdroja orientované v_smere uc(0), pri
induktore proti smeru iz(0).

Vztahy (D.7), (D.10) a (D.13) mozeme vSeobecne napisat’ v tvare ,,operatorového
Ohmovho zdkona“:

i(p)=Z(p)-i(p)+i(p) (D.14)

2(p) oznacuje tzv. operatorovu impedanciu, pre ktoru v jednotlivych pripadoch plati:

Zp(p)=R (D.15a)
Z,(p)=pL (D.15b)
Zc(p)= ch (D.15¢)

Vidime, Ze existuje istd podobnost’ operatorovych impedancii R, L, C dvojpolov
s impedanciami zavedenymi v harmonickom ustdlenom stave, t.z. R, joL a 1/joC. ﬁo(p) A

vztahoch (D.15) je operatorové napitie zodpovedajliice pociatoénym podmienkam stavovych
veli¢in (mdze byt nenulové len v pripade C, resp. L).

4.3. Prechodny jav v RC obvode

Pouzitie operatorovych impedancii ukdzeme na rieSeni prechodného javu v RC obvode.
Tentokrat budeme prechodny jav riesit’ pre nenulova pociatocnu podmienku uc(0).

MR(f)
oo

R
Us l ::l uc(?)
C

i(?)

Obr. DO 4

Zopnutie spinaca v ¢ase t = 0 moézeme vyjadrit’ pomocou schémy na obr. DO.5:

u(t)\l/ _:l uc(?)

kde pre casovy priebeh zdroja plati

MR(t)

Obr. DO.5

ult)=U, - 1(¢) (D.16)



Zodpovedajuca operatorova schéma je na obr. DO.6:

tic(p)

Obr. DO.6

&(p) je pritom obrazom funkcie (D.16) a plati
i(p)=Uj,

Pre obraz pradu i (p) z operatorovej schémy dostaneme:

L LT
pC pC

Pouzitim

pre casovy priebeh pradu dostaneme:
i()= U _]:’C(O) .e RC. 1)

Pre obraz napitia #i-(p) plati

iclp)= (o) rucl0) -2 o)

R
RC 1

=[Up—uc 0]

Tentokrat pouZzijeme

a dostaneme

t

uclt) = Up —uc0)) {1 - eRC} 1(e)+uc(0)-10)

Pre uc(0) = 0 dostaneme vztahy (B.11), resp. (B.13) ziskané analytickym rieSenim.

(D.17)

(D.18)

(D.19)

(D.20)

(D.21)

(D.22)

(D.23)
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4.4. Obvody vyssSieho radu

Vypocitajte Casovy priebeh pradov v primarnom i;(f) a sekundarnom i(f) obvode
transformatora na obr. DO7 po pripojeni zdroja stacionarneho napétia”.

=0 Ry I, Ry
U()\L Ly Ly iz(f)
i1(7)

Obr. DO.7

Pouzitim metddy slu¢kovych prudov v operatorovej schéme (ktori nebudeme tentokrat

kreslit’) dostaneme:
R+ply, —-pM i p U
[ 1 ] 1 ) :[ OJ (D.24)

-pM  Ry+pLy) \i(p)) \ 0
odkial’ pre obrazy i(p) a i)(p) plati:
n R + pLz
i (p) =U, 2
1 " (R + pL)\R, + pL,)~ (pM} (D.25)
- M '
b(p)=Uy z

(R + pLy\R, + pLy)—(pM

Vsimnite si, Zze ak bude magneticka vézba nulova (M = 0), plati:

ilp)= -t

R+ pL, (D.26)
fz(P) =0

¢o su vysledky, ktoré mézeme ocakavat’.

RieSenie v operatorovej oblasti (D.24), (D.25) bolo pomerne jednoduché. O nieCo
zlozitejSie bude teraz najst’ prislusné rieSenie v Casovej oblasti spitnou transformaciou
vzt'ahov (D.25). Ak mame ,,dobry* slovnik transformécii, v ktorom ndjdeme funkcie typu
(D.25), riesenie je opit’ zjednoduSené. V opacnom pripade je potrebné spitnu transformaciu
vypocitat. Ako sme uviedli pri vztahu (D.5), operatorové rieSenie pre linedarne obvody ma
tvar podielu polyndmov parametra p — v nasom priklade sa nachddza v citateli oboch vyrazov
v (D.25) polyném prvého radu a v menovateli polyndm druhého radu’. Uloha sa preto
redukuje na rozklad operatorového vysledku na stucet parcidlnych zlomkov typu:

1 p
p+a p+a

* Pre jednoduchost’ sme zvolili zdroj stacionarneho napitia, takyto obvod vsak nema zvlastny prakticky vyznam.
> Presnejsie povedané, plati to len v pripade linedrneho obvodu so stacionarnymi zdrojmi. Ak v linedrnom
obvode pdsobia zdroje s Casovo premenlivymi veli¢inami, Citatel’ operatorového vysledku obsahuje obrazy
tychto ¢asovych funkcii, a preto v Ciatateli méze byt aj iny typ funkcie, ako polynom p. Pozri aj vztah (D.5).
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ktorych spétnu transformaciu pozname. Metody rozkladu podielu polynémov na parcidlne
zlomky st napliiou Linedrnej algebry a nebudeme ich preto na tomto mieste uvadzat’. Jeden
poznatok z tedrie (z tzv. Heavisideovej teorémy) je vSak dolezity aj pre nas. Ak pre obvody
so staciondrnymi zdrojmi pre operatorovy vysledok plati:

-y M(p)
ip)= o) (D.27)

kde M(p) a N(p) su polynomy premennej p, potom
M(0)
N(0)

Yo = (D.28)

je ustdlena hodnota Casovej funkcie y(f) pre t - . Ak do (D.25) dosadime p =0, pre
ustalené hodnoty prudov okamzite dostaneme:

R (D.29)

¢o je opat’ ocakavany vysledok pre obvod na obr. DO.7.

Na zéaver ukazeme postup pri ziskavani uplneho rieSenia. Kvoli zjednoduSeniu budeme
pracovat’ s konkrétnymi ¢iselnymi hodnotami, 1 ked’ by sa dali najst’ vSeobecné tvary pre i;(¢)
a ip(¢) ako funkcie parametrov R;, Ry, L1, Lo, M, U,,. Nech:

Uy=50V
Ri=10Q Li=02H M=02H
R,=20Q L,=04H

Po dosadeni do (D.25) dostaneme:

p>+200p +5000 D30)
i(p)=1250— 2P
p~+200p +5000
Po rozklade na parcialne zlomky:
. 426,78 7322
i(p)= +
p+170711 p+29289 (D31
Hp)= 30,78 5178 ’
2T 170711 p+29289
Po spétnej transformacii a uprave:
i) = {5 —5.¢7 "% cosh(70,711- t)}- 1(¢) ©032)

ir(t)=3535-¢ 1" sinh(70,711-7)-1(¢)

Pripominame, Ze vztahy (D.32) mozno napisat tiez ako sucet, resp. rozdiel dvoch
exponencialnych funkcii (ked’ze ide o obvod druhého radu). Dalej, korene menovatela
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v (D.25) budu v tomto priklade (pre 'ubovolné mozné hodnoty Ry, Ry, L, L,, M) vzdy reélne,
a preto v obvode nemoze dojst’ k oscilaciam®.

Casovy priebeh i1(7), resp. ix(f) je na obr DO.8.
i(#) [A]

ilu

t[s]

: . ; , ; :

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
Obr. DO.8

Priebeh prechodného javu v obvode na obr. DO.8 je nasledovny: po pripojeni zdroja U
zacne v primdrnom okruhu (spojite) narastat’ prud i;(f). Zmena pradu i;(f) vyvold cez
magneticku vézbu prad i(f) v sekundarnom obvode. Zmena pradu ix(f) spdtne ovplyvni
priebeh 7,(¢) (pre porovnanie je na obr. DO.8 Ciarkovanou ¢iarou naznaceny priebeh i;(¢), ak
by neexistovala magnetické vizba). Po ustaleni prad i;(r) — i1, = 5 A a preto prud ix(f) — 0.
Pre rieSenie linearnych obvodov vyssich radov je najkritickej§im krokom néjdenie korenov
menovatel'a v operatorovom rieSeni. Je zname, Ze tieto korene je mozné principialne najst’
analyticky pre polynom maximalne 4. radu (prakticky pre 3. rad), pre vyssie rady je nutné
pouzit numericky sposob. Pripominame, Ze rdd obvodu je dany poctom akumulacnych
prvkov (L, C) v obvode. Preto pre obvody vyssich radov je vo vécsine pripadov jednoduchsie
pouzit numerické metddy rieSenia v ¢asovej oblasti.

4.5. RieSenie obvodov s neperiodickymi signalmi

Jednou z vyhod pouzitia L-C transfroméacie je pomerne jednoduchy a ,,elegantny* vypocet
pre obvody s niektorymi typmi neperiodickych ¢asovych funkcii (signalov). Vyuzivame
pritom jednu z vlastnosti integralnych transformécii a sice pravidlo o obraze posunutej
casovej funkcie:

Ak plati
1010 7(p) (D.33)
potom pre doprava posunutu funkciu plati:
fe=7)1¢-7)= f(p)-eT (D.34)

6 Oscilacie v obvode 2. radu su dosledkom komplexne zdruzenych koretiov pozri sériovy RLC obvod, vztahy
(B.43), (B.44).
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kde T je ¢asovy interval, o ktory funkciu f{¢) posunieme — obr. DO.9.

AD-1(9)

At-T)1(-T)

Obr. DO.9

Vsimnite si, Ze posun o 7 znamend ndhradu ¢ — -7 nielen v argumente funkcie 1(¢), ale aj
v argumente funkcie f. Inymi slovami, napr. pre funkciu #-¢ “-1(f) je posunutou funkciou (-
7)-¢ ““D.1(t=T) a nie t-¢ “-1(+T).

N4jdite casovy priebeh priudu v obvode na obr. DO.10:

R

Uo
u(t)\l/ L

i) 0 T t

u(?)

Obr. DO.10

Kedze i(0) = 0 (v obvode zrejme netiekol prad pre ¢ < 0), operatorova schéma bude

Obr. DO.11

Pre i(p) dostaneme jednoduchy vzt'ah:

()= _tip)
ip)=——"— D.35
W)= ot (D.35)
Ulohou je najst’ obraz ﬁ(p) napitia u(f) zdroja. Casovy priebeh u(f) mozeme podla
obr. DO.12 vyjadrit’ ako:

ult)=Uy - 1(6)-Uy -1t = T) (D.36)



Uo-1(2)
O/
u(?)
0 T i !
— UO'I(I—T)
Obr. DO.12
Pouzitim (D.34) potom pre #(p) dostaneme:
i(p)=Uy—Uy-e " (D.36)
Po dosadeni do (D.35) tak ziskame
. A _77 . PT R R
i(p)= ip) _Ug=Up-e? Uy © Uy 7 Pl (D.37)
R+ pL R+ pL Rp+% Rp+§
Pri spétnej transformdcii opat’ vyuzijeme vztah (D.35). Staci preto poznat iba original
R
k ¢lenu % L = na pravej strane (D.37), druhy ¢len zodpoveda tej istej Casovej funkcii, len
Pt

¢asovo posunutej. S oh'adom na (D.22) potom dostaneme:

U AN
i(t)==21-¢ L |10)-=2{1-¢ £ A1) (D.38)

Vztah (D.38) je vlastne skratenym vyjadrenim (pomocou 1(¢) funkcii) nasledujuceho
zapisu

0 ak <0
R
——t

it)= % l-¢ L ak 0<t<T (D.39)

R R
-—1 -~ (t-7)

ﬂl—e L —ﬂl—e L ak t>T

R R

Priebeh i(¢) je kvalitativne zobrazeny na obr. DO.13
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i(?)
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‘\ R
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—Uo{l—e ! )] 1-7)
Yo | N T
R L/R
Obr. DO.13

Kvalitativne sa tento vysledok dal ocakavat’ aj bez vypoctu: ,,ndbezna hrana“ u(f) v¢=0
(obr. DO.10) zodpoveda pripojeniu zdroja stacionarneho napétia Uy a preto prud narasta
podobne ako pre obvod na obr. BO.4. V cCase ¢ = T vSak na rozdiel od obvodu na obr. BO.5
obvod nerozpojime (Cize ,,nevnutime* okamzite nulovy prad). Obvod je stale uzavrety, len
napitie na zdroji je nulové — preto zdroj zodpoveda od tohto okamihu stavu nakratko (skratu).
Potom dochadza len k premene energie nahromadenej na induktore v ¢ase ¢ = T na teplo na
rezistore — prud spojite klesd na nulu. Ked'ze ide o obvod prvého radu (jeden akumulacny
prvok L), ¢asovy priebeh pradu bude popisany exponencidlnou funkciou s jednou casovou
konstantou t = L/R.

Z tohoto prikladu je mozno zrejma ,.elegancia“ rieSenia pomocou posunutych funkcii a
integralnej transformacie. Ak by sme chceli priklad riesit’ analyticky v Casovej oblasti, bolo
by potrebné rozdelit’ rieSenie na dve oblasti (0,7) a (7,), najst’ rieSenie v kazdej oblasti
zv14ast’ a nakoniec tieto rieSenia ,,zo$it* v bode ¢t = T.

4.6. Periodické neharmonické ¢asové priebehy

Tato Cast’ sa istym spdsobom vymyké z obsahu kapitoly o prechodnych javoch. P6jde totiz
o rieSenie elektrickych obvodov v ustdlenom periodickom stave. Chceme vsak ukazat, ze
pouzitim metdd, ktorymi rieSime prechodné javy, je mozné vySetrovat aj obvody
v neharmonickom ustalenom stave’. Na rozdiel od harmonickej analyzy (ktorti sme pouzivali
predtym) dostaneme v tomto pripade vysledok presne®.

Cely vtip rieSenia je v tom, Ze pre periodicky ¢asovy priebeh s periddou 7"hl'addme Casovy
priebeh veli¢in obvodu v intervale (0,7) tym istym spdsobom, ako pri prechodnom jave.
Pociato¢né podmienky na zaciatku rieSenia vSak nepozname’, ale urCime ich az po ziskani
vSeobecného rieSenia z podmienky periodicity.

Urcte priebeh pradu v obvode na obr. DO.14 v ustadlenom stave.

7'V principe by sa tento postup dal pouzit’ aj pre harmonicky ustaleny stav; v takom pripade by to viak bolo
absolttne zbyto¢né skomplikovanie v porovnani s pouzitim komplexného poctu.

¥ Pri harmonickej analyze sme sa museli vzdy ,,uspokojit* s istym, koneénym po&tom harmonickych zloziek, i
ked’ spravidla stacil uz relativne maly pocet harmonickych na to, aby bol vysledok ,,presny*.

? Z &oho vyplyva, e nemdzeme pouzit’ numerické metody riesenia, ale len analytické.
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0<k<l
u(t
Us ()
u(t)\l/ L
i) 0 kT T ¢
Obr. DO.14

Ked’ze predpokladame ustaleny periodicky stav, staci obmedzit rieSenie len interval (0,7).
Na tomto intervale bude mat’ prad i(¢) zrejme rovnaky priebeh, ako na obr. DO.13, 1isi sa len
v tom, Ze pociato¢nll podmienku pre prad induktorom i(0) nepozname (moze byt vSeobecne
nenulova), a musime ju preto pri rieSeni uvazovat— obr. DO15.

oblast’ rieSenia
i(?)
N /
0 kT T t
Obr. DO.15

Operatorova schéma preto v tomto pripade bude

Obr. DO.16
a pre obraz prudu plati:
f@)=—u(p)+p L-10) (D.40)
R+ pL
Casovy priebeh napitia zdroja je na intervale (0,7) je vyjadreny ako:
ult)=U,y-1t)-U, -l — kT) (D.41)
a jeho obraz ma tvar
i(p)=Uy—Uy-e P (D.42)

Po dosadeni (D.42) do (D.40) dostaneme



R —II;pL ) R+ pL (D.43)
S A A ) W
R p+ % R p+ % p+ %
Casovy priebeh pradu i(7) je
R R R
0=U1-e 2 LYol e x TN —kr)si0)e L) (DA

Nakoniec e$te musime ur¢it’ hodnotu i(0). VyuZijeme, e prad i(f) musi byt spojity'® a
musi preto platit”:

i(0)=AT) (D.45)
éize:
—ET —B —k —ET
i(o)ii(T)z% l—¢ L —% e 277 o) (D.46)
odkial’ dostaneme:
TRy
i(o)=—%%.e L (D.47)
l-e L

Po dosadeni (D.47) do (D.43) ziskame kompletné rieSenie pre prad i(¢) na peridde (0,7).

Vyhodou tohto postupu v porovnani s harmonickou analyzou (ktord je v podstate
numerickou metodou) je napr. aj to, Zze mozeme najst’ vSeobecné (analytické) vztahy pre
efektivnu hodnotu, stredni hodnotu, minimalnu a maximalnu hodnotu atd’. Aj bez vypoctu je
v naSom pripade zrejmé, Ze pre strednil hodnotu (jedosmernu zlozku) pradu bude platit™:

T
Iy = % [il)de = %k (D.48)
0

Efektivnu hodnotu vypocitame pomocou:

Lg = |—[i*()de (D.49)

Po dosadeni (D.43) do (D.49) dostaneme pomerne zlozity vysledok, ktory nebudeme

uvadzat. Ak sa rozhodnete integral (D.49) predsa vypocitat, vysledok musi spinat’ tieto
vlastnosti:

Oznaéme ako zvycajne T = L/R (€asova konstanta obvodu). Potom:

19 Preto tento postup rieSenia pre periodicky ustaleny stav mdzeme pouzit’ iba pre stavové veli¢iny obvodu. Pre
nespojité veli¢iny v ¢ase ¢ = 0 podmienku (D.45) nemdzeme pouzit. To vSak samozrejme nie je obmedzenie,
pretoze ostatné veliCiny (prudy a napitia) mézme zo stavovych veli¢in ur€it’.



1) Pre 1 << T je obvod ,rychly* a prud prakticky ,sleduje® Casovy priebeh napitia,
obr. DO.17. Efektivna hodnota pridu v tomto pripade bude:

T kT 2
Ip= /% _([iZ(t)dtz /% (j) (%j dt:%\/% (D.50)

2) Pre t>> T je reakcia obvodu naopak ,,pomaléd* a prad nebude mat’ preto takmer ziadnu
casovo premenlivu zlozku a bude obsahovat’ len jednosmernu zlozku. Inak povedané,
prad bude (takmer) staciondrny, rovny strednej hodnote (jednosmernej zlozke)
obr. DO.17. Efektivna hodnota v tomto pripade preto bude:

17, 1T(U0 jz Uy
L= |—[20)dt ~ | [| 22k | dt =22k =1 D.51
et ,/ng(t)r wH o k| di==tk=1, (D.51)

Vieme, zZe pre stacionarny prud Is= Iy. Ked'’Zze k < 1, efektivna hodnota pridu je v prvom
pripade vécsia ako v druhom.

i(f)
% T1<<T )
R
t>>T
0 kT T t
Obr. DO.17

Pre minimalnu resp. maximalnu hodnotu pridu plati:

imin = I(O) = l(T) = R c L (D52)

T
. . Uyl-e L —T
lax = l(kT): ?O—RT c L (D53)

l-e L
Na obr. DO.18a je porovnanie vysledku ziskaného pomocou vzt'ahu (D.43) a numericky
pouzitim harmonickej analyzy. Zhoda je pomerne dobra uz pre 3 harmonické zlozky. Situacia
je vsak ina, ak analyzovany priebeh obsahuje body nespojitosti (v nami rieSenom obvode
k tomu dojde pri malej ¢asovej konStante obvodu). Ako vieme, v takomto pripade je rieSenie
harmonickou analyzou pomerne nepresné, predovSetkym v bodoch nespojitosti —
obr. DO18b.



a)

0.8 () [ms] Uy = 50V

Laplace—Carson R=50Q

_ L=0,5H

o , =30 ms
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|
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b)
1.2 i) [ms] Uy = 50V
harm. analyza, n =10 R=500Q

i L=0,05H

1.0 Laplace—Carson T'=30ms
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0.8
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0.4 1 T=1ms
0.2
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Obr. DO.18

4.7. Metoda ustilenej a prechodnej zlozky

V linearnych obvodoch plati princip superpozicie, ktory umoziuje vypocitat’ 'ubovolné
nezndme napitie, resp. prud, ako sucet prispevkov od jednotlivych zdrojov, pricom vsetky
ostatné, nezavislé, zdroje st vynulované. Aplikacia tohto principu je vychodiskom pre
rieSenie prechodnych javov metddou ustalenej a prechodnej zlozky:

Ak zaciatok prechodného javu je v ¢ase ¢ = 0, rieSenie pre hl'adant veli¢inu y(¢) pre t > 0
hl'addme ako sucet ustalenej zlozKky y,(¢) a prechodnej zlozKky y,(?):

)= 1,0+ 3,0) (D.54)

Zdorazitujeme este raz, ze takéto rieSenie predpokladame iba pre Cas ¢ > 0.



Ukazeme najprv, akymi uvahami dospejeme k sposobu rieSenia touto metodou.
Predpokladajme najprv, ze hl'adana veli¢ina y(¢) je stavovou veli¢inou obvodu a plati:

rdd—yft)+ )= 1) (D.55)
A =0)=10) (D.56)

Vieme, ze rovnica (D.55) s pociato¢nou podmienkou (D.56) je typicka pre linedrne
obvody. V Casovej konStante t si zahrnuté hodnoty R, L, C a funkcia f{¢) je dana zdrojmi v
obvode.

Predpokladajme, Ze pozndme rieSenie pre ustdleny stav yy(f). Toto rieSenie musi
samozrejme takisto vyhovovat’ rovnici (D.55). Jednoducho sa dé& ukézat, Ze rovnici (D.55)
potom vyhovuje aj:

t

W)=y (0)+ K e = =3, (1) + 3, (0) (D.57)
kde funkciu yy(?)
!
yplt)=K-e * (D.58)
nazveme prechodna zlozka. Tato funkcia je rieSenim homogénnej rovnice
dyylt)
t)=0 D.59
=) (D.59)
Pre konstantu K z (D.57) a (D.56) dostaneme
H0)=,(0)+ K = K =3(0)-»,0) (D.60)

Podotykame, Zze konStanta K hra pritom ulohu pociatocnej podmienky pre yp(?)
v homogénnej rovnici (D.59). Inak povedané: aby platila pociatocnd podmienka (D.56)
y(t=0)=y(0) pre celkové rieSenie, prechodni zlozka musi spinat’ rovnicu (D.59) s
pociatocnou podmienkou y,(z = 0) = y(0) — yu(0).

I ked’ sme uviedli len jednoduchy pripad pre jednu stavovi premenntl, tento postup sa da
zovseobecnit’ aj pre sustavu rovnic typu (C.4) pre m stavovych premennych. Z uvedeného
prikladu vyplyva postup pri metdde ustalenej a prechodnej zlozky:

1. Ur¢ime ustalenu zlozku y,(?) h'adanej veli¢iny. Tuto zlozku hl'adame v obvode, ktory sa
nachadza v ustdlenom stave po dozneni prechodného javu, t.z. pre ¢as ¢ — c. Na rieSenie
pre yy(f) mdézeme pouzit’ zname metoddy pre ustaleny stav (stacionarny, alebo periodicky).

2. V obvode vynulujeme vSetky nezavislé zdroje (¢im ,,dostaneme® homogénnu rovnicu
(D.59) snulovou pravou stranou). V obvode s vynulovanymi zdrojmi vypocitame
prechodnu zlozku y,(#) hl'adanej veli¢iny. Pritom podla (D.60) pri vypocte prechodnej
zlozky pociato¢né podmienky pre stavové veliCiny (t.z. uc(0) a iz(0)) nahradime:
uc(O) —> uc(O) - u(;u(O),

i(0) = iz(0) — izu(0).

ucy(?), ipu(t) oznacuju ustdlené casové priebehy pre napitie na kapacitore a prad
induktorom. Zodpovedajlice operatorové nahrady kapacitora a induktora pri vypocte
operatorového obrazu prechodnej zlozky f/p(p) potom budu:



i b ue(0) — uen(0)
ity ,C iclp)  pC =
\_/

o) oL PL[12(0)- ira(0)]

1+ )
i (p)

ir(1)

=
et ilr)
=

L
Y Y
—

ML(Z)

Obr. DO.19

Z uvedeného textu je zrejmé, ze k prechodnému javu (prechodna zlozka bude nenulova)
dojde len vtedy, ak sa po zmene Struktiry obvodu zmenia stavové veli¢iny obvodu (napitia
na kapacitoroch a prudy cez induktory), Cize ak uc(0) # ucy(0), ir(0) # izy(0). Prechodna
zloZka ,,zabezpec€uje* spojity priebeh uc(?), resp. ir(f), obr. DO.20.

t=0
ucy(0)
-
// ucu(l)
N
prechodny jav

| t
Obr. DO.20

Na prvy pohl'ad metdda ustalenej a prechodnej zlozky neprindSa zjednoduSenie vypoctu,
pretoze obvod treba rieSit dvakrat: v ustalenom stave pre ustalenu zlozku a v operatorove;j
schéme pre prechodnu zlozku. Tato metdda je vSak vyhodna predovsetkym:

e ak obvod obsahuje viac nezavislych zdrojov — tieto zdroje su v operatorovej schéme
vynulované, ¢im sa zvycajne schéma aj vypocet zjednodusia,

e ak operatorovy tvar (obraz) veli¢in zdrojov je komplikovana funkcia — napr. pre
harmonické zdroje.

Vyhodu metody ukadzeme na priklade prechodného javu v obvode s harmonickymi
zdrojmi.

4.8. Prechodné javy v obvodoch s harmonickymi zdrojmi

Vypocitajte Casovy priebeh pradu i(r) v obvode na obr. po odpojeni rezistora R.



Obr. DO.21

Ri=10Q,R,=30Q
L=0,1H
u () = Upysin of, Up =50V, ®=100s"

Ulohu budeme riesit’ obidvoma spdsobmi.

Priame pouzitie operatorovych impedancii (klasicky sposob)

Schému na obr. DO.21 nahradime operatorovou schémou podla obr. DO.22

)
)

Obr. DO.22

Pre operatovy tvar hl'adané¢ho pradu potom plati:

2 \_ i(p)+ pL-ig (0)
i(p)= R 1ol (D.61)

Pre operatovy tvar napétia zdroja u(¢) = Un-sin ot plati (tabul’ka DT.2):

i(p)=Upo —1— (D.62)
prto
Po dosadeni (D.62) do (D.63) dostaneme:
i(p)=m L (0) Lo (D.64)
2, .2 1 1
+ +— +—
(P ® {p L] p 17

Pociatocnu podmienku i(0) urc¢ime zo schémy pred prechodnym javom, obr. DO.23:
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Obr. DO.23

Ide orieSenie obvodu v ustdlenom harmonickom stave. Po pouziti symbolicko—
komplexného poctu pre fazor pradu i;(¢) pre ¢as ¢ < 0 dostaneme

Ry
R\Ry +joL(R +R,)

Ip=-jUy =-24-j1,8=32-14313° A (D.65)

Casovy priebeh prudu i(¢) pred rozpojenim spinaca je
i (£)=3-cos(100z —143,13°) (D.66)
a iz(0) je:
i (0)=3-cos(—143,13°)= 2,4 A (D.67)

Pozname teda vSetky koeficienty vo vzt'ahu (D.64). Nakonieca je potrebné urobit’ spitna
L-C transformaciu vztahu (D.64) na ziskanie vysledku pre i(f). Po vykonani tejto
transformécie dostaneme:

1y
i(t):(DUm - ! 2coso)t+ﬁ;25inmt+;2e L)+
ey et ()

O O o+

+i (0)e £ -1(z)

(D.68)
Po dosadeni ¢iselnych hodnot:
i(r)= [— 2,5¢0s100¢ +2,5sin 100z + 2,5 e—”’(’f]- 1(7)-2,4e719009(¢) = (D.69)
=~/2-2,500s(100¢ —135°)-1(¢) + 0,11 %% 1(¢)
RieSenie metodou ustilenej a prechodnej zlozky

Prud i(f) v obvode na obr. DO21 pre ¢as ¢ > 0 hl'adame v tvare:
i(e)=1iy(r)+i,(2) (D.70)
1) Ustalenu zlozku iy(¢f) ur¢ime v ustalenom obvode po dozneni prechodného javu,

obr. DO.24:
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u(®) l@ :

iu(?)

Obr. DO.24

Pouzitim symbolicko komplexného poctu pre fazor ustalenej zlozky i,(¢) dostaneme:

. = IUm s 0s5-42.25/-135°A (D.71)

R+ joL
Casovy priebeh ustélenej zlozky i,(7) je:

iy (1)=~/2-2,5¢c0s(100r —135°)-1(¢) (D.72)

Heavisideovu funkciu 1(#) sme pridali preto, aby sme zdoraznili, ze tento vysledok plati iba
pre Cas t> 0.

2) Prechodnt zlozku i,(¢) ur¢ime z operatorovej schémy na obr. DO.25:

R
pL

) ?pL-[iL(O) — iu(0)]
Obr. DO.25

Uvedomte si zasadny rozdiel medzi schémami na obr. DO.25 a DO.22:

e Vschéme na obr. DO.22 pocitame obraz celkového priadu i(f), nachadzaji sa v nej
vSetky zdroje a zdroj reprezentujici pociatocnu podmienku induktora je pL-iz(0).

e Vschéme na obr. DO.25 pocitame obraz prechodnej zlozky i,(¢) prudu i(f), nezavislé
zdroje st vynulované a zdroj reprezentujuci pociatoénti podmienku induktora je

PLi1(0) — inu(0)].

Pre obraz prechodnej zlozky fp (p) podl'a obr. DO.25 plati:
s (2 PLLi(0)=i O] oy p
in(p)= ;31 n pLLu =[i(0)iy, (0)]- R (D.73)

+7
pL

Hodnotu iz(0) sme uz vypocitali zo vztahu (D.67) a bola rovna:
ir(0)=-24A (D.74)

Hodnotu iz,(0) mdézeme tiez jednoducho vypocitat, pretoze pozname ustileny casovy
priebeh pradu cez induktor — podla obr. DO.24 je to iy(¢). Preto z (D.72) dostaneme:

i, (0)=i,(0)=+/2-2,5c0s(~135°)=-2,5A (D.75)
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Po dosadeni ¢iselnych hodnét do (D.73) dostaneme:

2 2 5 * 0 1 D. 6
lp(p) [ ’ ( ’ )] [7+100 ’ [7+100 ( )

Prechodna zlozka iy(?) je:
ip(1)=0,1e"%1(¢) (D.77)
Spjenim (D.77), (D.72) a (D.70) dostaneme pre vysledny prad
i(t) =iy (£)+ i, (£) =2 - 2,5c08(100r —135°) - 1(r) + 0,1~ 1(¢) (D.78)

Vysledok (D.78) je samozrejme rovnaky ako vzt'ah (D.69).

Vyhodou pouzitia metddy ustalenej a prechodnej zlozky bolo predovsetkym to, ze sme sa
vyhli pomerne komplikovanej spitnej transformacii (D.68) vztahu (D.64).
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