Fourierov rad  



� EMBED MSDraw  ���

Pozorne si pozrite tieto dva obrázky. Ukazujú, ako možno sčítaním harmonických priebehov - s periódami odstupňovanými v pomere celých čísiel a s rozličnými amplitúdami a fázami (tu znamienka () “vytvoriť” odlišné priebehy. 



� EMBED MSDraw  ���

Vo všeobecnosti, sčítaním N - rôznych priebehov � EMBED Equation.2  ��� podľa schémy

� EMBED Equation.2  ���

kde  Cn sú ľubovolné konštanty dostávame vždy “nejakú” funkciu f(t) - pozri napríklad obrázok vpravo.



Často je aktuálna obrátená (inverzná) úloha. Pri danom “výslednom” priebehu f(t) nájsť také funkcie � EMBED Equation.2  ���a konštanty Cn z ktorých sa tento skladá (dá zložiť). Túto úlohu vieme riešiť len vtedy, ak použité funkcie majú isté vlastnosti. Hovoríme, že súbor (množina) funkcií � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���je na intervale ( ortogonálny, ak:   � EMBED Equation.2  ���,    funkcia � EMBED Equation.2  ��� - sa nazýva báza.

Dva možné súbory (poznáme veľa iných) sú tvorené trigonometrickými funkciami sínus a kosínus, pričom v oboch prípadoch je bázou ľubovolná konštanta a interval na ktorom je súbor ortogonálny je základná perióda T. Ľahko sa ukáže, že platí:



� EMBED Equation.2  ���,

kde � EMBED Equation.2  ���,  kde T - je perióda priebehu pri n = 1 resp. m = 1. Podobne možno ukázať, že pre dve ľubovoľnné celé čísla  n a m:  � EMBED Equation.2  ���, aj túto vlastnosť, ktorá nemá s ortogonalitou nič spoločné ďalej využijeme. Dôkaz, ktorý možno podať vo všetkých troch prípadoch priamym výpočtom je ponechaný na čitateľa, naznačme však postup pri poslednom z integrálov. Na základe identity � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ���dostaneme dva integrály z ktorých každý je nulový. V zmysle vyššie uvedeného radu (porovnaj úvodné obrázky) je súčtom � EMBED Equation.2  ��� vyjadrená určitá funkcia.  Koeficient F0 - jednosmernú zložku priebehu f(t), stanovíme priamou integráciou poslednej rovnosti  v rozsahu jednej periódy

� EMBED Equation.2  ���,

keď sme zamenili poradie intergrácie a sumácie a význačili integrály, ktoré zjavne dávajú nulové výsledky. Aby sme našli hodnoty koeficientov an vynásobme najprv obe strany tej istej rovnosti z ktorej sme vychádzali prv výra-zom � EMBED Equation.2  ���, kde k - je nejaké pevné celé číslo, a takto upravenú rovnosť opäť integrujme v rozsahu celej periódy:

� EMBED Equation.2  ���.

Znova sme zamenili poradie intergrácie a sumácie, vyňali pred integrály konštantné členy a označili tie integrály, ktoré dávajú nulový výsledok. Z ostávajúcich integrálov (stredná suma) vzhľadom na ortogonalitu funkcií kosínus bude nenulový len jeden jediný, ten pri ktorom k = n. Podobný postup uplatníme s výrazom� EMBED Equation.2  ���aby sme určili koeficienty  bn. Takto dostaneme vzorce na výpočet koeficientov:

  � EMBED Equation.2  ���

Funkciu f(t) vyjadrenú súčtom kosínusového a sínusového radu  môžeme na základe identity� EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ��� vyjadriť v tvare zaužívanom pri opise obvodov s harmonickými priebehmi prúdov a napätí,

� EMBED Equation.2  ���

Z porovnania priamo výplýva: � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���  ( � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���.

Ak každému harmonickému priebehu za sumačným znakom priradíme komplexnú funkciu podľa už známej schémy

dostaneme

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

 

ak f(t) je reálna funkcia, priamo z definície komplexných koeficientov vyplýva� EMBED Equation.2  ��� čo môžeme využiť na alternatívny zápis 

� EMBED Equation.2  ���

kde v predposlednej sume sú indexy kladné, v poslednej sume záporné čísla. Teraz už ľahko upravíme:



� EMBED Equation.2  ���

v poslednom výraze sme označili: 2F0 = F0, a zaviedli sme (formálne) nové koeficienty� EMBED Equation.2  ��� takže: � EMBED Equation.2  ���.

�Každú úlohu - obsahujúcu neharmonické periodické priebehy - môžeme teda riešiť alebo v časovej oblasti, alebo vo frekvenčnej oblasti. Podľa okolností môže byť jedno alebo druhé riešenie jednoduchšie. V časovej oblasti môže byť priebeh reprezentovaný reálnou f(t) alebo komplexnou F(t) funkciou času. Vo frekvenčnej oblasti je reprezentovaný nekonečnou postupnosťou komplexných čísiel Fn.



Časová oblasť 	Frekvenčná oblasť

reálny periodický priebeh � EMBED Equation.2  ��� 	nekonečná postupnosť komplexných čísel

� EMBED Equation.2  ���	� EMBED Equation.2  ���

a jeho komplexná reprezentácia 	priradených fekvenciám � EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

������

�

	f(t)	 F(t)	F(w)

��

��



predtým: reálny harmonický priebeh	predtým: jediný fázor

� EMBED Equation.2  ���	� EMBED Equation.2  ���

a jeho komplexná reprezentácia	“odpovedajúci” frekvencii (

 (rotujúci fázor)	

� EMBED Equation.2  ���





	časová oblasť - f(t)	prevodové vzťahy:	 frekvenčná oblasť - F(w)

�	môžeme označiť:� EMBED Equation.2  ���

	� EMBED Equation.2  ���	� EMBED Equation.2  ���

alternatívne:

	� EMBED Equation.2  ���	� EMBED Equation.2  ���

�

predtým:     � EMBED Equation.2  ���	� EMBED Equation.2  ���





Dva typické priebehy, obdĺžnikový a trojuholníkový (často využívané - nájdeme ich prakticky na každom laboratórnom generátore signálov) sú vo frekvenčnej oblasti reprezentované spektrami:



Obdĺžnikový priebeh

� EMBED MSDraw  ���

	� EMBED Equation.2  ���

Trojuholníkový priebeh

� EMBED Equation.2  ���



namiesto naznačeného výpočtu (integrácia per partes) v prípade trojuholníkového priebehu možno postupovať inak.

Medzi priebehmi � EMBED Equation.2  ��� je podľa ich tvaru a polohy vzhľadom na začiatok  t = 0, vzťah� EMBED Equation.2  ��� , nech aj ich  amplitúdy F,G sú viazané vzťahom� EMBED Equation.2  ���, (mohli by aj nebyť - a čo potom milý čitateľ?).  Podľa definície 

� EMBED Equation.2  ���

výraz v hranatej zátvorke je nula, lebo� EMBED Equation.2  ��� nakoľko � EMBED Equation.2  ��� a funkcia � EMBED Equation.2  ���je periodická. Koeficienty trojuholníkového priebehu určíme z koeficientov obdĺžnikového priebehu: � EMBED Equation.2  ���. Podobne, ak medzi dvomi priebehmi platí � EMBED Equation.2  ��� teda � EMBED Equation.2  ���, dostaneme:

� EMBED MSDraw  ���



� EMBED Equation.2  ���.

Pri stanovovaní koeficientov Fourierovho radu môžeme teda zvoliť začiatok t = 0, ľubovolne (so zámerom využiť nejakú výhodu pri výpočte integrálu) , inej polohe začiatku (zmena o� EMBED Equation.2  ���) odpovie len zmena fázy pôvodne stanoveného fázora � EMBED Equation.2  ���. V uvedenom príklade bolo� EMBED Equation.2  ���.




