Kaskádní matice

Základní vztahy

Kaskádní rovnice dvojbranu získáme, zvolíme-li jako nezávisle proměnné výstupní veličiny dvojbranu, tedy výstupní napětí a proud [image: image1.png](U, Ih)
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. Závislými proměnnými jsou pak proměnné . 

Použití nalézají především při posuzování přenosu signálu ze vstupu dvojbranu na jeho výstup, který je zakončen pasivním dvojpólem nebo vstupem dalšího dvojbranu. Právě proto zde volíme opačný smysl výstupního proudu než pro obecnou charakteristiku dvojbranu. 

Volba výstupního proudu pro je na následujícím obrázku: 

	[image: image2.png]
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	Volba kladných smyslů pro kaskádní rovnice dvojbranu


Pro výstupní proud tekoucí zátěží mají kaskádní rovnice následující tvar: 
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Rozepsáním těchto rovnic dostaneme soustavu dvou rovnic o čtyřech parametrech [image: image5.png](A1, Ara, Azy, Ao)



a se dvěma nezávislými veličinami [image: image6.png](I, Us)
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Význam těchto prvků a jejich rozměry vyplývají ze stavů naprázdno a nakrátko po vyjádření z výše uvedených rovnic. 
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Kaskádním spojením dvojbranů rozumíme takové zapojení, kdy je k výstupní bráně jednoho dvojbranu zapojena vstupní brána jiného dvojbranu, viz následující obrázek. 
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	Kaskádní spojení dvojbranů



Takovéto spojení je zřejmě vždy regulární. Je-li výstupní napětí a proud jednoho dvojbranu vstupním napětím a proudem druhého dvojbranu, platí: 
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Kaskádní matice výsledného dvojbranu se tedy rovná: 
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Jak vidíme, tak výsledná matice dvojbranu je součinem matic dílčích dvojbranů. 
Tento poznatek lze aplikovat na libovolné množství kaskádně spojených dvojbranů. Je však důležité vzít na vědomí, že součin matic není komutativní (matematicky nemusí být často ani možný), čili pořadí dvojbranů má na výsledek velmi zásadní vliv. 

V následující části se budeme zabývat výpočtem těch nejjednodušších dvojbranů, které později spojíme do kaskády a dokážeme si tím tak platnost výše uvedeného vzorce, čili že výsledná matice kaskádně spojených dvojbranů je rovna součinu matic dílčích dvojbranů. 

Nyní přejděme k několika málo ukázkovým příkladům výpočtu těch nejjednodušších dvojbranů: 

První příklad si vysvětlíme podrobněji a v dalších příkladech budeme již uvádět pouze změny způsobené jiným vnitřním zapojením dvojbranu. 

Řešené příklady

Příklad 1: Dvoubran typu I

	Příklad.

	Výpočet jednoduchého dvojbranu typu I: 

Mějme dvojbran definovaný na následujícím obrázku: 
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Nyní přistoupíme k výpočtu prvků kaskádní matice A: 

Prvek [image: image14.png]


je definován jako poměr vstupního napětí ku výstupnímu při zapojení výstupních svorek dvojbranu naprázdno, tak jak ukazuje předchozí obrázek. 
Z obrázku je zřejmé, že výstupní napětí je rovno vstupnímu ([image: image15.png]


), čili prvek [image: image16.png]


je roven: 
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Prvek [image: image19.png]


je definovaný jako poměr vstupního napětí ku výstupnímu proudu při zapojení výstupních svorek dvojbranu nakrátko, tak jak je znázorněno na předchozím obrázku. 
Je zřejmé, že impedance [image: image20.png]


je zkratována a nemá tedy v obvodu žádný význam. Z toho můžeme odvodit, že platí [image: image21.png]


. Při znalosti těchto poměrů lze již snadno vypočítat prvek [image: image22.png]


: 
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Jako poměr vstupního proudu ku výstupnímu napětí při zapojení výstupních svorek dvojbranu naprázdno je definován prvek [image: image24.png]


. K analýze použijeme tedy prvně uvedený obrázek z tohoto příkladu. 
V tomto příkladě opět platí rovnost vstupního a výstupního napětí [image: image25.png]


, viz obrázek. Vstupní proud dvojbranu [image: image26.png]


snadno vyjádříme [image: image27.png]


. Nyní již známe vše co potřebujeme pro výpočet prvku [image: image28.png]
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Prvek [image: image30.png]


je definován jako poměr vstupního ku výstupnímu proudu při zapojení výstupních svorek dvojbranu nakrátko, viz. druhý obrázek tohoto příkladu. 
Opět nejdříve určíme známé veličiny. Platí zde rovnost vstupního a výstupního napětí [image: image31.png]


a i rovnost vstupního a výstupního proudu [image: image32.png]


, neboť impedance [image: image33.png]


zde opět nemá žádný význam neboť je zapojením nakrátko zkratována. Znalost těchto několika triviálních parametrů nám již umožňuje bez problémů spočítat prvek [image: image34.png]
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Tímto jsme spočetli všechny prvky kaskádní matice (A). Ta má tedy ve výsledku tvar: 
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Porovnáním prvků [image: image37.png]Ay, Ao



si snadno oběříme souměrnost dvojbranu. Jelikož v našem případě platí [image: image38.png]Ay



, můžeme řící, že dvojbran je podélně souměrný. 
Vypočítáním determinantu kaskádní matice |A| si ověříme reciprocitu dvojbranu. Ten je reciprocitní, pokud je determinant kaskádní matice roven jedné. 
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Tímto jsme si dokázali reciprocitu dvojbranu. 


Příklad 2: Dvoubran typu "pomlčka"

Nyní si ukážeme výpočet dalšího triviálního dvojbranu, kde je impedance zapojena do podélné větve, narozdíl od předchozího příkladu, kde byla zapojena "mezi" svorkami dvojbranu. 

	Příklad.

	Výpočet jednoduchého dvojbranu typu "pomlčka": 

Nechť máme dvojbran uvedený na následujícím obrázku: 
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Ze zapojení naprázdno, tak jak je uvedeno na obrázku, určíme analýzou obvodu potřebné parametry. Vyjdeme opět z již dobře známého vzorce pro [image: image41.png]


. 
Pro nulový proud [image: image42.png](I = 0)



bude zřejmě nulový i proud [image: image43.png](I} = 0)



, neboť na impedanci [image: image44.png]


nemůže v tomto případě dojít k žádnému úbytku napětí. Z toho vyplývá i rovnost obou napětí, vstupního a výstupního [image: image45.png]


. Nyní již máme vše potřebné pro vyjádření hodnoty prvku [image: image46.png]


: 
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Prvek [image: image49.png]


vychází ze zapojení výstupních svorek dvojbranu nakrátko, tak jak je znázorněno na tomto obrázku a daného vzorce pro [image: image50.png]



Z obrázku je zřejmá rovnost obou proudů [image: image51.png]


. Napětí tentokrát vyjadřovat nemusíme, neboť si plně vystačíme s proudy. Dosazením předchozích úvah do vzorce pro prvek [image: image52.png]


dostáváme: 
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Další prvek [image: image54.png]


určíme ze zapojení naprázdno, podle prvního obrázku tohoto příkladu a vzorce pro [image: image55.png]


. 
V tomto případě opět platí rovnost obou proudů [image: image56.png]


, neboť nedochází k úbytku napětí na impedanci [image: image57.png]


. Z tohoto závěru plyne i rovnost obou napětí, vstupního a výstupního [image: image58.png]


. Už z první rovnosti jasně plyne výsledek prvku [image: image59.png]


: 

[image: image60.png]





Poslední zbývající prvek [image: image61.png]


určíme opět ze zapojení nakrátko výstupní brány dvojbranu podle druhého obrázku tohoto příkladu a ze vzorce pro prvek [image: image62.png]


. 
V tomto zapojení je opět zřejmá rovnost obou proudů [image: image63.png]


. Podíváme-li se ale na vzorec pro tento prvek, zjistíme, že nemusíme tyto proudy ani explicitně vyjadřovat, neboť se ve vzorci pokrátí. 
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Máme tedy spočtenu celou kaskádní matici (A), jež je ve výsledku rovna: 

[image: image65.png]





Opět z rovnosti prvků [image: image66.png]Ay



můžeme konstatovat, že se jedná o podélně souměrný dvoubran. Výpočtem determinantu kaskádní matice |A| si opět ověříme reciprocitu dvoubranu. 
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Z uvedené rovnosti jasně vyplývá, že se jedná o reciprocitní dvoubran. 


Příklad 3: Dvoubran typu "velké otočené Gamma"

Nyní si ukážeme výpočet dalšího dvojbranu s pomocí kterého budeme nakonci ověřovat správnost odvození vztahu pro kaskádní matici dvojbranů spojených do kaskády. 

	Příklad.

	Výpočet jednoduchého dvojbranu typu "velké otočené Gamma": 

Poučení: Výpočty prvků matice (A) nejsou v obecných případech tak triviální jako v předcházejích dvou příkladech, neboť vstupní napětí a proudy nemusejí být rovny, či "snadno" závislé na výstupních. Je proto důležité brát tyto poznatky při výpočtech na zřetel. 

Máme dvojbran definovaný zapojením na následujícím obrázku: 
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Podíváme-li se na obrázek podrobněji, určitě každý pozná nezatížený odporový dělič, čili nic nového. 
Prvek [image: image69.png]


vyjádříme ze zapojení naprázdno jak je znázorněno na prvním obrázku tohoto příkladu a ze vztahu pro prvek [image: image70.png]


. 
Pro nezatížený dělič napětí platí známý vztah: 
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Dosazením uvedeného vztahu do vzorce pro prvek [image: image72.png]


dostáváme: 
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Výpočet dalšího prvku [image: image75.png]


vychází ze zapojení nakrátko, jak je uvedeno na předcházejícím obrázku tohoto příkladu a ze vzorce pro prvek [image: image76.png]


. 
Z obrázku lze snadno poznat, že zde opět nastává rovnost obou proudů, vstupního a výstupního, pro který platí [image: image77.png]


. 
Dosazením do vzorce pro prvek [image: image78.png]


dostáváme: 
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Výpočet prvku [image: image80.png]


vychází ze zapojení naprázdno, tak jak znázorňuje první obrázek tohoto příkladu a ze vzorce pro [image: image81.png]


. 
Z výpočtu prvku [image: image82.png]


víme, že výstupní napětí je rovno 
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Z obrázku lze snadno odvodit i vztah pro proud [image: image84.png]


: 
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Tyto poznatky nám plně dostačují pro výpočet prvku [image: image86.png]


: 

[image: image87.png]





Výpočet prvku [image: image88.png]


je založen na zapojení naktrátko podle druhého obrázku tohoto příkladu a ze vzorce pro [image: image89.png]


. 
Tak jako u prvku [image: image90.png]


zde platí rovnost obou proudů [image: image91.png]


. Explicitní vyjádření zde není nutné, neboť se navzájem ve vzorci vykrátí. 
Dosazením do vzorce dostáváme prvek [image: image92.png]


: 
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Vyjádřením všech prvků jsme obdrželi výslednou kaskádní matici (A), která je rovna: 
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Jelikož v tomto případě naplatí rovnost prvků [image: image95.png]Ay # Ax



, nejedná se v tomto případě o podélně souměřný dvoubran. 
Výpočtem determinantu kaskádní matice |A| si ověříme reciprocitu dvoubranu. 
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Z rovnosti opět vyplývá reciprocita dvoubranu. 


Příklad 4: Dvoubran typu "T-článek"

	Příklad.

	Výpočet jednoduchého dvojbranu typu "T-článek": 

Mějme dvojbran (T-článek) definovaný na následujícím obrázku: 

[image: image97.png]




Prvek [image: image98.png]


spočteme ze zapojení naprázdno dle prvního obrázku tohoto příkladu a ze vztahu pro prvek [image: image99.png]


. 
Je-li výstupní proud [image: image100.png]


nulový, potom impedance [image: image101.png]


nemá na obvod žádný vliv a jedná se tedy opět o nezatížený odporový dělič. Vztah pro výstupní napětí, jsme si již odvodili v příkladě č.:3 a je rovno: 
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Nyní již stačí dosadit do vzorce, a dostaneme tím tak prvek [image: image103.png]


: 
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Nyní přistoupíme k výpočtu prvku [image: image106.png]


, který vychází ze zapojení nakrátko (viz. druhý obrázek tohoto příkladu) a ze vzorce pro [image: image107.png]


a jeví se na výpočet jako nejtěžší. 
Nejprve si vyjádříme napětí [image: image108.png]


: 
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Nyní si potřebujeme vyjádřit proud [image: image110.png]


, který získáme z rovnic pro rovnosti úbytku napětí na impedancích [image: image111.png]



[image: image112.png]Zsly Zy(1) — Iy)







Položíme-li tyto výrazy do rovnosti, dostaneme rovnici pro [image: image113.png]I, I



: 
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Dosazením získaných mezivýsledků do vzorce získáme prvek [image: image115.png]


: 
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Prvek [image: image117.png]


získáme ze zapojení naprázdno a ze vztahu pro [image: image118.png]


. 
Vyjdeme opět z prvního obráyku tohoto příkladu. Jelikož výstupní proud [image: image119.png]


, nemá impedance [image: image120.png]


v obvodu žádný význam. Jedná se tedy opět o nezatížený odporový dělič. 
Vajádříme si vstupní proud dvojranu [image: image121.png]


: 
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Náslědně si vyjádříme i výstupní napětí dvojbranu, které ale už dobře všichni známe: 

[image: image123.png]




Vyjádřené hodnoty vstupního proudu [image: image124.png]


a výstupního napětí dvojbranu [image: image125.png]


dosadíme do vzorce a získáme tak prvek [image: image126.png]


: 

[image: image127.png]





Poslední zbývající prvek [image: image128.png]


vyjádříme ze zapojení nakrátko dle druhého obrázku tohoto příkladu a ze vztahu pro [image: image129.png]


. 
Vyjdeme z úvah, které jsem použili pro výpočet prvku [image: image130.png]


. Nyní nám ale bude stačit rovnice rovnosti proudů a z ní vyjádřený výstupní proud [image: image131.png]


: 
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Takto vyjádřený výstupní proud nám stačí jenom dosadit do vztahu, čímž dostaneme pro parametr [image: image133.png]


vztah: 

[image: image134.png]




Nyní, když máme vyjádřeny všechny prvky, je kaskádní matice (A) rovna: 
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Výpočtem determinantu kaskádní matice |A| si ověříme reciprocitu dvoubranu. 
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Z rovnosti determinantu vyplývá reciprocita dvoubranu. 
Z nerovnosti parametrů [image: image137.png]Ay # Ax



můžeme usoudit, že se nejedná o podélně souměrný dvoubran. 


Neřešené příklady

Příklad 1: Dvoubran typu "velké Gamma"

	Příklad.

	Dvoubran typu "velké Gamma": 

Mějme dvojbran definovaný na následujícím obrázku: 
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Úkol: Spočtěte kaskádní matici dvojbranu, jednak přímo, jednak pomocí dílčích dvojbranů. 

[image: image139.png](A) =7







Příklad 2: Dvoubran typu "Pí-článek"

	Příklad.

	Dvoubran typu "[image: image140.png]


-článek": 

Mějme dvojbran definovaný na následujícím obrázku: 

[image: image141.png]




Úkol a) Spočtěte kaskádní matici dvojbranu. 
Úkol b) Na základě spočtené kaskádní matice současně ověřte i platnost vzorce pro kaskádní spojení dvojbranů vhodným spojením dvojbranů řešených v příkladech 1..4 
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